Linjar algebra Z, vt 07
Vecko—PM lasvecka 4

Lay: 4.1 - 4.6 Vektorrum

I avsnitt 4.1 introduceras begreppen vektorrum och underrum. Detta kan synas abstrakt
men idén &r att ge en sammanhallande teori for fenomen som é&r olika men har samma
grundlaggande egenskaper. Du har redan mott tva olika vektorrum, d&ven om vi inte direkt
poangterat att de ar olika. Forst studerade vi det askadliga rummet med vektorer som
representeras av riktade strackor. En vektor dr da en méngd av riktade strackor, alla
representanter for vektorn. I denna kurs har vi arbetat med R™ dér en vektor ar en n-tipel
av reella tal. Vi kan askadliggora vektorer i R? genom att markera punkter i ett rétvinkligt
koordinatsystem.

Pa samma sétt kan vi, sa snart vi har en bas for det askadliga rummet bestaende av tre
vektorer som inte ligger i ett plan, ge koordinater fér vektorerna. Vi far da objekt i R3.
Om basen ar en standardbas (ON, positivt orienterad) ser vi ingen skillnad pa askadliga
rummet och R?. Ar basen inte en standardbas sa ar det annorlunda. Detta #r naturligtvis
inte det enda skilet till att studera vektorrum allmént, det finns manga. Ett annat &r
att forst genom att ga till den allménna teorin kan vi hantera begreppen underrum och
dimension bra. Dessa ar vasentliga da vi fortsidtter var analys av linjédra ekvationssystem.

Viktigast i 4.1 &r sats 1 med vars hjéalp man oftast enkelt kan visa att en viss méngd &r ett
underrum i nagot storre vektorrum. Bevisidén som ges i exempel 10 &r vardefull kunskap.

I 4.2 inférs begreppen nollrum till en matris A, som &dr samma som losningsméngden
till den homogena ekvationen Ax = 0, och kolonnrummet till A, som &r samma som
méngden av alla b for vilka ekvationen Ax = b har 16sning. Dessa underrum i R"™ kallas
ocksakdrna och vdirdemdngd for den linjéra avbildning som ges av A. Vi far alltsa nya
siatt att tdnka om, och analysera, linjara ekvationssystem. Beviset av sats 2 &r centralt
da det visar hur matrismultiplikationens linjéra egenskaper spelar in. Exempel 8 och 9
ger intressanta kopplingar till foregaende kurs, dven for vissa differentialekvationer ges ju
allmén 16sning av en partikuldrlosning och allmén homogenlosning.

Bas-begreppet, som infors i 4.3 &dr oerhort viktigt. Téank pa att en bas ar en mdngd av
vektorer. Lite oegentligt talar vi om de enskilda medlemmarna i en bas som basvektorer
vilket kan ge intrycket att de ensamma har nagon speciell egenskap. Sa dr det inte, varje
vektor utom nollvektorn kan inga i en bas. Visentligt att kunna &r att bestdmma baser for
nollrum och kolonnrum foér matriser. Sats 6 med bevis &ar viktig.

I manga tillaimpningar handlar det om att vélja en bas som &r lamplig for det aktuella
problemet. Koordinatsystem, som infors i 4.4, &r avgoérande i detta sammanhang. Det
géller ocksa att halla ordning pa de olika system man arbetar med. For detta har man
basbytesmatrisen Pg som kommer till stor anvéndning léngre fram i kursen. Ett djupare
studium gors i 4.7



Begreppen dimension och rang (dimensionen av kolonnrummet) inférs i 4.5 och 4.6.
Matrisrang &r viktigt i vissa tillimpningar, t.ex. inom reglerteknik. I 4.5 ingar flera viktiga
satser: satserna 9 och 10 som ger mojlighet att definiera begreppet dimension, Sats 11 som
visar att om H &r dkta underrum i V' sa har H ldgre dimension &n V och sats 12, bassatsen,
som ofta leder till att det kontrollerande rédknearbetet kan minskas.

Beviset av sats 9 &r belysande da det visar hur uttalanden om allménna vektorrum ofta
hdnger samman med uttalanden om linjara ekvationssystem.l 4.5 &r sats 14, rangsatsen
eller som den ocksa kalla dimensionssatsen viktig. Sjalvklart ocksa fortsattningen av sats
2.3.8 om inverterbara matriser. Den borde for 6vrigt inkludera &ven sats 3.2.4 .

Rekommenderade uppgifter

(PP &r forkortning av Practice problems. Har menas att du bor inleda med att gora alla
dessa. Du hittar dem direkt fore 6vningarna till respektive avsnitt.)

Avsnitt | Instuderingsuppgifter | Traningsuppgifter Teoretiska uppgifter
4.1 PP 1,3,4,7 11, 13, 15, 19, 35, 36 | 20, 23, 33, 34
4.2 PP, 1, 3,5,7,9, 15, 17 | 21, 31, 37 25, 27, 30, 33, 39
4.3 PP, 3, 4,9, 10 15, 27, 37, 38 21, 23, 29, 30, 36
4.4 PP, 1, 3, 7, 10 11, 13, 27, 29, 33 15, 19, 23, 25
15 | PP 1,6 11,14 21, 33 19, 27, 29, 31
4.6 PP, 1, 3,5 35 7,9, 13, 15, 17, 21, 25, 30




Laboration 2. Bakgrund: Lés i Huitfelts kompendium (pdf-fil pa kurshemsidan), avsnitt
5.2: Losningsnoggrannhet. Detta genomgas ocksa pa foreldsning. Vid redovisning av denna
laboration, visa upp de m-filer och grafer som efterfragas. Foérsck svara pa de avslutande
fragorna.

Vi skall i den hér laborationen undersoka sambandet mellan konditionstalet x(H) och

relativa felen ||dx|| /||x|| och ||db]||/||/b| (anvind MATLAB-kommandot norm). Hér &r
db felet (osékerheten) i hogerledet b och dx felet (osékerheten) i 16sningen x till ekvationen
Hx = b. Det teoretiska sambandet ges ju av

- < K(H) S (1)

Hilbertmatrisen av storlek n x n har elementen h;; = Zﬂ%l och ar ett exempel pa en
sarskilt illakonditionerad matris (stort konditionstal). Dessutom har MATLAB en funktion
hilb som genererar denna matris och en funktion invhilb som genererar inversen med stor
noggrannhet - dess element ar heltal! Darfor lampar sig hilbertmatrisen for var undersok-
ning. Ovningarna 1-3 ar av mera experimentell natur, medan 6vning 4-5 ger en kvantitativ
tolkning av konditionstalets betydelse.

1. Rita forst en graf som visar hur konditionstalet x(H) véaxer med n. Anvénd cond
och semilogy (linlog-skala: linjar i x-led, logaritmisk i y-led).

2. For att forsta att vi har att gora med en 16msk matris, ska vi forst gora ett litet
experiment som demonstrerar dess kanslighet. Tag en Hilbertmatris av mattligt stor
ordning, t ex n = 4. Vilj ett hogerled b och 16s systemet Hx = b genom att anvéanda
kommandot rref. Prova ocksa att multiplicera med inversen: x = H~'b (anvind
invhilb(n)!). Nu “stor” vi matrisen H genom att runda av alla dess element till 4
decimaler. Los systemet med samma hogerled med rref och jamfor resultatet. Felet
som uppstar pga sma fel i matrisen analyseras med en formel motsvarande (1) ovan,
men hér maste vi uppskatta med relativa felet i matrisnorm (se sid 53 i Huitfeldt):

| dx||
[+ dx|

laH]|
< W(H) &)

Denna uppskattning &ar ej obligatorisk vid redovisning. Det relativa felet i x ges inte
av riktigt samma uttryck som i (1). Matrisnormerna kan berdknas med kommandot
norm. Man kan hér ocksa experimentera med slumpméssiga sma storningar av ma-
triselementen (som i féljande uppgifter).

Var god vind!



3. Hér ska vi se hur berdkningarna i l6sningsalgoritmen paverkar resultatet. Felen som
uppstar ar relaterade till k(H). Vi loser ekvationssystemet Hx = b for nagot virde
pa n, vilj t ex n = 10 (ej storre!). Tag b som en slumptalsvektor (randn i MAT-
LAB: kommandot b = randn(n, 1) genererar en kolonnvektor med n normalférdelade
slumptal). Jamfor de losningar du far med rref, H\b, inv(H)*b och den exakta
16sningen invhilb(n) * b.

4. Gor en funktionsfil som for Hilbertmatrisen av ordning n léser systemet Hx = b
exakt for 'massor’ av slumpvis valda hogerled b. Tag ocksa lika manga slumpvis
valda felvektorer db och 16s systemet H(dx) = db exakt.

(Observera att H(z +dx) =b+db, Hxr =b = H(dx) = db). Beridkna sedan

x|l /{1l
[dbl} /bl

Av alla dessa kvoter skall bara den minsta (kmin) och den storsta (kmax) levereras
som utdata. Detta ger oss spridningen av kvoterna. Notera att enligt (1) ovan sa bor
den storsta kvoten ligga i ndrheten av konditionstalet.

5. Till sist jamfor med hjélp av semilogy spridningen [kmin kmaz| gentemot kondi-
tionstalet for hilbertmatrisen da n 16per mellan 2 och 5. Detta kan goras genom att
bygga ut funktionsfilen i féregaende uppgift.

Vilka slutsatser kan du dra?

Viken betydelse har N (antalet slumpgenererade hogerled i (1))?

Varfor maste vi oka N med storleken pa H? (Tips: maximalt relativfel antas da b
och db har var sin speciell riktning i R™).



