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TMV141 Linjir algebra E

Tentan rattas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlaimnade

papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godként pa tentan krivs 25 poidng pa tentamens forsta del (godkéntdelen) Bonuspoéng fran duggor 2010
riknas med, men maximal poing pa denna del ar 32. For godként pa kursen skall ockséd Matlabmomentet vara
godként.

For betyg 4 eller 5 kriavs dessutom 33 resp. 42 poing sammanlagt pa tentamens tva delar.

Lésningar ldggs ut pa kursens webbsida 13/1 eftermiddag. Resultat meddelas via Ladok senast tre veckor efter

tentamenstillfillet. Granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med 6vriga l6sningar.

-10 -7
(b) Bestédm, med hjilp av resultatet i (a), losningen till f6ljande system av differential-
ekvationer
{ i (t) = 8z1(t) + dxa(t)
xh(t) = =102 (t) — Tza(t)
l’l(O) = :L'Q(O) =1.

2. (a) Diagonalisera matrisen A = [ 500 ]

3. (a) Forklara vad som menas med att att matrismultiplikation &r associativ.
(b) Tlustrera med ett exempel att matrismultiplikation inte dr kommutativ.

(c) Los matrisekvationen
(AX + BT = xT¢,

dar
1 2 1 1 1 1
a=[s 1] m=[oa] e [11]

4. Lat a € R och betrakta foljande tre vektorer i R? :

1 2 1
Vi = 2 , Vo = -1 , V3= 0
1 3 a

(a) Bestdm det véirde pa a som gor vektorerna vy, vy, vy linjért beroende.

(b) Lat nu @ = 1 och lat B vara basen for R? bestidende av vi,vy och vs. Bestim
koordinatvektorn [w]g daw =3 11 0 ]T.

Var god viand!



Del 2: Overbetygsdelen

I allménhet kan inte poidng pa dessa uppgifter riknas in for att na godkéantgransen. Normalt krivs for podng pa
uppgift att man redovisat en fullstdndig l6sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till

malet.

5. Lat T : R> — R3 vara den linjira avbildning som geometriskt motsvarar en 45-graders
‘moturs’ rotation kring en axel genom origo och riktad som vektorn [ 1 1 =2 ]T.

Bestim T':s matris i standardbas pa formen PM PT.
OBs! Du behover inte multiplicera ihop, ange bara matriserna P och M.

Bestdm ocksa T(v) dav=[1 1 0 ]T.

6. Lat Py vara vektorrummet av alla polynom av grad hogst 2 med reella koefficienter.
Lat T : Py — Py vara den linjéra transformation som ges av

Tlpt)] = (2 +t+ 1)p"(t) — (1 +26)p'(t) + 2p(t).

Ange baser for

1) kdrnan av T, dvs K(T') = {p(t) € Py : T[p(t)] = 0},

2) vérderummet R(T),

3) K(T)*, dvs ortogonala komplementet till kéirnan.

Att tva polynom &r ortogonala betyder héir att deras koordinatvektorer i standardbasen
for Py &r ortogonala.

7. (a) Definiera begreppet : A dr en ortogonalmatris.
(b) Bevisa att om A &r en n X n ortogonalmatris, sa ér ||Ax|| = ||x|| for varje x € R™.

(c) Bevisa att om A € R ér ett egenvérde till en ortogonalmatris A, sa ar |A| = 1.

Lycka till!
Lennart F

(6

p)

T



Anonym kod sid.nummer | Poéng
TMV141 Linjir algebra E 110113 1
1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 1sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).
(a) Lat
1 1 2 2 5 6
A=|12 11|, B=|0 3 7
1 3 1 0 0 5
Berikna det(AB).
Lo6sning:
S 7= ¥
(b) Bestédm inversen till matrisen
1 2 1
A=11 11
1 0 2
Lo6sning:
SV AT ¢ vttt teetenseoonsansosonsonsosonsonsossassnsoassnsossassnsosonsas
(¢) Ange baser for kolonnrummet och nollrummet till matrisen
1 1 2 3
-1 5 4 3
A= 2 -1 1 3
4 1 5 9
Lo6sning:
VAT vt ittt tee e seeonsansosonsonsosonssnsossassnsoassnsossassnsosonsas
(d) Bestdm en ON-bas for planet i R® som spinns upp av vi = [ -2 1 2 ]T och
T
vo=[-12 7]
Lo6sning:
S 7= ¥
(e) Bestdm minstakvadratlosningen till Ax = b da

2 1 0
A=|3 2], b=|1
10 5

Lo6sning:(Det gar bra att fortsétta pa baksidan.)

(2p)

(3p)

(3p)



1.

(a)

Lésningar TMV141, Linjir Algebra E, 110113

Vi anvénder produktlagen for determinanter: det AB = det A det B. Eftersom ma-
trisen B ar triangulidr sa &dr dess determinant lika med produkten av talen lings
diagonalen, dvs det(B) = 2 -3 -5 = 30. For matrisen A utfor vi radoperationer som
inte dndrar determinanten och far en triangulér matris:

1 1 2
0 -1 -3
0 0 -7

Detta innebér att det(A) =1-(—1) - (—7) = 7. Slutligen har vi ddrmed:
det AB =730 = 210.

Vi stéller upp den utdkade matrisen [A|I] och forvandlar den till [I|A~!] via radope-
rationer, och far da

1 21,100 100 -2 4 -1
111,010 ~ ~ 010 1 -1 0
1 02001 0 01 1 -2 1

vilket visar att inversen &r

-2 4 -1
Al = 1 -1 0
1 -2 1

Vi 6verfor matrisen till en radekvivalent reducerad trappstegsmatris:

1 1 2 3 101 2
1 5 4 3 01 1 1
A=1 9 113 0000]| Y
4 5 9 0000

Pivoterna ligger i de tva forsta kolonnerna och motsvarande kolonner i A spénner
upp dess kolonnrum. Alltsa, en bas for Col(A) &r

({1t =12 4], [15 -1 1]%

For att hitta en bas till nollrummet 16ser vi ekvationen Ax = 0 < Ux = 0, dér
X = [ T1 XTo X3 T4 ]T. Variablerna x3 och x4 &r fria och med z3 = s, x4 =t blir
lésningarna (dvs vektorerna i nollrummet)

I -1 —2
i) . —1 —1
| T 1T o
T4 0 1

vilket ger oss en bas for Nul(A):

Span{[ -1 -1 1 0]",[-2 -1 0 1]7}



(d) Vi forst ortogonaliserar basen genom att byta ut vy mot

3

/ Vo Vi 18
V2:V2—(Vl.v1>V1:V2—<§>V1:V2—2V1: 0
3

Vi normaliserar och producerar ON-basen {uj,us} dér

V1 1 —2
w=—mv=-| 1],
vill ~ 3]
v 1 (1)
u2: = —
VI~ V2 |

(e) Minstakvadratlosningen & ges av AT A2 = ATb. Vi l6ser detta system:

el v )

Minstakvadratlosningen ar alltsa

[ )

2. (a) Egenvérdena beriknas genom att 16sa ekvationen det(A — A\I) = 0:
det(A—X) =X -X—6=(\+2)(\—-3),

Egenvirdena &r alltsa Ay = —2 och Ay = 3.
Vi bestammer motsvarande egenvektorer:

Al =—2:

. 10 5 2 1 o 1] .

Vi har A — (—2)2] = [ 10 _s ] ~ [ 0 0 ] sa vy = [ o } ar en egenvektor.
Ao =3

) 5 5 11 o 1] .
VlharA—3I—{_1O _10}~[0 0:|SaV2—|:_1:|aI'eIleg€IlV€ktOI'.

Dirmed diagonaliseras A enligt A = PDP~! diir
1 1 -2 0
Pl a]oe- 8]

(b) Losningen ges av [ i;g; } = Che [ _; } + Cre* [ _} ],

. T 1 .
och begynnelsevillkoret [ 22(0) ] = [ 1 ] ger slutligen:

o) ] o ] 1 s [ 1] [ —2e72t + 3e3
[@(t) } = [—2}“36 1| T de 36



3. (a) Associativitet betyder att (AB)C = A(BC') nirhelst produkterna ér definierade.

(b) De flesta ”slumpvis valda” exempel duger. Hér ett exempel: A = [ (1) i ], B =

00

10 - o
[ ].DagallerattAB—[O 0 0 0

1 0} medanBA:[1 1].

(c) Forst kan vi transponera bada leden och far da
AX + B=(XTo)l' =CTX =CX, eftersom CT = C.

Detta medfor att B = CX — AX = (C — A)X sa, under forutséittningen att C' — A &r
inverterbar, har vi féljande formel f6r 16sningen :

X=(C-A)7"'B

Nu raknar vi. Forst

Dérmed &r
o 1fo 11 1] [ 0 -1/2
X__§[2 OHO 1]_[—1 —1}

4. (a) Vi stéller upp vektorerna som kolonner i en matris och 6verfér den med radoperationer
till en radekvivalent trappstegsmatris:

1 21 1 2 1
2 -1 0| ~]0 =5 -2
1 3 0 0 S5a-—-7

De ursprungliga tre vektorerna &r dérmed linjért beroende om och endast om 5a — 7 =
0=a="7/5.

(b) Vihar [wlg=[a b ¢ ]T dér

1 2 1 1 2 1 a 3
al 2| +b| -1 |4+c{O0|=]2 -1 0 b | =111
1 3 1 1 3 1 c 0

Vi 16ser systememt med eliminationsmetoden (radoperationer):

1 2 1] 3 1 2 11 3

2 -1 0|11 [~ 0 —5 —2| 5

1 3 110 0 0 —2|-10
varur vi nedifran och upp erhaller c =5, b= -3, a = 4.

Dérmed &r [wlg=[4 -3 5 ]T.



5. Detta dr samma procedur som i laboration 2 (rotationer). Vi viljer en positivt orienterad
ON-bas i vilken rotationen har en enkel matris. Lat rotationsvektorn vara tredje basvek-
torn, vilj forsta vektorn ortogonal mot axeln, ta den andra som vektorprodukten av den
tredje och den forsta (i denna ordning). Normalisera dem och ta dem som kolonner i P.
M:s kolonner #r bilderna av basvektorerna (i den tillfilliga basen) under 45°-vridningen.

-1/v2 1/V/3  1/V6 1/vV/2 —1/v2 0
P= V2 1/V3 1/V6 |, M=|1/V/2 1/V2 0
0 1/vV3 —2/V6 0 0 1

Rotationsmatrisen i standardbasen #r nu alltsd R = PMPT, T(v) = Rv.
For att vrida en vektor v ska vi alltsa multiplicera med R, men for att slippa rdkna ut
denna matris, kan vi multiplicera med en i taget:

1+vV2+ V3

, PMPTv=21|14+v2-3
3

242

Plv = ., MPTv =

Sl o
Sl

Den sista vektorn ar alltsa T'(v).

6. Med p(t) = ag + a1t + ast? giller
p(t) € K(T) <= Tp(t)] =0 <= 2a9—a1+2as =0 < p(t) = ap(1+2t) +ay(2t+1?)
Hirav ser vi att {14 2¢, 2t + 2} utgor en bas for K(T') (polynomen ér ju linjért oberoende
och spénner upp K(T)). Aven {1+ 2t,—1 + t?} gér bra.
Vidare ser vi att T'[p(t)] alltid &r en konstant och av lineariteten &r varje konstant ocksa
bild av ett polynom i Py. Alltsa &r {1} en bas for R(T).

Rummet K (T)* spinns upp av polynom a + bt + ct? som #r ortogonala mot bada basvek-
torerna for K (7'), dvs som satisfierar
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Alltsa utgors en bas for K (T)* av polynomet —2 4 t — 22,

Sammanfattningsvis:

R(T) = Span{1}, K(T) = Span{l + 2t,2t + >} K(T)* = Span{-2 4t — 2t*}.

7. (a) En n x n matris A sigs vara en ortogonalmatris om A7A = AAT = 1.
(b) [|Ax||? = (Ax)T(Ax) = (xTAT)(Ax) = xT(ATA)x = xTIx = xTx = ||x||%.

(c) Lat A vara ett egenvirde till en n x n ortogonalmatris A. Da finns det en nollskild
vektor x € R" s.a. Ax = Ax. Men fran (b) har vi da att

)
)

[1x[| = [[Ax]] = [|Ax[| = [Al[x]]

och eftersom ||x|| # 0 sa maste |[A\| = 1.



