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TMV142/186 Linjir Algebra Z/TD

Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlimnade papper.

For godként pa tentan krivs 25 poing pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspoing fran duggor 2017 riknas med,
men maximal poing pa denna del dr 32.

For godkant pa kursen skall ocksa Matlab-momentet vara godkéant.

For betyg 4 eller 5 kriavs dessutom 33 resp. 42 poidng sammanlagt pa tentamens tva delar.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida. Resultat meddelas via Ladok senast tre veckor efter tentamenstillfillet.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad inlimnas
tillsammans med 6vriga 16sningar.

2. Lat
1 3 2 1
A=|-1 0 -2|, b=|2
2 3 6 1

(a) Berikna inversen A~! till matrisen A.
(b) Bestim den unika losningen x till matrisekvationen Ax = b.
(c) Visa att (A=1)"! = A och att (A7)~ = (A~1)T.

3. Latb, =[1 1 1]° 1" 7.

,by=[1 =1 0] ochbz=[0 1 -1

(a) Visa att B = {by,bs, b3} utgor en bas for R>.
(b) Bestim basbytesmatrisen Pg, 5 fran basen B till standardbasen £ i R3.

(¢) Bestdm koordinatvektorn i standardbasen £ for den vektor som i basen B har koordinatvektorn
T
2 1 1]

4. Betrakta matrisen
a2
o2y
(a) Bestdm alla egenviirden och egenvektorer till A.
(b) Diagonalisera om mojligt A.
(c) Beriikna A,
)

(d) Ge ett exempel pa en 2 X 2-matris som inte dr diagonaliseringsbar.

Var god viénd!

(14p)
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Del 2: Overbetygsdelen

Poing pa dessa uppgifter kan inte ridknas in for att na godkédntgrédnsen. Normalt krdvs fér podng pa uppgift att man

redovisat en fullstindig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

5. Lat P3 beteckna vektorrummet bestaende av alla polynom av grad hogst 3. Betrakta transforma-
tionen T : P3 — R? som ges av

p(x) — B/((%))] ;

diir p’ betecknar derivatan av p, dvs. (ax® + ba? + cx + d)’ = 3az? + 2bx + c.

7. Lat

Visa att T" r en linjdr transformation.
Hitta en bas for kdrnan till T'.

Ange matrisrepresentationen av T relativt standardbaserna for P3 och R? samt berdkna ma-
trisens rang.

Bestédm samtliga egenvirden och egenvektorer till matrisen

-2 1 -1
B=]0 1 2
0 0 -1

och begynnelsevillkoren

1 1

A=12 11|, b=|2
0 1 1

Definiera vad som menas med en minstakvadratlésning X till matrisekvationen Ax = b.

Bestim den vektor b i kolumnrummet Col A till A som #r ndrmast b.

Bestiam minstakvadratlosningen till matrisekvationen Ax = b och berdkna minstakvadratfelet.

Lycka till!
Martin H
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1. Till nedanstaende uppgifter skall korta l6sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) For vilka reella vérden pa talen g och h har ekvationssystemet (3p)

£L'1+.’E2+3£L’3:1
hxy+x2+3x3 =g
4171 —|—2.Z‘2—2$3:1

en unik (entydig) losning, ingen 16sning, respektive oéindligt manga losningar?

Losning:
(b) Lat (3p)
0 0 0 3 1 2 3 4
10 01 01 2 1
A= 1 2 3 2|’ B= 00 1 2
4 1 2 1 0 0 0 2
Berdkna determinanten av A samt determinanten av AB.
Lo6sning:
(c) Antag att B = {by,ba} och C = {c1,ca} &r baser for ett vektorrum V sadana att (2p)

bl = C1 — 3C2, bQ = 73C1 - 7C2.

Ange dimensionen av V' och bestdm basbytesmatrisen Pe, .
Losning:

................................................................................



(d) Lat
A= och B = B .
[3 0} [2 1}

1 -1 1 1
Los ekvationen XA — 2B = X for 2 x 2-matrisen X.
Lo6sning:

(e) Lat T: R? — R? vara den linjiira avbildning som uppfyller
T
T(er)=[1 —1]", T(es)=1[2 1

dir eq, e; utgsr standardbasen for R2.
(i) Beréikna T'( [2 1]T ).
(ii) Finn ett x € R med bild T'(x) = [1 1}T.

Lo6sning:

(f) Lat W beteckna det plan i R® som spinns upp av vektorerna v; = [1 1 1}T och vy =
[1 0 —1]T. Berdkna den ortogonala projektionen av vektorn u = [1 1 2] T pa planet W.

Lo6sning:

(2p)



Lésningsforslag TMV142/186 Linjir Algebra Z/TD, 170313

1. (a) Ekvationssystemet dr ekvivalent med matrisekvationen

1 1 3 1
Ax = b, h 1 3|, b=|g
4 2 =2 1
Radreducering ger
11 31 11 3 1
h 1 3|lg|~]01 7 3/2 ,
4 2 =21 0 0 4h—4|g+h/2-3/2

dvs. h # 1 ger en unik 16sning, h = g = 1 ger oédndligt manga lésningar och for 6vriga virden
pa g och h har vi inga losningar.

(b) Kofaktorexpansion ger

— N O
N W O

1
det(A)=-3]| 1
4

Eftersom B &r trianguldr ges dess determinant av produkten av diagonalelementen. Tillsam-
mans med produktregeln fér determinanten ger detta

det(AB) = det(A) det(B) = -3 -2 = —6.

(c¢) Per definition dr dimensionen av V antalet vektorer i en bas fér V, dvs. i detta fall har V'
dimension 2.
Basbytesmatrisen ges av

Peep=[[bile [ba2lc] = {_13 :ﬂ :

(d) Vi observerar
XA-2B=X=XA-X=2B=X(A-1L)=2B=X=2B(A-1,)"".
Direkta rakningar ger
—1 -
4 -2 20 4 —=2]2 o] [3/2 1
2B = {2 2}’ A-lr= [1 2]’ X= {2 2} {1 2} B {3/2 ~1]"

(e) (i) Eftersom T é&r linjér har vi

1 2 1
T([2 1]T) =T(2e1 +e3) =2T(e1) + T(ex) =2 {_1} + [J = [_1 .
(if) Vi behover losa ekvationen

T(x) = T(z1e1 + 22%2) = 21T(€1) + 22T (€2) = [_11 ﬂ [ﬁj _ m .

Losningen ges av

-1 3 B3 -

(f) Eftersom v och vo édr ortogonala mot varandra ges projektionen av

u- vy u- vy 4 1 1 1 5/6
projpyu = vi + vo==|1| == |0 |=|4/3
ViV Va2 - Vo 3 1 2 -1 1]./6



2. (a) Vi stéller upp den uttkade matrisen

1 3 211 0 0
[A]l]=]| -1 0 =20 1 0
2 3 6|10 0 1
och radreducerar:
1 3 2|11 0 0 1 3 211 00 1 00} 1 -2 -1
-1 0 -2|{0 1 0f~f030/1 1O0|~]010| 13 1/3 0 |,
2 3 6/0 0 1 0 0 2|-1 11 0 0 1|-1/2 1/2 1/2
vilket ger inversen
1 -2 -1
A'=11/3 1/3 0
-1/2 1/2 1/2
(b)
—4
x=A"b=1|1
1

(¢) Kom ihag att en n X n-matris B ér inversen till en n X n-matris A om och endast om
BA=1,—= AB.

Eftersom
AAT = =A71A
ar (A=1)~1 = A, och
(A HTAT =(AA Y =] =1, AT(A Y =A1'A)T =1 = I,
vilket ger (AT)~t = (A~1)T.

3. (a) Vibehover visa att B spianner R? och &r linjért oberoende. Eftersom B innehaller tre vektorer
ricker det att visa att B &r linjirt oberoende. Detta &r fallet om och endast om matrisen A =
[b1 by bs] dr inverterbar, vilket &r ekvivalent med att A dr radekvivalent med enhetsmatrisen
I3. Vi har

0

1 1
A=11 -1 1|~ |0 -2 1|~ |0 =2 1 ~ 10 1 —1/2| ~Is.
1 0 -1 0 -1 -1 0 0 -3/2 0 0 1

(b) Basbytesmatrisen Pg. g ges av

1 1 0
Pec g = [[b1]e [ba]e [bsle] = [b1 by bs] = |1 -1 1
1 0 -1
(¢) Forv=1[2 1 1]" har vi
1 1 0 2 3
[V]g = PgFBV =11 -1 1 1| = |2
1 0 -1 |1 1



(a)

Den karakteristiska ekvationen ar

O:det(A—)\I2):’ 2-A 1 ‘

_ _9\2 _
1ogoa | T2

vilket ger egenvérdena A; = 3, 1.
Vi berdknar motsvarande egenvektorer genom att l6sa Ax = Ax: for A = 3 observerar vi att

-1 1 -1 1
A=V A [0 )
vilket ger egenvektorerna x = s [1 l]T, s € R; och for A =1 har vi
11 11
an= o=l o]

vilket ger egenvektorerna x =t [—1 1]T, teR.

En ortonormal méngd av egenvektorer ges av

o G R P

Vi har ddrmed féljande ortogonala diagonalisering:

1/V2 —1/V2 30
1/vV2  1/V2 ’D_{o 1]

(Obs: For att 1osa uppgiften kriavs ej att diagonaliseringen &r ortogonal men det underldttar
eftersom man da slipper beriikna P~1.)

A= PDPT, P:{

Genom att anviinda diagonaliseringen i (a) hérleder vi

10 _ 10 o 1/vV2 —1/V/2 310 0 1/vV2 1/V2
wr=rpert =[5 ) o o) [ e e

C[@B%+1)/2 (31°-1)/2
- [(310 -1)/2 (319+1)/2|"

. 11 . - ..
Matrisen [O 1] ar ej diagonaliseringsbar eftersom den endast har en linjirt oberoende egen-

vektor (t.ex [1 O]T).



5. (a)

For godtyckliga polynom p, g € P3 och tal ¢,d € R har vi

Tl +do) = |50 = Lato) < )] = Lavio)) + Lo
41400

dvs. T &r linjar.

Kirnan till T bestar av alla polynom p(z) = az® + bx? + cx + d siddana att

vilket betyder att p(z) #r i kiirnan till T om och endast om p(z) = ax®+bz?. En bas fér kiirnan
ges didrmed av polynomen z2,z3: det &r uppenbart att de spianner kéirnan och de ar linjirt
oberoende eftersom varje polynom av formen az® + bz? har maximalt tre (reella) nollstéllen.

Standardbaserna for P3 och R? utgors av B = {1, z, 22, 2>} respektive & = {[1 O]T , [O 1]T}.

Detta ger matrisrepresentationen

(T(W]e [T(@)]e [T(?)e [T(xg)]f]:{(l) (1) 8 8]'

Matrisens rang ar dimensionen av dess kolumnrum vilket &r 2.

Eftersom B &r trianguldr ges egenvirdena av diagonalelementen, dvs. de &r —2,1 och —1.

Fér att bestdmma egenvektorerna svarande mot A = —2 16ser vi matrisekvationen (A+213)x =
0. Radoperationer ger

01 -1 01 -1 010
03 2|~(0O0 5|~1(0 0 1],
0 0 1 0 0 1 0 00
dvs. egenvektorerna svarande mot egenvirdet A = —2 dr x = s [1 0 O]T, s #0.

I nésta steg loser vi matrisekvationen (A — I3)x = 0:

3 1 -1 310
0 0 2|~]0 0 1/,
0 0 -2 0 0 0

vilket betyder att egenvektorerna svarande mot egenvirdet A = 1 &r x = s [1 /3 1 O]T,
s#0.

Slutligen 16ser vi matrisekvationen (A + I3)x = 0:

-1 1 -1 -1 0 -2
0 2 2(~|0 1 1/,
0 0 0 0 0 O
och detta betyder att egenvektorerna svarande mot egenvirdet A = —1drx = s [72 -1 1] T,

s #0.



(b) Introducerar vi vektorn

v/ = Bv
Variabelbytet )
1 1/3 -2
v=Py, P=1|0 1 -1{,
0 0 1]
diagonaliserar systemet: )
-2 0 0
y=Dy, D=0 1 0
0 0 -1}
Vi har ddrmed
ae—2t
y=| be" |,
ce™t

dar a, b, c dr godtyckliga konstanter. Detta ger

ae=2 + (b/3)et — 2ce™?

v =Py = bet — ce™t

ce”t

Begynnelsevillkoren kréver att
3
3| = b—c ,
0

vilket har den unika 16sningen a =2, b =3, ¢ = 0.

(a) Minstakvadratlosningen till Ax = b dr den vektor x € R? sddan att ||b — A%|| < ||b — Ax]|
for alla x € R?,

(b) Eftersom kolumnerna aj,as i A dr ortogonala ges b av

2/3

- b-a b-a

b = projcy 4b = La, + 2ay=a; + -a; = |13/6
ap - ajp as - a2 6 1/6

(¢) Eftersom minstakvadratldsningen % sammanfaller med 18sningen till Ax = b har vi
% — 1
C|1/6]"

Ib—A%||=[[1/3 —1/6 5/6]" || = /5/6.

Minstakvadratfelet ar



