MATEMATIK Hjilpmedel: ordlistan fran kurshemsidan, ej riknedosa

Chalmers tekniska hogskola Datum: 2017-06-08 kl. 8.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Tim Cardilin
ank. 5325

TMV142/186 Linjir Algebra Z/TD

Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlimnade papper.

For godként pa tentan krivs 25 poing pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspoing fran duggor 2017 riknas med,
men maximal poing pa denna del dr 32.

For godkant pa kursen skall ocksa Matlab-momentet vara godkéant.

For betyg 4 eller 5 kriavs dessutom 33 resp. 42 poidng sammanlagt pa tentamens tva delar.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida. Resultat meddelas via Ladok senast tre veckor efter tentamenstillfillet.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad inlimnas
tillsammans med 6vriga 16sningar.

2. Betrakta avbildningen T': R? — R? som ges av
T 3 1| |z
(a) Visa att T &r en linjir avbildning.

(b) Finn en vektor x € R? med bild T'(x) = [2 3].

(¢c) Lat R beteckna en rektangel med bredd 2 och hsjd 3. Berikna arean av parallellogrammet
T(R), dvs. bilden av R med avseende pa T.

3. (a) Konstruera en ortonormal bas for radrummet Row(A) till matrisen

A:
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(b) Bestidim rangen for matrisen A och berikna dimensionen av dess nollrum.
4. Betrakta matrisen
1 0 0
A=|0 2 3
0 3 2

(a) Definiera vad som menas med att en matris dr symmetrisk och ange om matrisen A ér sym-
metrisk eller ej.
(b) Beriikna samtliga egenviirden och egenvektorer till A.

(c) Diagonalisera om mojligt matrisen A.

Var god vind!
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Del 2: Overbetygsdelen

Poing pa dessa uppgifter kan inte ridknas in for att na godkédntgrédnsen. Normalt krdvs fér podng pa uppgift att man

redovisat en fullstindig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

5. (a) Definiera vad som menas med ett delrum H av ett vektorrum V.

(b) Lat P beteckna den mingd som bestar av alla polynom av formen p(x) = az + br® med
a,b € R. Visa att P utgor ett delrum av vektorrummet P3 bestaende av alla polynom av grad
3 eller lagre.

(¢) Berdkna dimensionen av P.

6. Bestim standardmatrisen for den linjira avbildning 7' : R3 — R® som ges av ortogonal projektion
pa planet vars ekvation dr x +y + z = 0.

7. (a) Visa att den kvadratiska formen Q(x) = 22 + 3 + 222 + 2z, 23 &r positivt definit.
1+ X 3

(b) Ilandet Luzitanien bor méinniskorna antingen i stiiderna eller pa landsbygden. Varje ar flyttar
30% av landsbygdsborna in till stiderna och 10% av stadsborna flyttar ut pa landsbygden. (Vi
antar att den totala folkmingden i Luzitanien &r konstant.)

i. Bestdm migrationsmatrisen fér denna Markovkedja.

ii. Antag att 60% av befolkningen bor i stiderna ar 2017. Hur stor andel av befolkningen bor
i stdderna ar 20187

iii. T det stabila (steady-state) tillstandet, hur stor andel av befolkningen bor i stédderna?

Lycka till!
Martin H
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1. Till nedanstaende uppgifter skall korta l6sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Lat (2p)

1 -1 3 -1
A—{l 1]ochB—[_1 3].

Los ekvationen AXAT = B for 2 x 2-matrisen X.

Lo6sning:
(b) Lat (3p)
vi=[1 3 3", wvo=[2 -2 2], w=[1 1 3", u=[1 2 4.

Visa att B = {v1, Vs, v3} utgér en bas fér R® och berikna koordinatvektorn [u]z.
L6sning:

(c) Beriikna den ortogonala projektionen av vektorn y = [1 1 1]T pa det plan W i R? som (2p)
spanns upp av vektorerna x; = [2 2 I]T och x, = [1 -1 O]T.

Lo6sning:

Var god vénd!



(d) For vilka (reella) viirden pa talet g dr de tre vektorerna (2p)

vi=[1 0 1), vo=[2 11", vs=[1 1 4",

linjért oberoende?
Losning:

................................................................................

(e) Lat T: R® — R? vara den linjéira avbildning som uppfyller (3p)
T T T
T(en)=[2 0], T(e2)=[1 2], T(es)=[1 —1]

dér eq, eq, e3 utgor standardbasen for R3.
(i) Berikna T([-1 3 1]7).
(ii) Bestém standardmatrisen Ap till 7.

(iii) Bestdm nollrummet till Ar.

L6sning:

(f) Beriikna determinanten av B~ diir (2p)

S O O
NN OO
W= NDWw
— W =N

Lo6sning:



1. (a)

Lésningsforslag TMV142/186 Linjir Algebra Z/TD, 170608
Vi observerar
AXAT =B = X =A"'BA")"1.

Direkta rakningar ger

I AR AR A

o[ vl S0 -0 o)

Eftersom B innehaller 3 vektorer utgér den en bas for R? om och endast om den &r linjirt
oberoende. For att visa detta bildar vi den utokade koefficientmatrisen

1 -2 11
[Vl Vo V3|u]: 3 =2 112
3 2 3|4
och radreducerar:
1 -2 1|1 1 -2 1 1 1 -2 1|1
3 -2 112 | ~1]0 4 -2|-11]~10 4 -2 -1
3 2 3|4 0 8 -6 1 0 0 -2 3

Vi har ddrmed visat att matrisen [vl Vo V3] har ett pivotelement i varje rad vilket ger att
B = {v1,va,vs} ir linjirt oberoende. Genom bakatsubstitution beréknar vi koordinatvektorn

s =[1/2 -1 -3/2]".

Eftersom x; och x5 dr ortogonala mot varandra ges projektionen av

. . . [2 1 10/9
projivy = 2 bxy + T2, = 2 12| 40+ | 1| = [10/9
141 2 A2 1 0 5/9

Vektorerna ér linjart oberoende om och endast om matrisen
1 21
[Vl Vo Vg] =10 1 1
1 1 ¢

har en noll-skild determinant. En kofaktorutveckling lings andra raden ger att determinanten
har virdet g, dvs. vektorerna &r linjéirt oberoende om och endast om g # 0.

(i) Eftersom T &r linjér har vi

T([-1 3 1]") = T(—e,+3es+es) = —T(ey)+3T(e2)+T(e5) = — m 43 H%_ll] _ [

(if) Standardmatrisen ges av

Ap = [T(e)) T(ey) T(e3)}:[§ ; _11}

(ii) Nollrummet till Ay bestar av all 16sningar till den homogena matrisekvationen Arx = 0,
dvs.

2$1+$2+1‘3:0

2332 — T3 = 0.



Ekvationssystemet har en fri variabel och dess 16sningar (och dérmed nollrummet till Ar)
ges av

x=s[-3/4 1/2 1], seR.

(f) En kofaktorexpansion ger
2 1 2 1

det(B) = 31 13

NN O

2 1
1 3 =—2’ ‘4—2‘ ’:12.
3 1

Detta betyder att det(B~1) = 1/det(B) = 1/12.



2.

(a) For godtyckliga vektorer x,y € R? och tal ¢,d € R har vi

T(ex + dy) = [3 1] [cxl + dyy

3 1
1 1) |cxy + dy2:| o [1:| (1 +dy1) + [1} (2 + dye)

SRR (ERHED

.
e[V [] +ald ][] - w0+ aron.

dvs. T &r linjér.

(b) Vi stker en 16sning till matrisekvationen

b= B

Genom multiplikation med inversen till matrisen far vi

] 3 1]7[2] 11 1] [2] _ [-1/2
x| |1 1 3] 2(-1 3|13 |7/2|°
(c) Eftersom rektangeln har area 6 giller att
3
1

Area av T'(R) = ’ 1 ‘ - (area av R) = 12.

(a) Vi observerar att (rad)vektorerna
vi=[l 11 1], v,=[2 2 0 0], vs3=[2 0 2 0]

(som utgér raderna i A) ér linjirt oberoende. Genom att anviinda Gram-Schmidts metod
konstruerar vi en ortogonal bas {wy, wa, w3} f6r Row(A). Forst tar vi

wi=vi=[1 1 1 1]

sedan

Vg - W1

Wo = Vo —

=2 2 00 1= 1 -1 ]
och till sist
wy=vg— o Ly T3 M2 200 2 0]-[1 1 1 1]=[1 -1 1 —1].

Wi - W1 W - Wy

Genom att dividera {w;,wa, w3} med respektive norm (= 2 i alla fall) erhaller vi den orto-
normala basen

wi=[1/2 1/2 1/2 1/2], wi=[1/2 1/2 —1/2 —1/2], wi=[1/2 —1/2 1/2 —1/2].

(b) Vi har
rang A = dim(Row A) =3

och rang-satsen ger
dim(Nul A) =4 —rang A = 1.

(a) En matris A dr symmetrisk om och endast om AT = A. Detta dr uppenbart fallet for den
matris A som ges i uppgiften.



(b)

Den karakteristiska ekvationen ar

Ozdet(A—Ms):(l_)‘)‘ RS '

vilket ger egenvérdena A =1,—1,5.
Vi berdknar motsvarande egenvektorer genom att l6sa Ax = Ax: for A = 1 observerar vi att

0 0 0 0 0 0
A-I3=10 1 3|~ |0 1 3],
0 3 1 0 0 1
vilket ger egenvektorerna x = s [1 0 O]T, s € R med s # 0; for A = —1 har vi
2 0 0 2 0 0
A+I3=10 3 3|~ |0 3 3],
0 3 3 0 0 0

vilket ger egenvektorerna x =¢[0 —1 l]T, t € R med t # 0; och for A = 5 har vi

-4 0 0 -4 0 0
A-bl3=|10 -3 3| ~|0 =3 3|,
0o 3 -3 0 0 0

]T,ueRmedu;éO.
En ortonormal méngd av egenvektorer ges av

vi=[1 0 0", va=[0 —1/v2 1v2]", vs=[0 1/v2 1/v2]".

Vi har ddrmed foljande ortogonala diagonalisering:

vilket ger egenvektorerna x = u [0 11

1 0 0 1 0 0
A=pPDPT, P=10 —-1/v2 1/v2|, D=0 -1 0
0 1/vV2 1/V2 0 0 5

(Obs: For att 16sa uppgiften krivs ej att diagonaliseringen &r ortogonal men det underlédttar
eftersom man da slipper berikna P~1.)

Vi séger att H ar ett delrum av ett vektorrum V om H é&r en delméngd av V' och

(a) H innehaller nollvektorn 0 € V,

(b) u,ve H ger att u+v € H,

(¢) ceRochué€ H ger att cu € H.

Eftersom p(x) = ax + bx® har grad 3 #r P en delmiingd av P3. Genom att vilja a = b = 0
erhaller vi nollvektorn (polynomet p(z) = 0) i Ps,

(az + bz®) + (cx + dz3) = (a + )z + (b+ d)z>
och
clax + br?) = (ca)x + (cb)x>,
dvs samtliga villkor (a)—(c) &r uppfyllda.

Dimensionen av P #r antalet element (polynom) i en bas for P, dvs i en linjirt oberoende
delmiingd som spinner P. Vi observerar att {x,z3} #r linjirt oberoende och spinner P vilket
ger att P har dimensionen 2.



6.

7.

T avbildar planets normal pa 0 och alla vektorer i planet pa sig sjilva. Dérfor konstruerar vi forst
en bas i R? som bestar av tva vektorer i planet samt en normalvektor. Ekvationen x +y + z = 0,

som karakteriserar planet, har 16sningarna [sc y Z]T = [s t —s— t]T med s,t € R och en bas

for planet ges dérmed av

vi=[1 0 1", vi=[0 1 —-1]",
En normalvektor ar

va=1[1 1 1] .
Med avseende pa basen bestaende av vektorerna vy, vo, v3 har T matrisrepresentationen
1 0 0

D=1{0 1 0

0 0 O
Eftersom basbytesmatrisen fran basen {vi,va, v} till standardbasen ir
1 0
P= [Vl Vo Vg} = 0 1

1
1
-1 -1 1

ges standardmatrisen fér T av PDP~!. Inversen P~ till P kan tex. beriiknas genom radreduktion,
vilket ger

1 2 -1 -1

pl= 3 -1 2 -1

1 1 1

och darmed
2 -1 -1
. 1

PDP :§ -1 2 -1

-1 -1 2

(a) Vi behover visa att Q(x) > 0 for alla x # 0. Detta kan antingen astadkommas genom att
observera

Q(x) = 27 + 23 + 25 + (z1 + x3)*
eller genom att skriva om Q(x) pa formen x” Ax och visa att samtliga egenviirden for A #r
positiva.

(b) (i) Migrationsmatrisen P ges av

0,9 0,3
P{O,l 0,7}

dér den forsta raden/kolumnen svarar mot stdderna och den andra raden/kolumnen svarar
mot landsbygden.
(ii) Eftersom tillstandsvektorn for ar 2017 &r [0,6 0,4]T har vi att tillstandsvektorn for ar

2018 ar
0,9 0,3] [0,6] _ [0,66
0,1 0,7 (0,4 — (0,34
dvs. 66% av befolkningen bor i stiderna ar 2018
(iii) Det stabila tillsandet ges av en egenvektor till P med egenviirde 1. Vi observerar att

matrisekvationen (P — Ip)x = 0 har lésningarna x = [38 S}T med s € R. Foér att x ska

vara en tillstdndsvektor krévs att 3s+s =1, dvs. s = 1/4 och x = [3/4 1/4]T. Andelen
av befolkningen som bor i stiiderna #r dirmed 75% i det stabila tillsandet.



