MATEMATIK Hjilpmedel: ordlistan fran kurshemsidan, ej riknedosa
Chalmers tekniska hogskola Datum: 2017-08-19 kl. 8.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Adam Malik

ank. 5325

TMV142/186 Linjir Algebra Z/TD

Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlimnade papper.

For godként pa tentan krivs 25 poing pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspoing fran duggor 2017 riknas med,
men maximal podng pa denna del dr 32.

For godkant pa kursen skall ocksa Matlab-momentet vara godkéant.

For betyg 4 eller 5 kriavs dessutom 33 resp. 42 poidng sammanlagt pa tentamens tva delar.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida. Resultat meddelas via Ladok senast tre veckor efter tentamenstillfillet.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad inlimnas
tillsammans med 6vriga 16sningar.

2. Betrakta den linjsira avbildning 7 : R? — R? som ges av
0 1
y T(eg) = |1 y T(eg) = 1 3

1
T(el) = |1 =
0 -2

2
dér eq, eq, e3 utgor standardbasen i R3
(a) Definiera vad som menas med att T dr en linjdr avbildning.

(b) Bestim matrisrepresentationen A av T relativt standardbasen.

(¢) Konstruera en ortonormal bas fér radrummet Row(A) till A.

3. Lit
8 4
A= [—10 —6}’

(a) Bestim matriser P och D sddana att D &r en diagonal matris och A = PDP~1.

(b) Los begynnelsevirdesproblemet

2y (t) = 81 (t) + 4dwa2(t),
xh(t) = =10z (t) — 622(t),
21(0) =1, x2(0) =2.

4. Betrakta vektorerna
1

0
b= |0| ochby= |1
1 1

(a) Definiera begreppet bas for ett vektorrum.

(b) Bestiim en vektor bz sidan att B = {by, ba, b3} utgor en bas for R3. Motivera ditt svar!

(c) Bestim basbytesmatrisen Pg, 5 fran basen B till standardbasen &£ i R®.

Var god vénd!
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Del 2: Overbetygsdelen

Poing pa dessa uppgifter kan inte ridknas in for att na godkédntgrédnsen. Normalt krdvs fér podng pa uppgift att man

redovisat en fullstindig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

5. (a) Bestdm samtliga egenviirden och egenvektorer till matrisen
2 10
A=11 3 1
0 1 2
(b) Visa att den kvadratiska formen
Q(x) = 223 + 323 + 223 + 2175 + 2073
dr positivt definit, t.e.x. genom att anviinda dina resultat fran (a).

(¢) Ge ett exempel pa en indefinit kvadratisk form.

6. Antal ljudpulser y (per minut) som en syrsa ger ifran sig vid temperatur ¢ (°C) kan med ganska
stor noggrannhet beskrivas av en linjdr modell. Antag att ett experiment ger féljande métdata:

Jjudpulser y | temperatur ¢

44 7
59 11
75 12
90 14

Bestdm minsta-kvadrat-linjen fér dessa métdata.

7. (a) Visa att delméngden
H= {X S MatQXQ(R) :Tr X = 0} - Matgxg(R),

X1 X

bestaende av de 2 x 2-matriser X =
[X21 X2

} som har spar

TI‘X:Xll—i-XQQ:O,

ar ett delrum till vektorrummet Matayo(R) bestaende av alla 2 x 2-matriser.

10 0 1 0 0
sy B reloo o)

utgor en bas for H och ange dimensionen av H.

(b) Visa att matriserna

Lycka till!
Martin H
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Anonym kod
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sidnr

Poéng

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta l6sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Lat
1 2 2
A=10 3 1
2 2 2
Berikna determinanten av A och volymen av den parallellepiped som spinns upp av kolum-
nerna i A samt berikna determinanten av A3.

Lo6sning:

(b) Visa att den linjéra avbildning T : R? — R? som ges av

T([z xz]T) = B Zﬂ {ij

dr injektiv, dvs. T'(x) = T'(y) om och endast om x =y.
L6sning:

(c) Bestdm det ortogonala komplementet till linjen 22, — 3x5 = 0 i R2.
Lo6sning:

Var god viénd!

(2p)




(d) Berikna dimensionen av delrummet

a+b—c
H = b—c ta,b,ceR
0
av R?
Lo6sning:
(e) Lat

(i) Berikna inversen A~! av A.

(ii) Bestdm den unika 16sningen x = [a:l To £E3]T till matrisekvationen Ax = b.

L&6sning:

Los ekvationen P(X — A)P~! = B for 2 x 2-matrisen X.

L6sning:

(3p)

(2p)



1.

(a)

()

Lésningsforslag TMV142/186 Linjir Algebra Z/TD, 170819

En kofaktorexpansion ger

3 1 2 2
det(A)—' 2‘—1—2-‘3 1’——4.
Volymen av parallellepipeden ges av | det(A)| =4 och

det(A%) = (det(A))® = —64.

Kom ihag att T dr injektiv om ekvationen 7'(x) = 0, dir T'(x) = B :13] [il], endast har
2

16sningen x = 0. Eftersom
1 1
ERIer

9 iﬂ inverterbar vilket betyder att x = 0 4r den enda losningen till ekvationen

ar matrisen [
i fraga.
Linjen bestar av alla vektorer av formen

a [3{2] , a€R,

dvs. dess ortogonala komplement ges av de vektorer [yl yg]T som uppfyller

] ]2 mmom [ o[ ) 16

Kom ihag att dimensionen av H ges av antalet vektorer i en bas for H. Observera att

1 1 1
H=<a|0| +b|1| —c|1| :a,b,ceR
0 0 0

Det &r nu tydligt att H spanns upp av vektorerna [1 0 O}T och [1 1 ()] som ar linért
oberoende, dvs. de utgor en bas for H vars dimension ddrmed ar 2.

(i) Radreduktion ger

1 3 2|1 00 13 2|1 00 1 0 0] 1 0 -1
23301 0|~|0 -3 -1|-210]|~|010/4/3 —-2/3 —-1/3
03 2/0 01 0 0 1|-2 11 0 0 1|-2 1 1
vilket betyder att
1 0 -1
A7t =14/3 —2/3 —1/3
-2 1 1
(ii) Den unika 13sningen &r dédrmed
1 1 0 -1 0 —4
x| = (4/3 —=2/3 —-1/3| [2]| = |-8/3
T3 -2 1 1 4 6

)



(f) Observera att
P(X-AP'=B& X =P 'BP+A

Direkta rikningar visar att P~! = P och dirmed att
0 1 3 0 0 1 2 0 4 0
X‘L OHO 2“1 0}+[0 3}_{0 6]

(a) Vi siger att T : R® — R? &r en linjér avbildning om vi, for godtyckliga vektorer x,y € R? och
tal ¢,d € R, har
T(cx + dy) = T (x) + dT(y).

(b) Matrisrepresentationen A av T relativt standardbasen ges av

A=[T(e1) T(ex) T(es)] =

DO = =
O = O
—

(¢) Vi observerar att (rad)vektorerna
vi=[l 0 1], vo=[1 1 1], vg=[2 0 -2

(som utgor raderna i A) #r linjéirt oberoende. (Detta kan t.e.x. ses genom att berdkna de-
terminanten av A och notera att den ej &r noll.) Genom att anvéinda Gram-Schmidts metod
konstruerar vi en ortonormal bas {wq, wa, w3} for Row(A). Forst tar vi

W1:V1:[1 0 1]

sedan

Vo W
w2:v2fw2'1.w11w1:[1 1 1]-[1 0 1]=[0 1 0
och till sist Ve W Ve W
W3 — V3 — 3 1W1— 3 2W2=[2 0 72]
Wi Wi W2 - W9

Genom att dividera {wy, wa, w3} med respektive norm erhaller vi den ortonormala basen
wi=[1/v2 0 1/v2], wi=[0 1 0], wi=[1/v2 0 -1/Vv2].

(a) Vi bérjar med att berdkna samtliga egenviirden och egenvektorer till A. Genom att losa den
karakteristiska ekvationen

8—A 4

det(A — )\IQ) = ‘ 10 6 — )\

‘—)\2—2/\—8—0

ser vi att egenvirdena dr \ = 4, —2.
Vi beridknar motsvarande egenvektorer genom att losa Ax = Ax: for A = 4 har vi

4 4 11
A412_[—10 —10}N[0 o]’

vilket ger egenvektorerna x = s [1 —I]T, s # 0; och for A = —2 géller att

10 4] [5 2
A“I?:{m 4}”[0 0}

vilket ger egenvektorerna x =t [2 75]T, t#0.



()

Detta betyder att matriserna

uppfyller A= PDP~L.

Introducerar vi vektorn

X
vV = 1’
T2

kan vi skriva om systemet av differentialekvationer som

v = Av.
Variabelbytet

v = Py
diagonaliserar systemet:

y' = Dy.

Vi har darmed

dér a,b ar godtyckliga konstanter. Detta ger

ae*t + 2be=%
vEby =] e 5be =2t |-

b[;] -5

Begynnelsevillkoren kraver att

vilket har den unika 16sningen a = 3,

Vi séiger att en méngd vektorer {vy,...,v,} utgir en bas for ett vektorrum V om
— {vy,...,v,} &r linjért oberoende,
— V = Span{vy,...,v,}.
Vi kan t.e.x. vélja by = [O 1 0] . Eftersom R? har dimension 3 ricker det att visa att B =

{b1, ba, b3} ér linjért oberoende. Detta &r fallet om och endast om matrisen A = [by ba bs]
ar inverterbar, vilket dr ekvivalent med att A &r radekvivalent med enhetsmatrisen I3. Vi har

]T

1 0 0 1 0 0 1 0 0
A=10 1 1{~ |1 1 0|~ |0 1 0| =1Is.
1 1 0 01 1 0 0 1
Basbytesmatrisen Pe, 5 ges av

Pep = [[b1]e [b2]e [bsle| = [by by b3] =

— o
—= = O
o = O



5. (a) Den karakteristiska ekvationen &r

0=det(A—\3) = 1 3-A 1 2(2—)\)‘31/\ 21>\’_‘(1) 21/\‘
= (2= N\ =51 +4),

vilket ger egenvéirdena A = 4,2, 1.

Vi berdknar motsvarande egenvektorer genom att 16sa Ax = Ax: for A = 4 observerar vi att

-2 1 0 1 -1 1 1 0 -1
A—-4l3=|1 -1 1|~ |0 1 =2(~|0 1 =2},
0 1 -2 0 1 =2 0 1 -2

vilket ger egenvektorerna x = s [1 2 I]T, s #0; for A = 2 har vi
010 1 01
A-2I3=|1 1 1|~ |0 1 0},
010 010

vilket ger egenvektorerna x = ¢ [1 0 —1]T7 t # 0; och for A =1 har vi

1 10 1 21 1 10
A+I3=1|1 2 1|~ |0 1 1|~ |0 1 1},
0 1 1 01 1 01 1
T

vilket ger egenvektorerna x = u [—1 1 —1] ,u# 0.
(b) Vi observerar att
Q(x) = xT Ax

och eftersom alla egenvirden till A dr positiva dr ddrmed den kvadratiska formen @Q(x) positivt
definit.

(c) Kom ihag att en kvadratisk form Q(x) = x? Ax #r indefinit om och endast om A har bade
positiva och negativa egenvirden. Ett konkret exempel ges ddrmed av

1 0
aslho)
6. For att bestimma minsta-kvadrat-linjen
y = Bo+ St
introducerar vi
1 7 44
{111 159 1B
X - 1 12 bl y - 75 bl B - |:51:| I
1 14 90
och 16ser normalekvationen
XTxp=X"Ty.
Vi har
4 44 268
Ty _ T, _
XX = [44 510]’ Xy= [3117}’
vilket ger

Bol [4 4477'[268] 1 [510 —44][268] [~4,5
Bi| T 44 510| |3117| T 104 |44 4 | |3117] T | 6,5 |



7. (a)

0 0

Eftersom Tr [0 0

} = 0 innehaller H noll-matrisen. Om Tr X = TrY = 0 har vi

Xuu+Y Xpp+Yp

Tr(X+Y)="Tr
( ) {le + Yo Xog+ Yoo

] =X+ Y11+ X+ Yo =TrX+TrY =0.

Vidare har vi, for alla ¢ € R, att

CX11 CX12

Tr(cX) ="Tr [CX21 X

:| = CX11 +CX22 =cIr X =0.

Med andra ord, delméngden H av Matayo(R) innehaller noll-matrisen och #r sluten under
bade addition och multiplikation med skalér, vilka utgor de tre villkor som ska vara uppfyllda
for att H ska kallas ett delrum till Matgy2(R).

b

Vi observerar att om Tr {Ccl d

] =a+d =0 sa galler att

[a b} = aE +bF + G,
c d

dvs. {E, F,G} spénner H och det aterstar att visa att de dr linjirt oberoende, vilket blir
tydligt da man observerar

_|A
AE+uF+uG—[V _/\},

vilket ger noll-matrisen om och endast om A = p = v = 0. Eftersom basen innehaller tre
element har H dimension 3.



