MATEMATIK Hjilpmedel: ordlistan fran kurshemsidan, ej riknedosa

Chalmers tekniska hogskola Datum: 2018-03-12 kl. 14.00-18.00
Tentamen Telefonvakt: Barbara Schnitzer
ank. 5325

TMV142/186 Linjir algebra Z/TD

Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlimnade papper.
Betygsgranser: 3: 20-29, 4: 30-39 och 5: 40-50.
For godkant pa kursen skall ocksa Matlab-momentet vara godként.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida. Resultat meddelas via Ladok senast tre veckor efter tentamenstillfillet.

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Losgor bladet och
lamna in det som blad 1 tillsammans med 6vriga l6sningar.

Till foljande uppgifter skall fullstdndiga l6sningar inlimnas. Endast svar ger inga poéng.

2. Lat

1
M= 10
1

(=
=

(a) Avgor om matrisen M #r inverterbar.

(b) Diagonalisera om mojligt M, dvs. konstruera en inverterbar matris P och en diagonal matris
D siddana att M = PDP~.

(c) Ge ett exempel pa en matris som inte dr diagonaliseringsbar. Motivera ditt svar!

3. Betrakta vektorerna " T’
vi=[1 -1 1", v,=1J0 1 0",
(a) Definiera begreppet bas for ett vektorrum.
(b) Konstruera en ortonormal bas for det delrum W av R? som spinns av {vy, va}.

(c) Bestim det ortogonala komplementet W+ till .

4. Betrakta den linjira transformation 7 : R?* — R? som ges av

2 31
T(x) = Ax, A:[l 1 O]'

(a) Definiera vad som menas med ett delrum H av vektorrummet R?® och vad some menas med
kdrnan till den linjdra transformation T'.

(b) Visa att kiirnan till T #r ett delrum av R3.
(c¢) Berdkna dimensionen av kérnan till 7'

5. I landet Luzitanien bor ménniskorna antingen i stiderna eller pa landsbygden. Varje ar flyttar 20%
av landsbygdsborna in till stiderna och 10% av stadsborna flyttar ut pa landsbygden. (Vi antar att
den totala folkméngden i Luzitanien dr konstant.)

(a) Bestdm migrationsmatrisen fér denna Markovkedja.

(b) Antag att 50% av befolkningen bor i stdderna ar 2018. Hur stor andel av befolkningen bor pa
landsbygden ar 20207

(c) I det stabila (steady-state) tillstandet, hur stor andel av befolkningen bor pa landsbygden?



6. (a) Bestdm samtliga egenviirden och egenvektorer till matrisen

1 1 -1
B=10 2 2
0 0 -1

(b) Los begynnelsevérdesproblemet bestaende av differentialekvationerna

2(t) = 2(t) +y(t) — 2(2)
y'(t) = 2y(t) + 22(t)
2'(t) = —2(t)

och begynnelsevillkoren

7. Bestdm standardmatrisen for den linjara avbildning T : R?® — R? som ges av ortogonal projektion
pa planet vars ekvation ar y + z = 0.

Lycka till!
Martin H

(6p)
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Poiéng

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta l6sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).
(a) Lat T: R* — R? vara den linjéra avbildning som uppfyller

Te)=[1 2 3]", T(e)=[1 1 1]", T(es)=[0 1 2

dir ey, eq, e3 utgor standardbasen for R3.

(i) Berékna T([1 -1 —I]T).
(ii) Bestdm standardmatrisen Ap till T
(iii) Berdkna rangen av Ar.

Losning:

(b) For vilka (reella) virden pa talet g utgor de tre vektorerna

vi=[1 1 1]

,ova=[1 -1 0", vs=[0 1 g

en bas for R3?

L&6sning:

Var god viénd!



(c) Beriikna determinanten av BT AT dar

A:
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Losning:

(d) Beridkna speglingen av vektorn v = [1 Q}T ilinjen z +y = 0.

Lo6sning:

................................................................................

(e) Berikna inversen A~! av matrisen

N

I
—_ o
=N N
w N o

Losning:

(f) Ge ett exempel pa en matris som har egenvirden 1 och 2. Motivera ditt svar!
Lo6sning:



(a)

Lésningsforslag TMV142/186 Inledande Matematik Z/TD, 180312

(i) Genom att anvénda att T &r linjér erhaller vi

17 1] [o] [o
T([1 -1 —1]") =T(e1—es—es) = T(e))—T(es)—T(es) = [2| —|1| = [1] = |0
3 |1 [2] o

(ii) Standardmatrisen ges av

1
AT:[T(el) T(eg) T(e3)]: 3

— =
N = O

(iii) Kom ihag att matrisens rang dr dimensionen av dess kolumnrum. Eftersom kolumnerna

(enligt (i)) &r linjért beroende men (t.ex.) [1 1 1]T och [0 1 2]T
(pga. ej proportionella), har Ar rang 2.

ar linjart oberoende

Kom ih&g att vektorerna utgdr en bas for R* om och endast om de &r linjéirt oberoende och
spanner R3. Eftersom R? har dimension 3 ricker det att bestimma for vilka g-viirden de &r
linjdrt oberoende. Vi betraktar darfor matrisen [vl Va Vg] och radreducerar:

1 1 0 1 1 0 1 1 0
1 -1 1f~]0 =2 1|~l0 1 —1/2
1 0 g 0 -1 g 0 0 g—1/2

Detta ger att matrisen [Vl Vo V3] har pivotelement i varje rad, och ddrmed att vektorerna
V1, Vo, Vs dr linjirt oberoende, om och endast om g # 1/2.

Vi har
det(BTA™) = det ((AB)") = det(AB) = det(A) det(B).

Eftersom A &r en trianguldr matris har vi
detA=1-3-2=6

och en kofaktorexpansion lings forsta kolumnen i B ger

5 1 3 1
wn sl o Jos-ena

Svaret #r dirmed det(BTAT) =6-2 = 12.

Vi observerar att n = [1 1]T dr en normalvektor till linjen & + y = 0 och skriver
v = proj,(v) + Vv

didr v = v — proj, (v) dr den ortogonala projektionen av v pa linjen  + y = 0. Speglingen ges
dérmed av

. . . ven -2
—proj,(v) + v =v — 2proj,(v) = v — 2n.nn— [_J ,

(vilket dven kan visas genom ett direkt geometriskt argument).

Radreduktion ger

1 2 0/1 0 O 1 2 0] 1 0 0 1 0 0]-1 -3 2
0 2 2|01 0|~]02 2|0 1 0f~f{0 1 01 3/2 -1/,
1 4 3]0 0 1 o0 1(-1 -1 1 0o 0 1-1 -1 1
dvs.
-1 -3 2

At=11 32 -1



(f)

Kom ihag att en matris A har egenviardet A om det existerar en vektor v # 0 sadan att
Av = \v. Enklast mojliga exempel ar ddrmed 2 X 2-matrisen

b3

Eftersom forsta och tredje kolumnen &r identiska, och darmed linjért beroende, &r matrisen ej
inverterbar. (Detta kan dven visas pa ett antal andra sétt, t.ex. genom att beriikna matrisens
determinant.)

Den karakteristiska ekvationen &r

1-X 0 1
O=det(M—A)=| 0 1-X 0 [=1-N(1-X%-1),
1 0 1-2A

vilket ger egenvérdena A = 1,0, 2.
Vi berdknar motsvarande egenvektorer genom att 16sa Ax = Ax: for A = 1 observerar vi att

0 0 1
M-I;=(0 0 0],
1 00
vilket ger egenvektorerna x = s [O 1 O]T, s € R; for A =0 har vi
1 0 1 1 0 1
M=|0 1 0|~ |0 1 0],
1 0 1 0 00

vilket ger egenvektorerna x =t [—1 0 l]T7 t € R; och for A = 2 har vi

-1 0 1 -1 0 1
M-2Is={0 -1 0|~]|0 1 0f,
1 0 -1 0 0 0
vilket ger egenvektorerna x =t [1 0 1]T, teR.
En ortonormal méngd av egenvektorer ges av
0 —1/v/2 1/v/2
u; = 1 5 Ug = 0 5 us = 0 5
0 1/v2 1/vV2

och vi har ddrmed f6ljande ortogonala diagonalisering:

0 —1/v2 1/V2 1
M =PDPT, P=]1 0 0 |, D=0
0 1/vV2 1/V2 0

(Obs: For att 16sa uppgiften krivs ej att diagonaliseringen &r ortogonal men det underlédttar
eftersom man da slipper berikna P~1.)

O O O
N OO

Matrisen [ ] ar ej diagonaliseringsbar eftersom den endast har en linjirt oberoende egen-

1

0 1
T

vektor (t.ex [1 O] ).



3.

(a)

(b)

En mingd vektorer {vy,...,v,} sigs utgéra en bas for ett vektorrum V om
e {vy,...,v,} dr linjirt oberoende,
o V =Span{vy,...,v,}.

Vi anvinder Gram-Schmidts metod for att férst konstruera en ortogonal bas: Vi later u; = vy

och
Vo @ U

1
Uy = vy — wo=vo ot gw = [1/32/3 1/3]".

u; e u;

Lingden av u; dr v/3 och lingden av uy #r v/6/3. En ortonormal bas for W ges dirmed av
{Jgu e b ={va —1vs a1V 2ve 1T}
Va6

Det ortogonala komplementet W= till W bestar av alla vektor x = [x Y Z]T som &r orto-
gonala mot W, vilket &r fallet om och endast om x e vi = x @ vo = 0, dvs. om och endast

om x —y + 2z = y = 0. Detta ekvationssystem har l6sningarna [—z 0 Z]T, dér z € R, och
dérmed foljer att W &r den linje som spénns av vektorn [-1 0 l]T.
En delmiingd H C R3 sigs vara ett delrum av R3 om

e 0 H,
e uve H=>u+veH,
eucHceR=cueH.

Kéarnan ker T till T ges av
ker T = {u € R® | T(u) = 0}.

Eftersom T é&r linjéir har vi T(0) = 0, dvs. 0 € ker T, och u,v € ker T samt ¢ € R ger
Tu4+v)=T(u)+T(v)=04+0=0, T(cu)=cT(u)=c0=0,

dvs.u+v,cu € kerT.

Observera att ker T bestéar av alla x € R? siddana att Ax = 0. Radreducering ger
2 3 1 1 10
A_[l 1 0}”[0 1 1]’
dvs. ker T spinns av vektorn [1 -1 1]T och har ddrmed dimension 1.

Migrationsmatrisen M ges av

N {079 0,2]

0,1 0,8

ddr den forsta raden/kolumnen svarar mot stiderna och den andra raden/kolumnen svarar
mot landsbygden.

Eftersom tillstdndsvektorn fér ar 2018 &r [0,5 0, 5]T har vi att tillstandsvektorn for ar 2020

ar )
0,9 0,2\ (0,5] _ 0,585
0,1 0,8| [0,5|  |0,415|"
dvs. 41,5% av befolkningen bor pa landsbygden ar 2020.
Det stabila tillsandet ges av en egenvektor till M med egenviirde 1. Vi observerar att matri-

sekvationen (M — I3)x = 0 har l6sningarna x = [2s s]T med s € R. For att x ska vara

en tillstandsvektor krivs att 2s + s = 1, dvs. s = 1/3 och x = [2/3 1/3]T
befolkningen som bor pa landsbygden &r ddrmed ca 33% i det stabila tillsandet.

. Andelen av



6. (a) Eftersom B ir triangulir ges egenviirdena av diagonalelementen, dvs. de ér 1,2 och —1.

For att bestdmma egenvektorerna svarande mot A = 1 16ser vi matrisekvationen (A —I3)x = 0.
Radoperationer ger

0 1 01 -1 010

01 2(~|0 0 3|~]|0 0 1],

0 0 -2 0 0 -2 0 0 O

dvs. egenvektorerna svarande mot egenvirdet A =1 dr x = s [1 0 O]T, s#0.
I nista steg loser vi matrisekvationen (A — 2I3)x = 0:

~1 1 -1 ~1 1 0
0 0 2|~]0 0 1},
0 0 -3 0 0 0

vilket betyder att egenvektorerna svarande mot egenviardet A =2 dr x = s [1 1 O]T, s #0.
Slutligen l6ser vi matrisekvationen (A + I3)x = 0:

2 1 -1 2 0 —5/3
03 2|~]0 1 2/3],
00 0 00 0

och detta betyder att egenvektorerna svarande mot egenvirdet A = —1 drx = s [5 /6 —2/3 1] T,
s #0.

(b) Introducerar vi vektorn

<
I
SISO

kan vi skriva om systemet av differentialekvationer som

v/ = Bv.
Variabelbytet
1 1 5
v=Py, P=1|0 1 -4,
0 0 6
diagonaliserar systemet:
1 0 O
y =Dy, D=0 2 0
0 0 -1
Vi har ddrmed
aet
y = [be?t ]|,
ce”t

dar a, b, ¢ dr godtyckliga konstanter. Detta ger

aet + be?t + 5eet
v = Py = be?t — 4cet
6ce™t

Begynnelsevillkoren kraver att
0 a+b+ 5¢
2| = b—4c ,
3 6c

vilket har den unika 16sningen @ = —13/2, b =4, ¢ = 1/2.



7. T avbildar planets normal pa 0 och alla vektorer i planet pa sig sjilva. Darfor konstruerar vi forst
en bas i R? som bestar av tva vektorer i planet samt en normalvektor. Ekvationen y + z = 0,

som karakteriserar planet, har l6sningarna [ac Y z]T = [8 t —t]T med s,t € R och en bas for
planet ges darmed av

vi=[1 0 0o

, ovi=[0 1 —1]".

En normalvektor &ar -
V3 = [O 1 1} .
Med avseende pa basen bestaende av vektorerna vy, vo, vs har T matrisrepresentationen
1 00
D=1]0 1 0
0 0 0

Eftersom basbytesmatrisen fran basen {vi,va, vs} till standardbasen dr

1 0 0
P = [Vl Vo Vg} =10 1 1
0 -1 1

ges standardmatrisen fér T av PDP~'. Inversen P~ till P kan tex. beriiknas genom radreduktion,
vilket ger

1 0 0
Pt=10 1/2 -1/2
0 1/2 1/2
och darmed
1 0 0

PDP' =10 1/2 -1/2
0 —1/2 1/2



