MATEMATIK Hjilpmedel: ordlistan fran kurshemsidan, ej riknedosa
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Tentamen Telefonvakt: Barbara Schnitzer
ank. 5325

TMV142/186 Linjir algebra Z/TD

Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlimnade papper.
Betygsgranser: 3: 20-29, 4: 30-39 och 5: 40-50.
For godkant pa kursen skall ocksa Matlab-momentet vara godként.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida. Resultat meddelas via Ladok senast tre veckor efter tentamenstillfillet.

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Losgor bladet och
lamna in det som blad 1 tillsammans med 6vriga l6sningar.

Till foljande uppgifter skall fullstdndiga l6sningar inlimnas. Endast svar ger inga poéng.

2. Lat

(a) Berikna inversen A~! till matrisen A.
(b) Bestdm den unika losningen x till matrisekvationen Ax = b.
(c) Visa att det(A~1) = 1/det(A).

3. Betrakta matrisen
1 2 2 5 —4

M=11 2 3 6 -5
-2 -4 -1 -7 5
(a) Konstruera en bas f6r kolumnrummet Col M till M.
(b) Konstruera en bas for nollrummet Nul M till M.
(¢) Konstruera en ortogonal bas for Col M.

4. Hookes lag séiger att lingden L (m) av en fjider beror linjéirt av den kraft F' (N) som fjidern utsétts

for, dvs.
L=a+bF

for nagra (fjaider)konstanter a och b. Antag att ett experiment ger foljande mitdata:
kraft F ‘ langd L

2 8,2
4 11,6
6 14,3
8 17,5

Bestdm minsta-kvadrat-linjen for dessa métdata.

5. Lat
1 20
A=12 1 0
0 0 3

(a) Definiera vad som menas med att en matris dr symmetrisk och ange om matrisen A ér sym-
metrisk eller ej.
(b) Beriikna samtliga egenviirden och egenvektorer till A.

(c) Diagonalisera om mojligt matrisen A.
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. Lat P35 beteckna vektorrummet bestaende av alla polynom av grad hogst 3. Betrakta transforma-
tionen T : P3 — R? som ges av
p(O)]
x) — ,
ey |20
diir p’ betecknar derivatan av p, dvs. (ax® + bx? + cx + d)’ = 3az? + 2bx + c.
(a) Visa att T &r en linjdr transformation.

(b) Hitta en bas for kdrnan till 7.

(c) Ange matrisrepresentationen av T relativt standardbaserna fér P3 och R? samt berikna ma-
trisens rang.

. Lat H beteckna det delrum av R* som bestar av samtliga vektorer av formen [a b b b}T med
a,beR.
(a) Definiera vad som menas med att H ir ett delrum av R%.
(b) Konstruera en ortonormal bas for H.
(c) Beriikna avstandet fran punkten x =[2 5 5 —1]T till delrummet H.
Lycka till!
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Anonym kod sidnr | Poéng
TMV142/186 Linjir algebra Z/TD 2018-06-07 |1
1. Till nedanstaende uppgifter skall korta l6sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).
(a) Lat (3p)
vi=[1 2 2], vo=[-1 -1 1)", w=[4 2 1", u=[2 3 1].
Visa att B = {v1, Vs, v3} utgér en bas fér R® och berikna koordinatvektorn [u]z.
Losning:
(b) Fér vilka reella virden pa talen g och h har ekvationssystemet (3p)

Ty 4+ To+3x3 =1
1+ 209 4+2x3=0
hxi+x2+23=49

en unik (entydig) 16sning, ingen 16sning, respektive odndligt manga 16sningar?
Lo6sning:

Var god vind!



(c) Ge ett exempel pa en kvadratisk form som &r indefinit. Motivera ditt svar!
L6sning:

(d) Visa att den linjira avbildning 7 : R?® — R? som ges av

T

T 1 10
ro N ) g Y] fe
T3

ar surjektiv, dvs. for varje y € R? existerar x € R? sadan att T(x) = y.

L6sning:
(e) Lat
0 1 10 3 0
SR P PR PR
Los ekvationen P(X — A)P = B for 2 x 2-matrisen X.
L6sning:

................................................................................

(f) Bestém en vektor [x y z} sadan att méngden { [0 1 O] , [1/\/5 0 1/\/5} , [x y z] }
blir ortonormal.
Losning:

................................................................................



Lésningsforslag TMV142/186 Linjir Algebra Z/TD, 170608

1. (a) Méngden B utgér en bas for R? om och endast om den spénner R3 och &r linjéirt oberoende.
Eftersom den innehaller 3 vektorer réicker det att verifiera linjart oberoende. Vi bildar dérfor
den utdkade koefficientmatrisen [vi vz vs | u] och radreducerar:

1 -1 4|2 1 -1 41 2 1 -1 41 2
2 -1 2(3 | ~1|0 1 6|-1(~]0 1 6] -1
2 1 1)1 0 3 =73 0 0 11| 0

Vi har ddrmed visat att matrisen [vl Vo V3] har ett pivotelement i varje rad vilket ger att
B = {v1,va,vs} ir linjirt oberoende. Genom bakatsubstitution berdknar vi koordinatvektorn

ms=[1 -1 0]".

(b) Ekvationssystemet &r ekvivalent med matrisekvationen
1 1 3 1
Ax=b, |1 2 1|, b=|0
h 1 1 g

Radreducering ger

11 3]1 11 3 1
1 2 1lo|l~|0 1 ) 1 ,
hl1llg 0 0 3—5h|1+g—2h

dvs. h # 3/5 ger en unik 16sning, h = 3/5 och g = 1/5 ger oéndligt manga losningar och for
Ovriga varden pa g och h har vi inga losningar.

(¢) En kvadratisk form
Q(x) = x" Ax,

dér A dr en n X n-matris och x € R", dr indefinit om och endast om Q(x) antar bade positiva
och negativa varden. Ett enkelt exempel ges av

Q) = [z y [(1) OJ m =22 — 2

(d) For godtycklig vektor y = [yl yg}T € R? ger x = [0 Y1 yg]T att

0
1o N 0] _ [m
T(x) = L 0 J yi| =u M + 92 M = {yz] :
(e) Vi observerar att P? = I, dvs. P~ = P. Detta ger att

werorea= (23] [3 8][4 A1 13 4012 0)

(f) Kom ihag att en méngd {u;, us, us} ségs vara ortonormal da u; -up =0for 1 <j <k <3
och u;-u; =1 f6r 1 < j < 3. Dessa villkor dr uppfyllda om vi later

[z y z]=[1/v2 0 -1/v2].



2. (a) Vi stéller upp den uttkade matrisen

och radreducerar:

-1 2 1
2 3 2

vilket ger inversen

0 3 2|1 0
[A|L]=] -1 2 1|0 1
2 3 2/0 0
0 1 =2 -1 0 -1
0O|~|0 1 2/3|/1/3 0
1 0 0 —2/3|-7/3 2
-1/2 0 1/2
A= =2 2 1
7/2 -3 —3/2
0
x=A"'b= 10
1

_ o O

0 1 0 0
0] ~10 10
1 0 01

~1/2 0
-2 2
7/2 -3

1/2
1
~3/2

(¢) Kom ihag produktregeln for determinanten: det(AB) = (det A)(det B). Eftersom det Is = 1

ger detta att

1 = det(I3) = det(AA™") = (det A)(det A™') = det A= = 1/ det A.

3. Radoperationer ger

M ~

OO
O O N

0 3
11
0 0

—2
-1
0

(a) Eftersom forsta och tredje kolumnerna #r pivotkolumner, utgér u = [1 1 —2]T

[2 3 —1]T en bas for kolumnrummet till M.

(b) Vi ldser av att

—2

1
Mx=0 & x=29| 0| +

0

0

-3
0

Ty | —1| + 25

1
0

O = O N

—_

och v =

Eftersom de tre vektorerna i hogerledet &r linjért oberoende utgor de en bas for nollrummet

till M.

(c¢) Vi anvinder Gram-Schmidt metoden. Med u och v som i del (a) har vi

vilket betyder att u och [5 11 S]T utgor en ortogonal bas fér kolumnrummet till M.

4. For att bestimma minsta-kvadrat-linjen L = a + bF introducerar vi

och 1oser normalekvationen

8,2
11,6
14,3
17,5

. L=

— =
O O = DN

XTXc=XTL.



Vi har

Ty _ [4 20]) XL, — [51,6}7

20 120 288,6
vilket ger
al |4 20 - 51,6 | _ 1 1120 —20||51,6| _ (5,25
b| |20 120 288,6/ 80 |—20 4 | [288,6] |1,53]"
5. (a) En matris A dr symmetrisk om och endast om AT = A. Detta dr uppenbart fallet for den

(b)

matris A som ges i uppgiften.

Den karakteristiska ekvationen ar

Odet(A)\Ig)(Zi)\)‘ 1? 1: '(3/\)((1/\)24),

vilket ger egenvirdena \ = 3, —1.
Vi berdknar motsvarande egenvektorer genom att l6sa Ax = Ax: for A = 3 observerar vi att

-2 2 0 1 -1 0
A-3I3=12 -2 3|~ |0 0 0],
0 0 O 0 0 O
vilket ger egenvektorerna x = s [1 1 O}T +t [0 0 1]T, s,t € R med s # 0 eller t # 0; for
A= —1 har vi
2 20 1 10
A+I3=12 2 0|~ |0 O O],
0 0 4 0 0 1
T

vilket ger egenvektorerna x = s [1 —1 O] , s € Rmed s # 0.

En ortonormal méngd av egenvektorer ges av

vi=[0 0 17, va=[1/v2 1/v2 0", vs=[1/v2 —-1/v2 0]".

Vi har ddrmed foljande ortogonala diagonalisering:

0 0 1 30 0
A=PDPT, P=|1/v2 1/¥2 0|, D=0 3 0
1/vV2 —1/vV/2 0 00 -1

(Obs: For att 16sa uppgiften krivs ej att diagonaliseringen &r ortogonal men det underlittar
eftersom man da slipper beriikna P~1.)

For godtyckliga polynom p, g € P3 och tal ¢,d € R har vi

rr+dn) = | L) = [0 L) = o) * lago)
=[] +alsi) =+ ar

dvs. T &r linjar.

Kirnan till T bestar av alla polynom p(z) = az® + bx? + cx + d sadana att

vilket betyder att p(z) #r i kiirnan till T om och endast om p(z) = ax®+bz?. En bas for kiirnan
ges didrmed av polynomen z2,z3: det dr uppenbart att de spianner kéirnan och de &r linjirt
oberoende eftersom varje polynom av formen az® + bz? har maximalt tre (reella) nollstéllen.



(c) Standardbaserna for P3 och R? utgérs av B = {1, z, 22, 23} respektive £ = {[1 O]T [0 1]T}.
Detta ger matrisrepresentationen

[TM]e [T()]e [T(=)]e [T(x?’)]f]—{(l) (1) 8 8]

Matrisens rang ar dimensionen av dess kolumnrum vilket &r 2.

7. (a) Det betyder att 0 € H,omu,v € Hiru+v € Hochomue HochceRér cue H.
(b) Eftersom

ot o o Q
)

och vektorerna [1 0 0 O]T och [0 1 1 1]T ir ortogonala utgor de en ortogonal bas for
H. Division med respektive vektors lingd ger den ortonormala basen

0
Ve
9 vV = 1/\/§ .

1/V3

OO O =

(c) Avstandet fran punkten x = [2 5 5 —I]T till delrummet ges av lingden av vektorn x —
projgx. Genom att anvinda den ortonormala basen fran del (a) beréknar vi

— 20+ v =

\/5\7

projyx = (x-a)a+ (x-v)

<>

W W W N

vilket ger
. T
x—projxl[ = |0 2 2 —4]"||=2VG.



