MATEMATIK Hjilpmedel: ordlistan fran kurshemsidan, ej riknedosa

Chalmers tekniska hogskola Datum: 2018-08-27 kl. 14.00-18.00
Tentamen Telefonvakt: Anders Hildeman
ank. 5325

TMV142/186 Linjir algebra Z/TD

Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlimnade papper.
Betygsgranser: 3: 20-29, 4: 30-39 och 5: 40-50.
For godkant pa kursen skall ocksa Matlab-momentet vara godként.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida. Resultat meddelas via Ladok senast tre veckor efter tentamenstillfillet.

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Losgor bladet och
lamna in det som blad 1 tillsammans med 6vriga l6sningar.

Till foljande uppgifter skall fullstdndiga l6sningar inlimnas. Endast svar ger inga poéng.

2. Lat
1 1 2 2 1 -2
M=1{2 3 1|, N=|-1 1 -1
1 1 3 0 1 -1
8§ -1 =5
(a) Visaatt M~1= -5 1 3
-1 0 1

(b) Beriikna N1

(¢) Beridkna inversen till matrisen N M.

3. Bestidm standardmatrisen for den linjira avbildning T : R® — R? som ges av ortogonal projektion
pa planet vars ekvation ar x +y + z = 0.

4. (a) Konstruera en ortonormal bas fér radrummet Row(A) till matrisen

1 1 1 1
A=11 1 0 0
001 -1

(b) Bestidm rangen for matrisen A och berikna dimensionen av dess nollrum.

8 4
A= [—10 —6} ‘

(a) Bestim matriser P och D sddana att D &r en diagonal matris och A = PDP~1.

5. Lat

(b) Los begynnelsevirdesproblemet
2} (t) = 8x1(t) + 4xo(t),

xh(t) = —10z1(t) — 622(t),
21(0) =1, x2(0) =2.



6. En vektor x = (z1,...,z,) € R" siigs vara symmetrisk om z; = x,,_k4+1 och anti-symmetrisk om
T = —Tp_py1 ork=1,... n.

(a) Visa att for varje vektor x = (z1,...,2,) € R existerar en symmetrisk vektor x, och en
anti-symmetrisk vektor x, sadana att x = x5 + X,.

(b) Visa att de symmetriska och anti-symmetriska delarna x, respektive x, av x &r linjira funk-
tioner av x.

(¢) Bestdm matriser Mg och M, sadana att x5 = Myx och x, = M,x.
7. Lat P3 beteckna vektorrummet bestaende av alla polynom av grad hogst 3 och betrakta den av-
bildning D : P3 — P3 som ges av at® + bt? + ct +d — 3at? + 2bt + ¢, dvs. som avbildar ett polynom
i P3 pa dess derivata. Denna uppgift handlar om den sammansatta avbildningen T'= D o D.
(a) Berikna T(t3 — 42 + Tt — 1).
(b) Bestidm viirdemiingden och kirnan till T'.

(c) Bestdm matrisrepresentation av T relativt standardbasen i Ps.

Lycka till!
Martin H
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Poiéng

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta l6sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Betrakta matrisen

1 2 —-1]6
0 2 8|10
01 5| 3

som en utdkad koefficientmatris. Skriv ned motsvarande linjéira ekvationssystem och bestdm
samtliga l6sningar till ekvationssystemet.

Lo6sning:

(b) Lat H beteckna det delrum av R® som bestar av samtliga vektorer av formen [a b b] T
a,b € R. Berdkna den ortogonala projektionen av vektorn [3 2 6]T pa H.

Losning:

Var god viénd!



(c) Berikna determinanten av matrisen M1, dér

OO O =
NN O
W = N W
— W~ N

Lo6sning:

(d) Antag att B = {by,ba} och C = {cy, co} &r baser for ett vektorrum V sadana att
b1 = 3C1 — Ca, b2 = 2('31 — 7C2.

Ange dimensionen av V' och bestdm basbytesmatrisen Pe. 3.
Lo6sning:

(e) Lat ®: R? — R? vara den linjéra avbildning som uppfyller ®(e;)

I
gy
|
M
o)
a
=
KA
=
0
n
N
I

[ 1]T, dér eq, ep utgsr standardbasen for R2.
(i) Berikna &([1 1]7).
(ii) Finn ett x € R med bild ®(x) = [3 2]".

Losning:

................................................................................

(f) Bestdm samtliga matriser X som uppfyller ekvationen A='X = B!, dar

=By e-[n )

Lo6sning:

(2p)

(2p)

(2p)



Lésningsforslag TMV142/186 Linjir Algebra Z/TD, 170608

1. (a) Motsvarande ekvationssytem dr

r+2y—2=6
2y +82=10
y+5z=3.
Radreduktion ger
1 2 -1|6 1 2 -1 6 1 0 0] —-22
0 2 8(10|~[01 4|5 |~|0 1 0] 13 [,
01 5|3 00 1]-2 0 0 1| -2
dvs. dess unika 16sning &r [m Y z] = [—22 13 —2].
(b) En ortogonal bas for H ges av
u=[1 0 0o, v=[0 1 1],
och den ortogonala projektionen kan ddrmed beriknas enligt
T T
3 2 6 u 3 2 6
projy([3 2 6}T):[ [ eu, 1 ] Yy —sut+dav=[3 4 4 .
ueu vev
(¢) En kofaktorexpansion ger
0 2 1
det(M)=|2 1 3 :—2'3 HHH ;‘:12.
2 31

Detta betyder att det(M 1) =1/det(M) = 1/12.

(d) Per definition dr dimensionen av V antalet vektorer i en bas fér V, dvs. i detta fall har V'
dimension 2.

Basbytesmatrisen ges av

Peep = [[bic  [bo]c] = {31 27} '

(e) (i) Eftersom @ &r linjér har vi

o([1 1]") = Bler +es) = D(er) + Blen) = [_11} + H = B] :
(i) Vi behéver lgsa ekvationen

B(x) = B(x101 + 2axz) = 21B(e1) + 22D (e2) = [ L 1] [xl] _ [3] .

E =T Bl =a 2B -

L [t o
2= 3

Sl 1 1]

Losningen ges av

(f) Vihar X = AB~! och

vilket ger



2. (a) Genom en direkt beriikning visar vi att

8§ -1 5| (1 1 2 1 00 1 1 2 8§ -1 =5
-5 1 3 2 3 1l=101 0|=12 3 1| |-5 1 3
-1 0 1 1 1 3 0 0 1 1 1 3[|-1 O 1

(b) Genom att stélla upp den utékade matrisen [ N ‘ I3 ] och utfora radoperationerna

7‘2*>2T2+T17 7’3*)3?”377‘2, T14)37‘177’2,

1 1
1 =11+ 2r3, ro — 1o +4rs, r1—>6r1, r2—>§r2,
erhéller vi [ I3 | N™* | med

0 -1 1

Nt=1]-1 -2 4

-1 -2 3

(¢) Vihar

8§ -1 -5 0 -1 1 6 4 -11
(NMy*'=M'N'=|-5 1 3||-1 -2 4| =|-4 -3 8
-1 0 1 -1 -2 3 -1 -1 2

3. T avbildar planets normal pa 0 och alla vektorer i planet pa sig sjélva. Darfor konstruerar vi forst
en bas i R som bestar av tva vektorer i planet samt en normalvektor. Ekvationen z +y + 2z = 0,

som karakteriserar planet, har 16sningarna [:l: Y Z]T = [s t —s— t]T med s,t € R och en bas
for planet ges ddrmed av

vi=[t 0 —1]", vi=[0 1 -1

En normalvektor ar .

vy = [1 1 1} .
Med avseende pa basen bestaende av vektorerna vy, vo, vy har T matrisrepresentationen
0 0

D= 0
0

O O

1
0

Eftersom basbytesmatrisen fran basen {vi,va, vs} till standardbasen dr

1 0 1
P = [Vl Vo Vg} = 0 1 1
-1 -1 1

ges standardmatrisen f6r T av PDP~!. Inversen P~ till P kan tex. berdknas genom radreduktion,
vilket ger
1 2 -1 -1
Plt=-|-1 2 -1
511 1 1

och ddrmed
2 -1 -1
1
PDP =3 -1 2 -1
-1 -1 2



4.

(a)

Vi observerar att (rad)vektorerna
vi=[1 11 1], va=[1 1 0 0], vs=[0 0 1 —1]

(som utgér raderna i A) #r linjirt oberoende. Genom att anviinda Gram-Schmidts metod
konstruerar vi en ortogonal bas {w, ws, w3} {6r Row(A). Férst tar vi

wi=vi=[1 1 1 1]

sedan

2 M =1 10 0]—%[1 11 1] =

11 -1 1]

N =

Wo = Vg —
Wi W1

och till sist - -
W3 = V3 — 3 1W1— 3 2W2:[0 0 1 —1].
Wi W3 W - Wy

Genom att dividera {w1, wy, w3} med respektive norm (= 2 for wy, = 1 for wo och = /2 for
w3) erhaller vi den ortonormala basen

wi=[1/2 1/2 1/2 1/2], wi=[1/2 1/2 -1/2 —1/2], wi=[0 0 1/v2 —1/v2].

Vi har
rang A = dim(Row A) =3
och rang-satsen ger
dim(Nul A) =4 —rang A = 1.

Vi borjar med att berikna samtliga egenvirden och egenvektorer till A. Genom att 16sa den
karakteristiska ekvationen

8—A 4

det(A — )\IQ) = ‘ 10 6 -\

‘—)\2—2/\—8—0

ser vi att egenvirdena dr \ = 4, —2.
Vi beridknar motsvarande egenvektorer genom att losa Ax = Ax: for A = 4 har vi

4 4 11
A412_[—10 —10}N[0 o]’

vilket ger egenvektorerna x = s [1 —l]T, s # 0; och for A = —2 géller att

0 47 [5 2
A+2]2:[10 4}N[O 0}

vilket ger egenvektorerna x =t [2 75]T, t#0.
Detta betyder att matriserna

uppfyller A= PDP~!.



(b)

()

Introducerar vi vektorn

kan vi skriva om systemet av differentialekvationer som

v = Av.
Variabelbytet

v =Py
diagonaliserar systemet:

y' = Duy.

Vi har ddrmed

dér a, b dr godtyckliga konstanter. Detta ger

ae*t + 2be=2t
v=>"ry= —aett — Bhe—2

HEI A

vilket har den unika 16sningen a = 3, b = —1.

Begynnelsevillkoren kréver att

For vektorerna
1
Xs = (xs,la s 7IS,7L)7 Ts,k = i(xk + 33n—k+1)7

Xag = (ma,la S 7-75a,n)7 Lok = E(CB}C — l‘n,kJrl)’

géller
Ts,k = Tsn—k+1, Lak = Tan—k+1,

dvs. x, dr symmetrisk och x, ar anti-symmetrisk. Vidare géller att
Tsk+ Tak =Tk = Xg + Xq = X.

Om x = ay + bz har vi

1 1 1
To = §(ayk +bzi+ ayn—k41+b2n—pt1) = a§(yk +Yn—k+1) +b§(2k + Zn—k41) = aYs & + 025 i

dvs. (ay + bz)s = ays + bzs, och pa liknande sitt ser vi att (ay + bz), = ayq + bzq.
Vi har

1 0--- 0 1 1 0 0 -1
0 1--- 1 0 0 1 -1 0
M, = |: . M, = :
0 1--- 1 0 0 —1- 1 0
1 0--- 0 1 -1 0- 0 1



7. (a) Vihar
Tt — 4> + 7t —1) = D(D(t3 — 44> + 7t — 1)) = D(3t* — 8t +7) = 6t — 8.
(b) For ett godtyckligt polynom at® + bt? + ct + d i P3 giller
T(at® + bt* + ct + d) = 6at + 2b,

dvs. dess bild ar ett polynom av grad hogst 1. Eftersom varje sadant polynom kan skrivas
6at + 2b for lampliga val av a och b foljer det att virdeméngden till T bestar av alla polynom
av grad hogst 1. Vidare ser vi att T'(at® + bt? + ct +d) = 0 om och endast om a = b = 0, vilket
betyder att kdrnan sammanfaller med vardeméngden.

(c) Standardbasen i P3 ir {1,t,t2,¢3}. Eftersom T'(1) = T'(t) = 0, T(t?) = 2 och T'(t3) = 6t ér den
sokta matrisrepresentationen

OO OO
O O OO
[enRN en BN anl V)
O O o O



