Tentamen
TMV141 Linjar algebra E

2012-01-12 kl. 08.30-12.30

Examinator: Carl-Henrik Fant, Matematiska vetenskaper, Chalmers

Telefonvakt: Emil Gustavsson, telefon: 0703 088 304

Hjialpmedel: ordlistan fran kurswebbsidan, ej riknedosa

For godként pa tentamen kréivs 25 poéng pa tentamens forsta del (godkéintdelen). Bonuspoéng fran duggor 2011
raknas med, men maximal podng pa denna del dr 32.

For godként pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara godként. For betyg 4 eller 5 krivs dessutom 33 resp. 42
poédng sammanlagt pa tentamens tva delar.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan rittas och bedéms anonymt.

Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfdllet. Granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 1osningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med 6vriga l6sningar.

2. (a)

Los for X matrisekvationen
AXB =C+ AX,
dar
1] e[ o1
Bestdm 3 x 3-matrisen A som satisfierar Av; = w;, i = 1,2,3, dar
{vi,vo,v3} ={[100)7,[-112]7,[-213T}
och

{wi,wo, w3t ={[111]7,[-121]7,[2 —14]T}.

Bestidm en inverterbar matris P och en diagonalmatris D sidan att A = PDP~!, dar

—6 12
A_[12 1}

Skriv ner den kvadratiska formen Q(z,y) vars matris &r A ovan, och ange huruvida
f ar positivt definit, negativt definit eller indefinit.

Forklara vad som menas med att sdga att vektorerna uy, ..., u; utgoér en ortonormerad
bas for ett underrum U i R”™.

(OBs! Du ska forklara bada orden !).

Bestdm en ortonormerad bas for underrummet U i R* som spénns upp av vektorerna

vi=1[1203]", vo=[4058T, v3=[8156]".

(3p)

(5p)

(1p)

(2p)

(4p)

X7A NTTOY



Del 2: Overbetygsdelen

Poéng pa dessa uppgifter kan inte rdknas in for att na godkéntgriansen. Normalt krivs for podng pa uppgift

att man redovisat en fullstindig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till

malet.

(a)

Lat {v1,va} vara en bas for ett 2-dimensionellt vektorrum V. Bevisa att {w;, wa}
utgor ocksa en bas for V, ddr wi = vy + vy, wo = v — Va.

For vilket viirde av a € R utgér INTE de tre polynomen f(z) = 22 + ax — 1, g(z) =
x+ 3, h(z) = 22 + 32 + 2 en bas for Py ?

Bestdm matrisen for spegling i planet 6z 4+ 3y — 2z = 0.
Bestam spegelbilden av punkten (2,3,4) i planet 6x 4+ 3y — 2z = 1.

3 x 3-matrisen A har foljande egenvirden och egenvektorer :

2 —1 —1
)\1:10, V] = 2 ;)\2:>\3:1, Vo = 1 , V3 = 0
1 0 2

Bestdm egenvirden och egenvektorer for matrisen B = X AX 1, dar

4 5 6
X=| 7 8 9
10 11 12

Bevisa att egenvektorer tillhorande olika egenvéirden till en symmetrisk matris A ar
ortogonala.

Lycka till!
Carl-Henrik Fant

(3p)



Anonym kod sid.nummer | Poéng
TMV141 Linjir algebra E  2012-01-12
1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).
(a) Bestdm determinanten av matrisen AB dér (3p)
1 0 3 1 2 3
A=|4 0 5|, B=|0 45
7T -3 8 0 0 6
Loésning:
S 7= ¥
(b) Den linjira avbildningen T : R? — R? avbildar [1 0]7 pa [2 3] och avbildar [1 1] (2p)
pa [3 —2]T. Ange standardmatrisen for 7.
L6sning:
S =¥
(c) Lat (3p)

we[2]: me[2) =[2]. o ]3]

Bestéim basbytematrisen Pg, g, samt koordinatvektorn [x]c, dir x = [7 11]7T.
Losning:

VAND!



(d) Bestdm rangen av, samt baser till rad-, kolonn- och nollrummen till matrisen

1 2 3 4
A=1] -1 -1 —4 =2
3 4 11 8
L6sning:
S

(e) Bestdm den linje som, i minstakvadratmetodens mening, bést anpassar till punkterna
(1,1), (2,4), (3,2), (4,4).

Losning:

(3p)



(a)

Loésningar TMV141, Linjiar Algebra E, 120112
Utveckling efter andra kolonnen ger
det(A) = —(-3)(1-5—3-4) = —21.
Vidare ér det(B) =1-4-6 = 24 och ddrmed
det(AB) = det(A) det(B) = —21 - 24 = —504.

T =717 -7(10")=[3 —2]" —[23]" =1 —5]T. Vi kan sedan direkt
skriva upp matrisen
2 1
3 5|
Basbytesmatrisen &r
4 5172 5] [9 —5|[2 5] [3 5
79 38_—7438__—2—3'

Den sokta koordinatvektorn ar

R

Upprepade radoperationer ger

1 2 3 4 1 2 3 4
-1 -1 -4 -2|~1|0 1 -1 -2
3 4 11 8 00 0 O

Det foljer att [1 —1 3], [2 —1 4] ir en bas for kolonnrummet. En bas for radrummet
ar[1234)7,[01 —1 —2]T. Rangen &r 2.

Inséttning av de givna punkterna i linjens ekvation y = ax + b ger systemet

1 1 1

2 1| a| |4

3 1] [b] ™ |2

4 1 4

Motsvarande normalekvationer

1 1 1
1 2 3 4112 1| |a] |1 2 3 4| |4
1 1 1 1|3 1] [b] (1 1 1 1|2

4 1 4

ar efter forenkling
30 10| |a| |31
10 4| [b| |11]°
vilket har 16sningen a = 7/10, b = 1. Den sokta linjen &r alltsa y = 7x/10 + 1.

Ekvationen kan skrivas AX(B — I) = C. Forutsatt att inverserna existerar #r da
X = A~'C(B — I)7!. En rikning ger nu

19 =28
x=1% 3



(b)

Vihar A=WV~! dir V = [vy va v3], W = [w1 wa w3]. Vi finner efter en rikning

1 -8 4
A=1|1 7 =2
1 -6 4

Anmirkning: Man kan forenkla ridkningarna genom att anvinda att [V |W1] ~
[I|(VT)='WT] = [I|AT]. Forsta likheten &r 6vning 2.2.12 i boken (se dven avsnitt
4.7), och andra likheten foljer av kéinda riknelagar. Upprepade radoperationer ger nu

1 o001 1 1 100 1 1
vIwr=|-11 2/-1 2 1|~|0 1 0/-8 7 -6,
-2 1 32 -1 4 001 4 -2 4

dar vi kan lasa av matrisen A.

Karakteristiska ekvationen (—6—\)(1—\)—122 = 0 har lsningarna A = 10, A = —15.

Ekvationen Ax = 10x har I6sningen x = ¢[3 4]7 medan ekvationen Ax = —15x har
16sningen x = t[—4 3]7. Alltsa kan vi ta
3 —4 10 O
P‘L 3}’ D‘[o —15}

Egenvirdena till A% #r 10° och —15°.

Se kursboken.

Vi anviander Gram—Schmidts metod. Vi satter alltsa

1
2
uy =Vvy = 0l
3
2
V9 - Vi —4
Uz = vy — V1 = 5 )
Vi-Vi
2
4
u v V3 -V V3 - V9 1
3 — V3 — - 2 =
Vi Vi Vo - Vo 0
-2

Normaliserar vi dessa vektorer far vi den ortonormerade basen

2 4

1
2 —_—
JIZ [0 7|5 V21| o

3

DO
|
N

Genom att infora koordinatsystemet vi, vo kan vi identifiera V med R?. Fragan #r nu
om [1 1]7 och [1 — 1] bildar en bas for R?. Svaret ir ja eftersom de bada vektorerna
inte &r parallella.

Genom att infora koordinatsystemet 1, x, 22 kan vi identifiera rummet med R3. Fra-
gan dr nu om [—1 a 1]7, [3 1 0]7, [2 3 1] bildar en bas for R3. Vi kan nu exempelvis
berédkna determinanten



3 2
a 1 3| =6-—3a,
0 1
vilket dr 0 endast for a = 2. Svaret pa fragan ar alltsa a = 2.

(a) Projektionen pa planets normal dr

T 6
yl-| 3
x z —2 g
Yyl —
z 6 6 —2
3113
—2 —2
Speglingen dr didrmed (rita bild!)
x 6
yl- |3
x T - _9 6 1 —23 =36 24| |z
yl — |y| —2 3| =—1|-36 =31 12| |y
2 2 6 Gl o] ]2 12 41|z
3 3
-2 -2

Svaret ges alltsa av matrisen i hogerledet (inklusive faktorn 1/49).

(b) Spegelbilden av P = (2,3,4) ges av Q = (2,3,4) + (6,3, —2) for nagot t. Virdet pa
t kan bestdmmas av villkoret att mittpunkten mellan P och @ ligger pa planet, dvs
att (6,3,—2) - (P+ Q)/2 = 1. Om vi léser denna ekvation for ¢ far vi

(6,3,—-2)-(6,3,—2) 49’
vilket ger
Q= (2,34)— 22(6,3,-2) = - (—46,75,244)
- Y ) 49 ) ) - 49 ) Y *

(a) Om Av = A\v och w = Xv sa ér
Bw = XAX'Xv = XAv = AXv = Aw.

Detta visar att B har samma egenvirden som A och att B:s egenvektorer fis genom
att multiplicera A:s egenvektorer med X fran vanster. Vi berdknar nu

4 5 6 2 -1 -1 24 1 8
X [Vl V2V3] = 7 8 9 2 1 0 =139 1 11
10 11 12| (1 O 2 56 1 14

Kolonnerna i matrisen till hoger &r alltsa egenvektorer till B (skall man vara riktigt
noga ir varje multipel av forsta kolonnen och varje linjiarkombination av de tva andra
kolonnerna egenvektorer) med respektive egenvirden 10, 1, 1.

(b) Se kursboken.



MATEMATIK Hjilpmedel: Inga, ej heller rdknedosa
Chalmers tekniska hogskola Datum: 120307 kl. 08.30-12.30

Tentamen Telefonvakt: Magnus Onnheim
0703 088 304

TMV141 Linjar algebra E

Tentan riattas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlaimnade

papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint pa tentan krivs 25 podng pa tentamens forsta del (godkéntdelen) Bonuspoidng fran Maple T.A. 2012
riknas med, men maximal poing pa denna del d&r 32. For godkint pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara
godként.

For betyg 4 eller 5 krivs dessutom 33 resp. 42 poidng sammanlagt pa tentamens tva delar.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida 120308. Resultat meddelas via Ladok senast ca. tre veckor efter tenta-
menstillfallet. Ett granskningstillfille kommer att anordnas, se information pa kursens webbsida. Dérefter kan

tentorna granskas vardagar 9-13, MV:s exp.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med Gvriga l6sningar.

2. (a) Forklara vad som menas med W+ for ett underrum W i R™.

1 2
o . . -1 - .
(b) Lat W vara det underrum i R* som spénns upp av 1 och 13 . Verifiera
0 -1
1
1 . —
att vektorn 0 ligger i W— .
-1
(c) Bestdm en ortogonal bas for W.
1
9 )
(d) Berikna ortogonala projektionerna av vektorn y = 6 pa W och W+,
2

. 13 4
3.LatA—{4 _3].

(a) Bestdm alla egenvérden och egenvektorer till A.
(b) Ange en ortogonal matris P och en diagonalmatris D sadana att A = PDPT.

(c) Betrakta den kvadratiska formen Q(z1,z2) = x? Ax = 3z% + 8z172 — 323. Gor ett
variabelbyte x = Uy som &verfor @ till en kvadratisk form av typen cy? + dy3. Ange
U, c och d.

4. (a) Definiera begreppet koordinater for en vektor relativt en bas fér ett underrum i R™.
(b) Visa att B = by, b, b3 ér en bas for R, dar

1 1 0
b1 = 4 s b2 = 5 och b3 = 2 s
0 3 7

1
och ange koordinaterna for vektorn v = { 4 relativt basen B.
-1

(2p)

(2p)

—~~
= W
T o
~— —

VAND!



Del 2: Overbetygsdelen

Poéng pa dessa uppgifter kan inte rdknas in for att na godkéntgriansen. Normalt krivs for podng pa uppgift

att man redovisat en fullstindig losningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunna leda, till

malet.

. Foljande deluppgifter, som maximalt kan ge 2p per deluppgift, skall besvaras med Sant
eller Falskt. Svarar du Sant, ge en tydlig motivering. Svarar du Falskt, ge ett motexempel.
Enbart svar ger inga poéng.

(a)
(b)

Om T &r en injektiv linjir avbildning fran R™ till R™, sa ar n < m.
Om A &r radekvivalent med enhetsmatrisen sa ér A diagonaliserbar.

Om P ir ett plan genom origo i R? och T'(x) betecknar spegelbilden av vektorn x i
P, sa ar standardmatrisen for avbildningen T' diagonaliserbar.
Visa att Bernsteinpolynomen

Bo(t) = (1 —t)3, By(t)=3t(1—1t)%, Bs(t) =3t*(1—1t), Bs(t)=1t>

bildar en bas for rummet av alla polynom av grad hogst 3.

Bestim koordinaterna for polynomet p(t) = ¢2 4+ 1 i den basen.

Visa att for varje matris A #r Nul(A4) = Nul(AT A).

Visa, till exempel med hjilp av resultatet i (a), att Col(A) = Col(AAT).
Du far alltsa anvénda resultatet i del (a) &ven om du inte gjort del (a).

Lycka till!
Roger

(3p)

(3p)
(3p)



Anonym kod sid.nummer | Poéng

TMV141 Linjir algebra E 120307 1

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

1111
N . 2 2 5 2
(a) Berikna determinanten 1 2 3 1 (3p)
1 0 2 2
Losning:
I
(b) Ange standardmatrisen for den linjira avbildning 7' : R? — R? som avbildar [ (1) } (2p)
.| 3 0 .| 4 , N 3
pa [ 1 } och [ 1 } pa [ 1 ].BeraknaavenT([ 9 ])
Loésning:
S 7 1
2 -2 0
(c) Bestdm inversen till matrisen A= | 0 1 0 |. (3p)
1 -1 1
Losning:

722 1 - VAND!



10 21
(d) Lat A=| 1 1 4 0 |.Ange en bas for Col(A) och en bas f6r Nul(A).
2 0 4 2
L6sning:
S

(e) Bestdm den rita linje y = a + bz som dr bést anpassad, i minstakvadrat-metodens
mening, till punkterna (z,y) = (1,0), (2,1), (3,1).
Lo6sning:

(3p)



Loésningar TMA141, Linjar Algebra E, 120307

1. (a) Vi gor forst radoperationer, och utvecklar sedan efter rader:

1111 1111
030

2 25 2 0030 1 0

1231_0120_1(1)?(1)_(_3)’—11’__3'

1022 0011

b) Vi kan direkt skriva upp avbildningsmatrisen 3 4 . Vi har da
11

(D=1l

2 =2 01 0 O 10 0] 1/2 1 0
0O 1 0({0 1 0|~1]0 1 O 0 1 0
1 -1 1]0 0 1 0 0 1/-1/2 0 1
Alltsa ar
12 1 0
A= 0 10
~1/2 0 1
(d) Vi har
1 0 2 1 1 0 2 1
114 0|~]01 2 -1
2 0 4 2 0O 0 0 O

Alltsd bildar pivotkolonnerna [1 1 27, [0 1 0]7 en bas for kolonnrummet och
[-2 —210]%, [~1 10 1]T en bas for nollrummet.

(e) Inséttning av punkterna i linjens ekvation ger

a+b=0
a+2b=1
a+3b=1.

Normalekvationerna for detta system &r
{111] 1; {a}_{lll] .
1 2 3 13 b 1 2 3 1

sl lb]=15)

Detta har 16sningen a = —1/3, b = 1/2, sa den sokta linjen &r

dvs

_ 1.z
R
2. (a) Se kursboken.

(b) Latu; =[1 —110]7,ug =[2 =31 —1],x=[110 —1]T. Det riicker att kontrollera
att x-u; =x-u2 =0.



(c) Med Gram-Schmidts metod sétter vi vi = uj och

0
u92 * Vi —1
Vo = ug — v1:u2—2v1:
V1V -1
-1
Da dr vy, vo en ortogonal bas for W.
(d) Ortogonala projektionen pa W ges av
3
-V Y —1
Y 1V1+y 2V2:3V1—2V2:
V1 -V Vo V9 )
2

Ortogonal projektionen pa W &r da

3 —9
1| | -1
Y=l 5 | 7| 1
2 0

(a) Karakteristiska ekvationen det(A — AI) = 0 har rotterna A = +5, som alltsa dr
matrisens egenviirden. Ekvationen Ax = 5x har l6sningarna c[2 1]7, ekvationen Ax =
—5x losningarna c[1 — 2] Dessa vektorer, med ¢ # 0 #r matrisens egenvektorer.

(b) Vi kan ta P = % [ ? _12 } (kolonnerna #r egenvektorer med ldngd 1) och D =
5 0
0 =5 |

(c) Vikan ta U = P med P som ovan, ¢ =5 och d = —5.

(a) Se kursboken.
(b) Upprepade radoperationer ger

1 1 0] 1 1 0 0f—-1

4 5 24| ~10 1 0] 2

0 3 7/-1 0 0 1]-1
Eftersom koefficientmatrisen reduceras till enhetsmatrisen &r de givna vektorerna en
bas. I hogerledet liser vi av koordinaterna [-1 2 — 1]7.

(a) Losning 1: Detta dr Sant. Att 7" dr injektiv dr ekvivalent med att avbildningsma-
trisen for 7' (som &r en m x n-matris) har pivotelement i varje kolonn. Men eftersom
dessa n pivotelement ligger i olika rader maste m > n.

Losning 2: Lat {uy, ug,..., u,} vara en linjirt oberoende méngd i R™, t. ex. en bas.
Da ér {T'(u1), T(u2),..., T'(u,)} en linjirt oberoende mingd i R™, for

0= clT(ul)+02T(u2)+...+ch(un) = T(61U1+CQUQ+...+Cnun) = ciuj+cous+...+c,u, =0

=c=c=..=¢,=0,daT(x) =0 = x = 0. Eftersom varje mingd med fler &n
m element i R™ &r linjéart beroende, ar n < m.

(b) Detta #r Falskt. Ett motexempel ges av [ é 1 ]



(c) Losning 1: Detta dr Sant. Tag tva icke-parallella vektorer u och v i P samt en
normalvektor w till P. Dessa ér linjirt oberoende, och alltsd en bas for R3. Vidare
ar T(u) = u, T(v) = v och T(w) = —w, sa u, v och w &r egenvektorer. Det finns
alltsa en bas for hela rummet bestaende av egenvektorer, vilket &r definitionen av att
vara diagonaliserbar.

Losning 2: Om n = [ ng ng]” &r en enhetsnormal till planet &r T'(x) = x—2(x-n)n.

For standardbasen {e;, ez, e3} for R? dr e; - n = n;, i = 1,2, 3, sa standardmatrisen

A for T &ar

1-— Qn% —2n1ng —2ning
A=T(e1) T(e2) T(e3)] = [e1—2n1n e2—2non e3—2n3n] = | —2niny 1 —2n2 —2ngng
—2ning —2n9ng 1 — 2n§

Da A ar symmetrisk, &r A t. o.m. ortogonalt diagonaliserbar.

6. Losning 1: Genom att infora basen 1,¢,t2,+3 kan vi identifiera rummet av polynom med
R*. Bernsteinpolynomen identifieras da med vektorerna By = [I —3 3 — 1]T, By =
03 —63]T,B3=[003 —3]T, B, =1[000 1]7, och polynomet p med [1 0 1 0]T. Vi
stéller upp den utokade matrisen

1 0 0 0|1 100 0|1
-3 3 0 00 010 0|1
3 -6 3 0|1 o0 1 0|4/3
-1 3 =3 1|0 000 1] 2

Hér kan vi ldsa av bade att Bernsteinpolynomen bildar en bas (koefficientmatrisen &r
radekvivalent med enhetsmatrisen) och att de stkta koordinaterna #r [1 1 4/3 2]T.

Lésning 2: Om vi vill skriva ett polynom p som linjdrkombination av Bernsteinpolynomen
far vi
p(t) = A(1 — )3 + 3Bt(1 — ) + 3Ct*(1 — t) 4+ D>,

Sétter vi hir t = s/(s + 1) far vi efter forenkling

(s+1)%p (Si1> — A+3Bs+3Cs>+ Ds".

Om p har grad hogst 3 s& dr (s + 1)3p(s/(s + 1)) ett polynom i s av grad hogst 3, sa
koefficienterna existerar entydigt. Detta visar att Bernsteinpolynomen bildar en bas. I
specialfallet p(t) = 1 + t? far vi

(s +1)3 4+ (s+1)s* = 1+ 35+ 45% + 253

och kan ldsa av koordinaterna [A B C' D] =[1 14/3 2].
Losning 3: Om vi vill skriva ett polynom p som linjdrkombination av Bernsteinpolynomen
far vi

p(t) = CoBo(t)—i—ClBl(t)—i-CgBQ(t) +CgB3(t) = Co(l —t)3+361t(1 —t)2+362t2(1 —t)+63t3 =

co(1 — 3t 4+ 3t% —13) + 1 (3t — 612 + 3t3) + c2(3t? — 3t3) + 3t =
co + (—3co + 3c1)t + (3co — 61 + 302)752 + (—co+3c1 — 3c2 + 03)t3.

Om p ar nollpolynomet, foljer ¢g = 0, 3cg — 3c1 = 0, 3cg — 6¢1 + 3co = 0, —cg + 3¢1 —
3co + c3 = 0, med 16sningen (framatsubstitution) c¢p = ¢ = ¢ = ¢3 = 0, vilket medfor
att de 4 polynomen #r linjért oberoende, och dirmed en bas. Om p(t) = 1 4 2 foljer
co =1, 3cog —3c1 =0, 3cg —6¢c1 +3ca =1, —c0 + 3¢c; — 3¢cg + ¢g = 0, med 16sningen
co=1, c1 =1, cg =4/3, ¢35 =2, vilket ger polynomets koordinater i den basen.



7. (a)

Det giller att visa att Ax = 0 <= AT Ax = 0. Implikationen at hoger foljer genom
att multiplicera med AT Implikationen at vinster inses till exempel genom att skriva

|Ax||? = (Ax)T Ax = xT AT Ax.

Om AT Ax = 0 &r alltsa || Ax||? = 0, vilket medfér Ax = 0.

Losning 1: Enligt (a) giller Nul(A)+ = Nul(AT A)*. Detta kan skrivas Col(AT) =
Col((ATA)T) = Col(AT A). Kalla nu A for AT och vi #r klara.

Lésning 2: Om y € Col(AAT) finns det ett x € R™ sd att y = (AAT)x = A(ATx),
sa y € Col(A), dvs. Col(AAT) #r ett underrum av Col(A). Dérfor ricker att visa att
de bada rummen har samma dimension. Vi har

dim Col(A) + dim Nul(A) = n och dim Col(AT A) 4+ dim Nul(ATA) = n
s& fran (a) foljer att dim Col(A) = dim Col(AT A). Anviinder vi detta pa AT far vi

dim Col(AAT) = dim Col(AT) = dim Row(A) = dim Col(A).



MATEMATIK Hjilpmedel: ordlistan fran kurswebbsidan, ej rdknedosa
Chalmers tekniska hogskola Datum: 130313 kl. 08.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Christoffer Standar

0703-088304

TMV141 Linjir algebra E

Tentan rittas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlimnade
papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godként pa tentan krdvs 25 poéng pa tentamens forsta del (godkéntdelen) Bonuspoiing fran duggor 2013
raknas med, men maximal podng pa denna del dr 32. For godkint pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara
godként.

For betyg 4 eller 5 krévs dessutom 33 resp. 42 poéng sammanlagt pa tentamens tva delar.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida 13/3 eftermiddag. Resultat meddelas via Ladok senast tre veckor efter

tentamenstillfdllet. Granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad (14p)
inlamnas tillsammans med 6vriga losningar.

2. (a) Diagonalisera matrisen A = [ __13 ? } (4p)
(b) Bestdm, med hjilp av resultatet i (a), l6sningen till foljande system av differential- (2p)
ekvationer
2y (t) = —2x1(t) + 2x2(t)
xh(t) = =102 (t) + Txa(t)
1‘1(0) = :EQ(O) =1.
3. (a) Definiera vad som menas med nollrummet till en m X n matris A. (1p)
(b) Lat (2p)
11 2 -2 1
25 1 0 0
A= 00 0 -1 —11/}"
14 -1 4 1

och lat
' " va=[1 0 0 1]".

vi=[l -1 3 2 =2]", vo=[1 -2 -2 1

Bestéam vilken eller vilka av dessa tre vektorer som tillhér Col(A) respektive Nul(A).
(c) Bestdm en bas for Col(A) samt en bas for Nul(A). (3p)

4. Lat a € R och betrakta foljande fyra vektorer i R* :

vi=[1 203", vo=[4 05 8", vs=[8 156", va=[-1 5 0 a]"
(a) For vilket eller vilka a € R &r vektorerna vy, va, vs, vy linjart beroende ? (3p)
(b) Bestim en ortogonalbas for det underrum i R* som spinns upp av vi,va och vs. (3p)

Var god vénd!



Del 2: Overbetygsdelen

I allménhet kan inte podng pa dessa uppgifter riknas in for att na godkédntgransen. Normalt krivs for poédng pa
uppgift att man redovisat en fullstdndig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till

malet.

5. Avgor vilka av foljande pastaenden som &r sanna respektive falska. Alla svaren maste
motiveras, riatt svar utan motivering belonas ej. Du far citera satser fran boken i ditt
resonemang. Om du hdvdar att ett pastaende dr FALSKT sa maste du &ven illustrera
varfor med ett exempel som motsiger pastaendet.

(a) Om ABx = 0 har icke-trivial 16sning x sa har Ax = 0 och Bx = 0 bada icke-trivial
16sning. Med icke-trivial 16sning x menas att x # 0.

(b) Om A ir diagonaliserbar s& #r I — A? diagonaliserbar, dir I #r enhetsmatrisen.

(c) Om A dr en kvadratisk matris och A% = 0 s ir I — A en inverterbar matris.

6. Antag att x och X dr tva punkter pa var sin sida om ett plan P i R? och att linjen som
gar genom bada dessa punkter dr parallell med planets normal. Da dr X speglingen av x i
planet P om x och X ocksa ligger pa samma avstand fran planet. Om x ligger i planet ar
den sin egen spegling.

(a) Hitta speglingen x av vektorn x = [3 1 Q]T i planet som spéanns upp av vektorerna
1 1 0" och [-1 1 1],

(b) Visa att matrisen H, = I — 2nn’ #r en ortogonalmatris om n &r en normerad

kolonnvektor i R3.

(c) Visa att om Hy, dr standardmatrisen for en linjiar avbildning fran R3 till R? sa &r
Hp,x speglingen av x i planet genom origo med normalvektor n.

7. (a) Visa att de tre polynomen pi(t) = 1, pa(t) =t — 1, p3(t) = (t — 1)(¢t — 2) bildar en
bas for rummet av alla polynom av grad hogst 2 (P2).

(b) Man vill i ett experiment hitta det andragradspolynom r(t) = ag + a1t + ast? som
stammer bést 6verens med métdata (t;,y;),1 = 1,2,...,n i minstakvadratmening.
Man vet av erfarenhet att en modell dir man forsoker hitta koordinatvektorn for
standardbasen {1,%,¢2} resulterar i en illa-konditionerad matris (en matris med hogt
konditionstal) i normalekvationerna for den typ av métdata man har. Istéllet vill man
hitta d = [d1  ds dg]T sadan att r(t) = d1p1(t) + depa(t) + dsps(t) med {p1,p2,p3}
som i uppgift 7a sa att r &dr det andragradspolynom som passar métdata bést i
minstakvadratmening.

Forfardiga Matlabprogrammet pa foljande sida sa att det tar emot en kolonnvektor
t med mattider och en vektor y med métdata dar y; dr métdata vid tiden ¢;, stéller
upp designmatrisen A for motsvarande i allménhet Gverbestimda system Ad =y
och sedan beriknar koefficientmatrisen och hogerledet for normalekvationen for pro-
blemet samt 16ser detta. Programmet skall returnera minstakvadratldsningen d samt
projektionen y av miétdata y pa A:s kolonnrum.

Svara genom att skriva vilket eller vilka kommandon du bor ersétta de tre punkterna
under varje steg med!

Lycka tilll
Fredrik L

Var god vind!

(6p)

(6p)



Programskal till uppgift 7b:

function [dhat,yhat]=1sq_p2(t,y)
N=size(t,1);
if length(t)>N

error(’t and y must column vectors’)
end
if N"=size(y,1)

error(’t and y must be of same size’)
end

p1=Q(s)ones(size(s));

p2=@(s)s-1;

p3=0@(s) (s-1) .*x(s-2);

% Konstruera A:

A=size(N,3); % Mojligen overflodigt!
% Steg 1:

% Berdkna normalekvationens koefficientmatris och hogerled:
hSteg 2:

%L6s normalekvationen:
%Steg 3:

%Berdkna yhat:
%Steg 4:

Var god vind!



Var god vénd!



Anonym kod sid.nummer | Poéng
TMV141 Linjir algebra E 130313 1
1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).
(a) Hitta LU-faktoriseringen av
10 1 1
2 2 6 2
A=
0 2 3 1
00 2 2
utan att utfora nagra radbyten.
Losning:
I Y72 P
(b) Berékna determinanten till matrisen A ovan utan att anviinda kofaktorexpansion.
Losning:
S N
(c¢) Beriikna inversen till matrisen

Loésning:

(3p)

(2p)

(2p)



(d)

Lat B = {bl,bz,bg} och C = {Cl,CQ,Cg} dar (2p)
1 -1 1 -1 0 1
b1: 2 ,b2: 0 ,b3: -1 , C1 = -2 , Co = 0 , C3 = 3
3 2 0 2 1 -1

vara tva baser for R3. Berikna basbytesmatrisen Pe_ 5. Anvind eventuellt resultatet
fran foregaende uppgift.

Lo6sning:
2 N
Bestdm minstakvadratlosningen till Ax = b da (3p)
1 -2 —1
A=12 21, b=| 1
1 1 0
Loésning:
2 N

Lat T: R? — R? vara en linjér avbildning sadan att T'(e;) = [1 0 O]T, T(e2) =

[0 cos(9) —sin(d))]T och T(e3) = [0 sin(¢) cos(¢)]T dar {e, e9,e3} #r stan-
dardbasen for R". Forfardiga foljande program sa att det tar emot ett tal ¢ och en
kolonnvektor x € R? och beriiknar och returnerar y = T'(x) genom att forst rikna ut
T':s standardmatris. (2p)

Loésning:
function y=T(x,phi)
if size(x,1)"=3 | size(x,2)7=1

error(’size(x) must be [3 1]!?)
end

........................................................................



Lésningar TMV141, Linjar Algebra E, 130313

DN =
oo O

—1
2

-1
0

(@)
O NN O
D W o=
DD = N

2
OO O =
N W s =
o = O
OO O
S O N O
N = O =
OO O =
O O NN O
=

0 0

Faktorn L fas av att ta de gra "kolonnerna” i varje matris i relationerna ovan och
var for sig dela dem med det Gversta elementet och sétta resultatet pa motsvarande
plats i L varvid

S O N
O = = O

_ o O
—_ o O O

-2
erhalls.

Eftersom radoperationerna utférda pa A ovan inte foréandrar determinanten sa géller
att det(A) = det(U) =1-2-(—1) -4 = —8 da determinanten av en trianguldr matris
dr produkten av diagonalelementen.

Ett alternativt sétt att se detta dr att berdkna det(A) = det(LU) = det(L)det(U) =
1-(=8).

Utan nagon av dessa insikter far man visentligen rikna om foregaende uppgift: man
utfor alltsa radoperationerna

Ro+— Ro — 2Ry, R3+— R3— Ro, R4y+— R4+ 2Rs.

Da erhalls trappstegsformen

1 0 11
02 40
00 -1 1
00 0 4
Determinanten i den senare &r som nédmnts 1-2-(—1)-4 = —8 och ingen av ra-

doperationerna ovan fordndrar som sagt determinanten, s& determinanten hos den
ursprungliga matrisen #r ocksa —8.

Radoperationerna

Ry — Ry — 2Ry, R3w R3+2R;, Ry« Rs,
Ri— Ry —R3, Roy+— Ry —R3, Ri— —Iy

forvandlar A till I3. Da samma operationer utfors pa I3 erhaller man

-3 10
A= 4 -1 1
-2 10
Lat C = [c1 c2 c3] och B = [b; by bs]. Notera att C' dr samma matris som i

foregaende uppgift. Alltsa,
-3 -1 1 -1 3 —4

10 1
Poog=C"'B= 4 -1 1 2 0 -1 |= 5 —2 5
-2 10 32 0 0 2 -3



(e) Vi har

sa det normala systemet &r
6 3|1 = 6 311
3 9|4 0 157 |’

. -1
och foljaktligen ar minstakvadratlosningen X = %5 [ 7 } .

(f) function y=T(x,phi)

if size(x,1)"=3 | size(x,2) =1
error(’size(x) must be [3 1]!7)
end

A=[1 0 0;0 cos(phi) sin(phi);0 -sin(phi) cos(phi)];
y=A*xx;

2. (a) Vi berdknar

—2-A 2

det(A — A1) = det 10 7

=X —5A4+6=(\—2)(\—3).

Egenvirdena ér alltsa Ay = 2, Ao = 3. Egenvirdesekvationen Ax = 2x &r ekvivalent med
—4x1 + 229 = 0, eller med x = 21 [ 1 2 ]T. Pa samma sétt ger Ax = 3x egenvektorerna

x:%x1[2 5]T.

S& vi har en diagonalisering A = PDP~!, diir

SFHES !

(b) Losningen kan skrivas

] mala]eeal 3] w

HEaSERIHER

Inséttning i (1) ger

déar

z1(t) = 3e? — 2e3t, xo(t) = 6 — Be3.



3. (a) For en m x n matris A géller att

Nul(4) = {x € R" : Ax = 0}.

(b) Eftersom Nul(A) &r ett underrum i R® och Col(A) &r ett underrum i R* sa kan vi
direkt utesluta vi som ett element i Col(A) och direkt utesluta vy och v3 som element i
Nul(A). Sedan for v; kontrollerar man direkt att Av; = 0, sa vy tillhor Nul(A). For vy
och vs stéller vi upp den uttkade matrisen

2 =2 111
1 0 0]-2
0 -1 —-1|-2
-1 4 1] 1

_ O N =
= O Ot =
_ o O

Da man utfor radoperationerna
Ry +— Ry — 2Ry, Ry— Ry— Ry, R4+ R4 — Ry, Ry+— R4+ 2R3

sa erhalls trappstegsformen

2 =2 1|1 1
-3 4 -2|-4 =2
0 -1 -1|{-2 0
0O 0 0|0 2

SO O =
OO W

Eftersom systemet &r konsistent for vo men inte for v sa drar vi slutsatsen att va tillhor
Col(A) men inte vs.

(c) I trappstegsformen ovan har vi pivoter i 1:a, 2:a och 4:e kolumner. Motsvarande ko-
lumner i A utgor alltsa en bas for dess kolonnrum, dvs

1 1 -2

2 5 0 . ..

ol 1ol 1 21 dr en bas for Col(A).
1 4 4

Nér det géller nollrummet aterstar bakatsubstitution. Variablerna x3 och x5 ér fria och vi
far i tur och ordning

Ty = —X5, T9=2x3+2x5, 1 =—3T3— dTs.

En vektor i nollrummet skrivs i parametrisk vektorform som

-3 -5
1 2
T3 1 + x5 - 0 ,
0 —1
0 1

som innebér att {[—3,1,1,0,0]7,[—5,2,0,—1,1]7} #r en bas for Nul(A).



4. (a) Vi stéller upp en matris med dessa fyra vektorer som dess kolumner

1 4 8 -1
2 01

055 O
3 8 6 a

Da man utfor radoperationerna

Ry +— Ry — 2Ry, R3+— R3—3R;, R3+— 8R3+ 5R>,
Ry— 2Ry — Ry, R4y+— 5R4— 3R3

erhalls trappstegsformen

1 4 8 -1
0 -8 —15 7
0 0 =35 35
0 0 0 10a — 110

De fyra ursprungliga vektorerna &r linjért beroende om och endast om talet i nedre hogre
hornet &r noll, dvs om och endast om a = 11.

(b) Det géller att byta ut {vi,ve,vs} mot en ortogonalbas {wi, wy, w3} via en Gram-
Schmidt process. Forst tar vi wi = vq. Nést tar vi

2
(VQ‘Wl) —4
W9 = Vg — W)= =
W1+ W1 5
2
Slutligen tar vi
4
<V3-W1) <V3-W2> ].
W3 = V3 — w1 — Wy = - =

W1+ W1 W9 - W9 0

-2

5. (a) Detta dr FALSKT, t.ex. da A och B dr n x n matriser sadan att A &r inverterbar men
inte B.

(b) Detta dr SANT. Lat A = PDP~! vara en diagonalisering av A. D4 giller att I — A% =
P(I — D?)P~! #r en diagonalisering av I — A2, ty I — D? &r ocksé en diagonalmatris.

(c) Detta #r SANT. D4 A% = 0 giller (I — A)(I + A) = I — A%2 = I, som innebir att
(I-A)1t=T1+A.
(a

) Kryssprodukten mellan [1,1,0]” och [~1,1,1]7 &r [1,—1,2]”, som &r en normal n till
planet. Sedan har vi formeln (se under (c))

x:x—Q(ﬂ)n:---: 3 |. (2)

(b) Vi maste visa att HT H = I. Observera, forst att

HT = (I —20nD)? = 1T — 2(nn")T = 1 — 2(n?)"n? =1 — 2nn’ = H,



sa H ar symmetrisk. Att n #r normerad betyder att ||n||> = n’

att

n = 1. Foljaktligen géller

HT'H = H? = (I — 2nnT)(I — 2nn”) = T — 4nn” + 4(nn”)? =

=7 —4nn” + 4an(n’n)n” =7 —4nn? 4+ 4nn” =1, vsv.

(c) Ekvation (2) ovan ger formeln for spegelbilden av x i planet genom origo med nor-
malvektorn n. Detta da x = X + >n med X nérmaste punkten i planet. Det giller att
vektorn X = X — Zn = x — 277 ligger pa samma avstand fran planet, men pa andra
sidan, och x, X och x ligger alla pa samma linje, parallell med n. Alltsa ir X speglingen av
x i ett plan med normalvektorn n.

Nér n dr normerad &r n-n = 1 sa (2) forenklas till

x=x-2(x-nn=x-2nx)n=

= Ix —2n(n"x) = (I — 2nn”)x = Hyx, v.s.v.

. (a)Lat B = {p1(t), p2(t), p3(t)} och lat & = {1,¢,t?} vara standardbasen for Po. “Bas” bytematrisen
kan man skriva upp direkt,

1 -1 2
P=Peeg=|0 1 -3
0 0 1

Denna matris éir uppenbarligen inverterbar, vilket medfér att B faktiskt AR en bas for Ps.

(b)

function [dhat,yhat]l=1sq_p2(t,y)
N=length(t);
if N7=length(y)

error(’t and y must be of same size’)
end

pl=@(s)ones(size(s));
p2=@(s)s-1;
p3=0(s) (s-1) .*(s-2);

% Konstruera A:
A=zeros(N,3);

% Steg 1:

A=[p1(t) p2(t) p3(t)]1;

% Berdkna normalekvationens koefficientmatris och hogerled:
%Steg 2:
ATA=A’*A;
ATy=A’x*y;

%Los normalekvationen:
%Steg 3:

dhat=ATA\ATy; %Variabeln dhat maste tilldelas detta vérde!

%Berdkna yhat:
%Steg 4:

yhat=Axdhat; ‘Variabeln yhat maste tilldelas detta vérde!



MATEMATIK Hjilpmedel: ordlistan fran kurswebbsidan, ej rdknedosa
Chalmers tekniska hogskola Datum: 260813 kl. 08.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Christoffer Standar

0703-088304

TMV141 Linjir algebra E

Tentan riattas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlimnade

papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godként pa tentan krdvs 25 podng pa tentamens forsta del (godkéntdelen) Bonuspoiing fran duggor 2013
raknas med, men maximal podng pa denna del ar 32.

For betyg 4 eller 5 kravs dessutom 33 resp. 42 poéng sammanlagt pa tentamens tva delar.

Lésningar ldggs ut pa kursens webbsida 26/8 eftermiddag. Resultat meddelas via Ladok senast tre veckor efter

tentamenstillfallet. Granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med 6vriga l6sningar.

2. (a) Lat
1 1 00 1 56 7
0 1 21 0 28 9
A= 1 -1 1 1/ B= 0 0 3 10
0 110 000 4

Bestdm determinanterna av var och en av matriserna A~!, B och A~ B.

(b) Ge exempel pa viirden for a och b som medfor att systemet Cx = d har unik, ingen,
respektive odndligt manga l6sningar.

1 1 -1 1
1 -1 0

3. (a) Definiera vad som menas med att en n x n matris A &r inverterbar, samt med inversen
till en sadan matris.

(b) Lat
23] e (28] o1

Los matrisekvationen
AXB=XB+C. (1)

a

(c) Lat nu i stillet A = { - b ] , sadan att (a —1)(d — 1) = be. Forklara varfor ekvation

d
(1) ovan inte kan ha en unik 16sning i detta fall.

Var god vind!

(3p)

(2p)



4. Betrakta foljande tre vektorer i R? :

(a)
(b)

vi=[1 12", vo=[4 6 1", vs=[ a -11]".
For vilket a € R &r vektorerna vy, v, vs linjirt beroende ? For detta a skriv d&ven vy

som en linjarkombination av v; och vs.

Bestdm en ON-bas {uj,us} for planet som spénns upp av vy och vy. Ange #ven
koordinatvektorerna fér u; och uy med avseende pa {vi,va}.

Del 2: Overbetygsdelen

Poéng pa dessa uppgifter kan inte rdknas in for att na godkéntgransen. Normalt krivs for podng pa uppgift att

man redovisat en fullstindig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

5. Avgor vilka av foljande pastaenden som &r sanna respektive falska. Alla svaren maste
motiveras, riatt svar utan motivering beldnas ej. Du far citera satser fran boken i ditt
resonemang. Om du hdvdar att ett pastdende dr FALSKT sa maste du &ven illustrera
varfor med ett exempel som motsidger pastaendet.

(a)

(b)

()

Om A &r en 3 x 3 matris med egenviirdena 1,2 och 3, da finns det en ortogonalmatris
P sadan att PT AP dr en diagonalmatris.

Méngden V av alla vektorer [z Y z]T € R? dér z,y, z 4r heltal &r ett underrum i
R3.

Om A och B &dr n X n matriser med B inverterbar sadan att AB = BA, da maste
dven AB~! = B! A giilla.

Visa att de tre polynomen p1(t) = 1 +t2, pa(t) = 2+t — 2, p3(t) = t + t? bildar en
bas fér rummet av alla polynom av grad hogst 2 (P2). Ange ocksa koordinaterna for
polynomet 1 + ¢ + 2 i basen B = {p1, p2, p3}.

Lat T : Py — Py vara den linjéra avbildning som ges av derivering, dvs T'[p(t)] = p'(t).
Bestdm matrisen for 7" med avseende pa basen B for Py ovan och standardbasen
£ = {1,t} for Pl.

Definiera vad som menas med att en n x n matris P &r en ortogonalmatris.

Lat R vara matrisen for en 45-graders rotation kring axeln genom origo och punkten
(1,2,3) i R®. Ange matrisen for R pa formen R = PMP?, dir P #r en ortogonalma-
tris.

(OBs! Det récker att ange P och M, du behover inte rédkna ut R).

Vad #r R*® ? Forklara ditt resonemang.

Lycka till!

T o 11 T

(6p)

(6p)



Anonym kod sid.nummer | Poéng
TMV141 Linjir algebra E 260813 1
1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).
. (3p)
(a) En 2 x 2 matris A har egenvéirdena —1 och 2 samt tillhérande egenvektorer [2 1]
respektive [3 Q]T. Bestam A.
Lo6sning:
Y7 PP
(b) Berdkna inversen till matrisen (2p)
2 1 1
01 -1
1 0 2
Lo6sning:
S N
(c) Bestdm en bas for nollrummet till matrisen (2p)
1 -1 1 -1
0 11 2
1 0 2 1
0 11 2
L6sning:
Svar

Var god vénd!



(d) Lat T: R? — R? vara en linjir avbildning sadan att T'(e; + e3) = 3e; + 2ey och
T(e; —e2) = bey, dir e; och e dr standardbasvektorerna i R2. Bestim matrisen for
T i standardbas.

Lo6sning:

I 77 ¥ o

(e) Bestdm den linje y = kz +m som i minstakvadratmetodens mening dr bést anpassad
till punkterna

(-1,2), (0,3), (2,4), (3,5).

Losning:

........................................................................

(f) Bestdm egenvirden och egenvektorer for matrisen

e

Losning:

(2p)

(3p)

(2p)



(a)

Loésningar TMV841, Linjar Algebra V, 130826

Eftersom det finns tva egenpar (egenvektor + egenviirde) till A sa ér A diagonaliserbar
och vi kan skriva A = PDP~! med

2 3 -1 0
P_[l 2]’D_[02]'
Vi maste finna

1 2 -3 2 -3
,1_ —
F _2-2—1-3[—1 2} {—1 2]

A 2 3 -1 0 2 -3 | | —10 18
112 0 2 —1 2| -6 11 |°
Vi bendmner den givna matrisen A och séker X sa att AX = I. Still upp den utdkade

koefficientmatrisen
1

2 1 100
(A I]=]01 -1 0 1 0
10 2 001

Da man (t.ex.) utfér radoperationerna
1
Ry <> R3, R3— R3 — 2Ry, R3 — R3 — Ry, R1 — R1 + R3, R3 — —§R3, Ry — Ry + R3

erhalls den radekvivalenta matrisen

100 1 -1 -1
010 —1/2 3/2 1
001 —-1/2 1/2 1

Det giiller alltsa att

I
At =1-1/2 3/2 1
~-1/2 1/2 1

Vi ska hitta en bas for det underrum till R* som bestar av alla x sadana att Ax =0
dir A ar matrisen i uppgiften. Det gor vi genom att férst hitta den radekvivalenta
reducerade trappstegsformen till A. Detta kan goras genom att applicera foljande
sekvens av radoperationer pa A:

Rs3— R3— Ry, R4y—~ Ry — Ry, R3 — R3 — Ry, R — R; + Ro.

Detta ger att

1 0 2 1
01 1 2
A~10 0 0 0
0 00O
Vi ser att x3 och w4 &dr fria variabler och att x1 = —2x3 — x4 och 19 = —x3 — 214

varvid det foljer att varje vektor x i nollrummet kan skrivas pa formen



—2%3 — x4 —2] -1
| TX3 = 23}4 -1 —2
X = - =23 1 + 4 0
Ty 0 | 1
Méngden
-2 -1
-1 —2
11710
0 1

utgor saledes en bas for nollrummet till A.

Vi stker T:s standardmatris A = [T'(e1) T(ez)]. Det giller att e; = 3(eq + e2) +

%(el —ey) och ey = %(el +e2) — %(el — e3). Linjariteten hos T" ger saledes att

T(er) = 3 T(er +e2) + 3 Tler —e) = 5 B] s m _ m

" Tlez) = yT(er+e2) — yTler —e2) = 3 B] E m i m |

Dérfor ges T':s standardmatris A av
4 -1
4= [1 1 ] |

Vi maste hitta minsta-kvadratlosningen till problemet Ax = b dér

1
1
1 b=
1

Ot = W N

(Hér tolkar vi alltsa 21 som k i modellen och z9 som m, om vi byter plats pa kolon-
nerna i A sa blir tolkningen den omvénda.) Vi maste 16sa normalekvationerna

AT Ax = ATb.

Det géller att
14 4

T4 . |21
AA[4 4] och Ay[M.

Saledes ges normalekvationernas utckade koefficientmatris av

14 4 21 1 0 7/10
4 14 14| 7|0 1 14/5

sa den sokta linjen utgors av losningarna till y = %x + %.

Vi borjar med att hitta egenvirdena, d.v.s. alla A € R sadana att det finns nollskilda
vektorer x sa att Ax = Ax vilket dr ekvivalent med att (A — A\I)x. Vi vet att detta
bara géller om det(A — AI) = 0. Vi har att



det (A — \I) = det <[_12 :ﬂ - [3 QD = det <[1__2A _;f AD = (A=3)(A+3),

sa vi har tva distinkta egenvérden, 3 och —3. Vi behover nu hitta icke-triviala
losningar till ekvationerna (A — 37)x = 0 och (A + 3I)x = 0. Saledes réknar vi

-2 —4 1 2
A-3l= [—2 —4} - {0 o]
sa en egenvektor till egenvirdet 3 &r (—2,1). For egenvirdet —3 far vi

4 —4 1 -1
wvar=[ 4 S

Harav foljer att vektorn (1, 1) &r en egenvektor till egenvérdet —3.

Vi vet att det(AB) = det(A) det(B). Det foljer att det(A™1) = m. Determinaten
hos en diagonal matris &r produkten av diagonalen sa det(B) = 1-2-3-4 = 24.
For att finna det(A) kan vi (i det hér fallet) kanske tillata oss kofaktorexpansion. Vi
anvinder dock det faktum att radersédttningar inte féréndrar determinanten medan

radbyten &ndrar determinantens tecken och raknar

1 1 0 0 11 0 0
0 1 21 01 2 1
det(A) = det 0 —2 1 1l|7 det 00 5 3
0 1 10 00 -1 -1

1 1 0 0] 11 0 O

01 2 1 01 2 1

= —det 00 -1 1 = —det 00 -1 1 = -2
00 5 3] 00 0 -2

Saledes dr det(A™!) = —1/2, det(B) = 24 och det(A™'B) = —1 - 24 = —12.

Vi skriver upp systemets totalmatris och radreducerar till trappstegsform (Rg +—
—(R2 - 2R1), Rs+— R3 — Ry, R3— R3+ 2R2) och far

1 1 -1 1 11 -1 1
2 1 3 bl~1]0 1 =5 2—-b
1 -1 a O 0 0 a—9 3—-2b

Vi ser att om a # 9 s existerar en unik 16sning for varje véirde pa b. Om a = 9 sa
finns det odndligt manga losningar om b = 3/2, annars ir systemet inkonsistent.



3.

(a)
(b)

Se boken.
Addera — X B till de bada leden i ekvationen och vi erhaller

AXB=XB+C& AXB-XB=C& (A-—I)XB=C. (2)

Det ar latt att inse att savil matrisen A — I som matrisen B ar inverterbara och
eftersom de ar sa sma kan vi tillata oss att rikna ut dessa inverser. Algebraiskt géller

det att losningen ges av
X=A-1"'cB™ (3)

aso=fa =[5

o, [3 -4
=35

Vi har att

och

sd om vi sétter in dessa och den givna matrisen C' i (3) sa far vi att
w2 -~ ofs —4_[7 -10
-1 1|1 2[|-2 3| |-4 6 |°
(Notera att for storre matriser sa bor man definiera en ny okédnd matris Y = XB
och substituera i (2) och Gauss-elliminera motsvarande totalmatris [(4 — I) C]. D&
finner man alltsa Y och kan sedan lésa X B = Y genom att 16sa BT X7 = YT medelst

Gauss-eliminering av [BT YT} ~ [I XT]. Dessa riakningar kan man naturligtvis
ocksa genomfora i det aktuella fallet.)

Om
a b
a=[e
sa dr det(A—1) = (a—1)(d—1)—cb. Att (a—1)(d—1) = cb &r alltsa liktydigt med att

det(A—1I) = 0 och da ger satsen om matrisers invertebarhet att den givna ekvationen
ej kan ha en entydig 16sning sa fort man insett att ekvivalensen i (2) géller.

For att vektorerna vq, vo och vg skall vara linjirt beroende maste det finnas skaldrer
r, s och t, ddr nagon ar nollskild, s& att rvi + sve +tvsy = 0. Vi behover alltsa avgora
for vilka vérden pa a som detta homogena system har icke-triviala losningar. Foljande
sekvens av radoperationer:

1
Ro— Ry — Rl, R3 — R3 — 2R1, Rg — —*Rg, Rg <~ RQ, R3 — Rg — 2Ry

7
ger att
1 4 5
[Vl Vo Vg] ~ |0 1 3
0 0 a—11

Om a = 11 sa ser vi att den sista kolonnen ej 4r en pivotkolonn, vilket &r liktydigt
med att den homogena ekvationen har icketriviala l6sningar, vilket i vart fall innebér
att de tre vektorerna ar linjért beroende.



5.

(a)

(b)
(c)

For att, med a = 11, kunna skriva vy = [5 11 —11] som en linjarkombination
av vi och vy sa maste vi alltsa hitta x1 och xo sa att x1vy + z9ve = v3. Men de
redan genomforda rdkningarna kan tolkas som framatfasen i losningsprocessen av

detta system och vi kan avsluta med radoperationen Ry — R; — 4R, d.v.s.

1 4 5 1 4 5 1 0 -7
0 1 3 =({0 1 3| ~{(0 1 3
0 0 a—11 0 0 O 00 O
Vi har alltsa att v3 = —7vy + 3va.
Vi har att vy - vo = 12 sa de bada vektorerna #r ickeparallella och deras linjira

holje &r alltsa ett plan. For att hitta en ON-bas fér detta sa anvédnder vi Gram-
Schmidts process. Vi normaliserar vi och viljer den resulterade vektorn om var forsta
basvektor, u;. Dérefter rdknar vi ut det ortogonala komplementet av va:s projektion
pa u; och normaliserar den erhallna vektorn. Resultatet dr var sokta vektor uo. Alltsa,

1 1 1
u; = — V1 =

R 1 ,
Ml = V6 |y

4 1 1 1 2
Wo = Vg — Projy, (v2) =ve — (ve-uj)u; = [6| —12- — - — |1| = | 4
" 1 V6 Vo o] |3

och slutligen

1 1
u2: Wo —=

2
[wall ™~ V29 |

= DN

Med andra ord ar

I T

, 4
V6 V29 | _
2 3
en ON-bas for
span ({v1,va}).
Koordinatvektorerna for uy och us med avseende pa vy och v ér da [% 0] respek-
1ve \/@ \/@ .
Falskt. Om PTAP = D sa sir A = PDP7 vilket innebér att A #r symmetrisk (A7 =

A). Sa om A ir en trianguldr matris med diagonal 1, 2, 3 och nagot nollskilt element
utanfor diagonalen sa dr pastaededet inte sant.

Falskt ty 1/2 % [1 1 1]T ligger ej i V.

Sant. Om A och B dr n X n matriser med B inverterbar géller:

AB=BA <— A=BAB ! «— B 'A=A4B"!



6.

(a)

Vi stéller upp utokad koefficientmatris:

varur bakatsubstitution ger oss kooordinatvektorn [1 /2 1/4 3/4]T i basen B. Vi
ser ocksa att koefficientmatrisen har full rang sa {p1, p2, p3} &r linjért oberoende och

alltsa bas for Ps.

Matrisen for T bestar av basvektorernas bilder i kolonnerna. Vi har T'[p1] = 2t, T[p2] =
1 — 2t och T[p3] = 1 + 2t, vilket ger matrisen

0 1 1
2 =2 2

Se kurslitt.

Vilj en vektor, ortogonal mot [1 2 3], till exempel [2 -1 O]. Vilj sedan en vek-
tor, ortogonal mot bade [1 2 3] och [2 -1 O] , till exempel genom att radreducera

1 2 3 10

2 -1 0 0 1
vilket till exempel ger 16sningen [3 6 —5].
Latu =1/v/5[2 —1 0], w=1/V14[1 2 3]" och v =1/V70[3 6 —5]".

Da bildar {u,v,w} en ON-bas.
I denna bas ges en vridning 45 grader av

1/vV2 —1/vV2 0
M= [1/v2 1/v/2 0|, (1/vV2=cos(45°) = sin(45°))
0 0 1

U ot w

dar kolonnerna &r basvektorernas positioner efter rotationen.

Rotationen R ges i standardbasen av
x — P lx— MP 'x — PMP 'x = Rx,

dvs R=PMP~' = PMPT, dir P = [u v W] dr en ortogonalmatris.

R® = PMBPT = p(M®)5PT = PI°PT = PPT = I, ty P #r ortogonal. Man kan
ocksé se det geometriskt; RS roterar ett helt varv (45° = 1/8-varv), dvs R® = I och
diirmed ocksa R*® =T ty 6 varv.
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For godként pa tentan krivs 25 poing pa tentamens forsta del (godkéntdelen) Bonuspoing fran duggor 2013 riknas med,
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Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad inlimnas
tillsammans med 6vriga losningar.

2. Lat
0 2 —10 14 1
1 2 -1 11 1
A=171 4 4 1
01 -5 73

(a) Bestdm en bas for Col A.
(b) Bestidm en bas for Nul A.
(¢) Ange rank A och dim Nul A.

3. Lat t € R™, dér t # 0. Forklara varfor T : R” — R™, T'(x) = x + t inte &r en linjdr avbildning.

4. Lat A vara matrisen

-2 1 -1
A= -9 4 -2
0 0 2

(a) Bestdm alla egenvirden till A
(b) Bestidm alla egenvektorer till A.

(c) Ar A diagonaliserbar? I sa fall, diagonalisera A.

Var god vind!

(14p)

—~ o~
NN N
S
= =2



5 (a)
(b)

Definiera vad som menas med en minstakvadratlosning till en ekvation Ax = b.

Bestim det andragradspolynom p(x) = By + 12 + B2x? som #r bist anpassat till punkterna
(—1,0),(0,-2),(1,-2), (2,2) enligt minstakvadratmetoden.

Del 2: Overbetygsdelen

Poidng pa dessa uppgifter kan inte riknas in fér att na godkédntgrinsen. Normalt kriavs for podng pa uppgift att man

redovisat en fullstdndig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

6. Lat v vara vektorn v = [\/g 1]t i R?, och 1t L = span{v} vara linjen som spinns upp av v.

Ta fram projektionen av vektorerna e; = [1 O]t och e; = [0 1]t pa linjen L.

Om p &ar projektionen av en vektor w pa L, sa ges speglingen s av w kring L av s = 2p — w.
Ta fram speglingen av vektorerna e; och ey kring linjen L.

Lat T : R2 — R? vara den linjira avbildning som forst speglar en vektor kring linjen L och
sedan speglar kring z-axeln. Ta fram standardmatrisen for avbildningen 7.

Avbildningen T ovan kan beskrivas som en rotation. Vad &r rotationsvinkeln?

7. Avgor vilka av foljande pastaenden som dr sanna respektive falska. Alla svaren maste motiveras, ratt
svar utan motivering beltnas ej. Du far citera satser fran boken i ditt resonemang. Om du hivdar
att ett pastaende dr FALSKT sa maste du dven illustrera varfor med ett exempel som motsiger
pastaendet.

Om A och B #r n x n-matriser, och B #r inverterbar, sa fr det(BAB™!) = det(A4).

En 3 x 3 matris har linjart oberoende kolonner om och endast om den har linjirt oberoende
rader (dér raderna betraktas som kolonnvektorer).

En 3 x 2 matris har linjért oberoende kolonner om och endast om den har linjért oberoende
rader (dér raderna betraktas som kolonnvektorer).

Definiera vad som menas med att en méngd av vektorer ar en ortogonal méngd och en orto-
normal méngd.

Bevisa att om {v1,...,v,} &r en ortogonal méngd, sa &r vi,..., v, linjirt oberoende.

Lycka till!
Fredrik L

(1p)
(4p)



Anonym kod sid.nummer
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Poiéng

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Bestém for vilka h som vektorn u = [2 —3 h}t dr en linjirkombination av vektorerna
vi=[1 0 1], ve=[1 1 0]"
Losning:
I 1 PN

(b) Skriv den allméinna 16sningen till ekvationssystemet

1+ 2x0+ S5ry =5
T3+ 2504 =1
3rz3+ 4dxy =5
Losning:
1 2 ¥ o

(¢) Bestédm volymen av parallellepipeden som spénns upp av vektorerna vi = [O 10 B]t, Vo =
5 6 2] ochvs=1[6 7 3] iR3

Losning:

Var god vind!

(2p)



(d) Lat B och C vara baserna B = {by,bo} = {[0 1]t (1 l]t} och C = {c1,c2} = {[2 1}t, 1 O]t}
for R?. Antag att v har koordinaterna (v)g = [1 1]t i basen B. Bestdm koordinaterna (v)¢

for v 1 basen C.
Losning:

A:[l 0] ochB:[1 _2}
Los matrisekvationen (24 + X)B~! = I, dér I, dr 2 x 2-enhetsmatrisen.

Losning:

(f) Lat W = span{vy,va}, didr v; = [1 1 l]t och vo = [1 -1 5]t. Ligger vektorn u =
3 4 5] iw?

L6sning:

(3p)

(2p)



Chalmers tekniska hogskola Datum: 140116

TMV141 Linjir algebra E
Loésningar

Del 1: Godkantdelen

1. (a) u &r en linjirkombination av v och v om och endast om u = x;vy + xovy dr en
losbar vektorekvation. Totalmatrisen for vektorekvationen blir:

11 2 1 1 2 11 2
01 -3|~10 1 -3 |(~]101 -3 |,
10 h 1 -1 h-2 0 0 h—5

och det svarar mot ett 16sbar ekvationssystem om och endast om h — 5 = 0, dvs, om
och endast om h = 5.

SVAR: u ér en linjirkombination av vi och vy om och endast om h = 5.

(b) Totalmatrisen som svarar mot ekvationssystemet &r:

12 05 5 1 20 5 5 1 2 0 0 10
o6oo0121{~f{f001 21|~]00120 3
00 3 45 000 -2 2 0001 -1

Den sista matrisen &r i trappstegsform, och andra kolonnen &r da den enda kolonnen
som inte dr en pivotkolonn, och svarar alltsa da mot en fria variabel, som vi kan kalla
for ¢.

Vi far da att allménna l6sningen blir:

1 =10 — 2t
To = t
Tr3 = 3
Xrq = -1
SVAR: Allménna l6sningen ar: 1 = 10 — 2¢, o = ¢, 23 = 3, 14 = —1.

(¢) Volymen av parallellepipeden som spidnns upp av va, ve och v3 ges av det(A) dér
A= [Vl Vo V3].

Eftersom att dra ifran tva ganger tredje raden fran den andra raden inte paverkar
determinanten, sa far vi:

6
1 | = { utveckling léngs forsta kolonnen }
3

SVAR: Volymen é&r |det(A)| = 35.



(d) Vi far med hjilp av basbytesmatriser att

eemn- 2 1][1]- 2]

Sedan uppfyller (v)c att Po(v)c = v, och motsvarande totalmatris &r:

2 11 1 0 2 10 2
1 0 2 2 11 01 -3 |’
sa (v)e=[2 3]
SVAR:
2
Multiplicerar vi ekvationen med B fran hoger, sa far vi

2A+X =B

och drar vi ifran 24 far vi da:
1 -2 10 1 -2
X_B_QA_[O 1]_2[1 1}_[—2 —1]'

SVAR:
-1 -2
=[]
u ligger i W = span{vy, vo} om och endast om u dr en linjirkombination av v; och

vo, vilket den &r om och endast om vektorekvationen u = x1vy + x9vy Ar losbar.
Totalmatrisen for vektorekvationen &r:

1 1 3 1 1 3 1 1 3
1 -1 4| ~[0 -2 1|~|0 =21
1 5 5 0 4 2 0 0 4

Totalmatrisen svarar da mot ett icke losbart ekvationssystem (eftersom sista raden
svarar mot 0 = 4), sa u ligger inte i W.

SVAR: u ligger inte i W



2. Vi borjar med att ta fram reducerade trappstegsformen for A:

0 2 —10 14 1 11 4 41 11 4 41
4 |t2 -tmw1f fr2 -1 1| 01l =5 70|
11 4 41 02 —10 14 1 02 —10 14 1
01 -5 7 3 01 -5 7 3 01 -5 7 3
11 4 4 1 10 9 -30
01 -5 70 01 -5 70
“loo o001l loo0o 0 01
00 00 3 00 0 00

(a) Eftersom 1:a, 2:a och 5:e kolonnerna #r pivotkolonner, sa bildar motsvarande kolonner

()

i A en bas for Col A.

SVAR: Vektorerna

bildar en bas for Col A.

Fran trappstegsformen ovan, sa ser man att x3 och x4 blir fria variabler (sdg, s och
t) i ekvationen Ax = 0, och att den allménna losningen till ekvationen #r:

T —9s + 3t -9 3
To 5s — Tt 5 -7
X = |z3| = S =s| 1| +t|O0
T4 t 0 1
5 0 0 0

Enligt metoden for att ta fram en bas for Nul A, blir da vektorerna som star efter s
och t en bas for Nul A.

SVAR: Vektorerna

-9 3
5 —7
11,10
0 1
0 0

bildar en bas for Nul A.

Vi ser fran (a) och (b) att Col A respektive Nul A har baser som bestar av 3 respektive
2 element, sa rank A = dim Col A = 3 och dim Nul A = 2.

SVAR: rank A = 3 och dim Nul 4 = 2.



3. Ett sitt att se det &#r att en linjar avbildning S skall uppfylla att S(0) = 0, eftersom
S(0) =S(0-0) =0-5(0) =0, medan T uppfyller T(0) =t # 0.

Att T inte dr linjér kan ocksa ses mer direkt, t.ex.

4.

Tx+y) =x+y+t#x+t+y+t=T(x)+T(y),

eller om ¢ # 1,

(a)

T(cx) =cx+t#c(x+t)=cT(x).

Det karakteristiska polynomet p &r:

—-2-A 1 —1
p(A) =det(A —\I) = -9 4-A —2 | = { utveckling léngs 3:e raden } =
0 0 2—2X
—-2-A 1

=(2-\) =2-NN=22+1)=-A-2)(A— 1)

-9 4-)

Egenvérdena dr rétterna till det karakteristiska polynomet, dvs, A =1 och A = 2.

SvAR: Egenvérdena till A &r 1 och 2.

Vi far fram egenvektorer till ett egenviirde A genom att bestimma Nul(A — AI). For
A =1 far vi:

-3 1 -1 0 -3 1 -1 0 3100
[(A-1) 0]=]| 93 20|~| 00 10|~| 00710
00 10 00 10 000 0

Eftersom andra kolonnen inte &r en pivotkolonn svarar den mot en fri variabel (som
vi later vara 3t) i ekvationen (A — I)x = 0, och vi far att allménna losningen till
ekvationen blir

t 1
x=|3t| =¢t|3
0 0
For A = 2 far vi:
-4 -1 0 -4 -1 0 10 0
(A-2I) 0]={ -9 2 20|~ -1 00O0|~]|01 -1 0]~
0 0 00 0 000 00 00

Eftersom tredje kolonnen inte &r en pivotkolonn svarar den mot en fri variabel (som
vi later vara t) i ekvationen (A — 2I)x = 0, och vi far att allménna lésningen till
ekvationen blir

0
x=|t]| =t]|1
1



SVAR: Egenvektorer for A med egenvirde A = 1 ar alla vektorer
1
t|13|, t#0,
0
och egenvektorer for A med egenviarde A = 2 &r alla vektorer
0
t|{1, t#0.
1

Enligt (b), sa kan man bara hitta tva linjdrt oberoende egenvektorer till A (valfri
nollskild multipel av [1 3 O]t, och valfri nollskild multipel av [O 1 1]t), men
for att A skall vara diagonaliserbar skall det finnas tre stycken linjirt oberoende
egenvektorer, sa A #r alltsa inte diagonaliserbar.

SVAR: A ér inte diagonaliserbar.

Om A &r en m X n-matris, och b € R™, sa ar en minstakvadratiosning till ekvationen
Ax = b en vektor x € R" sadan att ||[Ax — b|| < ||Ax — b|| for alla x € R™.

For att anpassa andragradspolynomet p(z) = By + B1z + Bo2? i punkterna —1,0,1
och 2 till vardena 0, —2,—2 och 2, sa bildar man matrisen

1 (=1) (=1)? 1 -1 1
1 0 02 1 00
X = 1 1 2 {1 11|
1 2 22 1 2 4
och vektorn

0
-2
Y= -2
2

Det andragradspolynom som &r bést anpassat till virdena &r da det polynomet med
koefficienter Gy, 81, B2 dar § = [ﬁo 51 ﬁg]t dr en minstakvadratlosning till X5 =
y. Minstakvadatlosningarna till X3 = y ges av losningarna till normalekvationen
X!'X3 = X'y. Vi far att

1111 i_(l)(l) 4 2 6
XX=|-101 2 111:268
101 4 L 2 4 6 8 18
och
1111_02 -2
Xly=1]-101 2 _2:2
101 4 6



Sa totalmatrisen for minstakvadratlésningen blir:

42 6 -2 134 1 1 3 4 1
26 8 2|~|213 -1]|~|0 -5 -5 -3~
6 8 18 6 349 3 0 -5 -3 0
103 4 1 134 1 1 3 4 1

~|0 =5 =5 3|~ |01 135|~|011 6/10 |~
0 -5 -3 0 002 3 00 1 15/10
1 3 0 —50/10 1 00 —23/10

~| 010 —9/10|~|0 10 =9/10

0 0 1 15/10 001 15/10

Alltsé blir minstakvadratldsningen 3 = [—23/10 —9/10 15/ 10}t.

SVAR: Andragradspolynomet som &r bast anpassat till virdena enligt minstakvadrat-
metoden &r p(x) = —23/10 — (9/10)z + (15/10)z2.

Del 2: Overbetygsdelen

6. (a) Projektionen p av en vektor w pa linjen L som spénns upp av v ges av

Vi far da att projektionerna blir:
_e v V3HO[VB) _[3/4] o _ev 0+1[V3] _[v3/4
PL= VY T 351 1] 7 |vB/4 A T I V2

SVAR: Projektionerna p; och ps av e; och ey pa L &r:

o ] wron- 5]

(b) Speglingarna blir enligt formeln s = 2p — w:

== (B3 (18] o -men=[52-]-2)

SVAR: e speglas till s = [1/2 \/§/Q]t och es speglas till so = [\/3/2 —1/2}t.



()

Standardmatrisen for en linjir avbildning 7 : R? — R? &r matrisen
A= [T(el) T(eg)] .

Vi skall alltsa da ta fram vad e; och ey avbildas pa under T
Speglingen av en vektor v = [vl vg]t 1 z-axeln ar [vl —vg]t.

Speglar vi e; i L, sa far vi enligt (b) att den gar pa s; = [1/2 \/g/Z]t, och speg-
lar vi sedan s; i z-axeln gar den da pa t; = [1/2 —\/§/Q]t, och vi far att T'(eq) = t4.

Speglar vi ey i L, sa far vi enligt (b) att den gar pa sy = [\/§/2 —I/Q]t, och speglar
vi sedan sy i x-axeln gar den da pa ty = [\/3/2 1/2]t, och vi far att T'(e2) = to.

Sa standardmatrisen for T' ar

I RSV
A=l wl=| g Ve

SVAR: Standardmatrisen for 7' ar:

1=k a)

Matrisen for rotation i R?2 med 6 radianer moturs ér:

R [l —m) ],

sa om vi later # = —7/3, sa blir R = A, dir A &r standardmatrisen for T' fran (c).

SVAR: T &r rotation med —m/3 radianer moturs.

Med hjilp av produktformeln for determinanter det(C' D) = det(C) det(D), och att
det(I,) = 1, dér I,, ir enhetsmatrisen, sa far man att det(B~!) = 1/det(B). Dess-
utom géller produktformeln for fler &n tva matriser, och vi far da att

det(BAB™') = det(B) det(A) det(B™1) = det(B) det(A)(1/ det(B)) = det(A).

Sa pastaendet ar Sant.

Enligt satsen om inverterbara matriser, sa har en 3 x 3-matris A linjért oberoende
kolonner (e.) om och endast om den &r inverterbar (a.). Igen, enligt satsen om in-
verterbara matriser, sa ir A inverterbar (a.) om och endast A! dr inverterbar (L.).
Anvinder vi da satsen om inverterbara matriser pa A, sa far vi da att A’ ir inverter-
bar om och endast om A’ har linjirt oberoende kolonner. Men eftersom kolonnerna
till A &r (transponatet av) raderna till A, s& far vi d& att kolonnerna till A &r linjért
oberoende om och endast om raderna till A &r linjart oberoende. Sa pastaendet &r
Sant.



(¢) En 3 x 2-matris kan aldrig ha linjért oberoende rader, eftersom de da bildar 3 styc-
ken vektorer i R2. S vilken 3 x 2-matris med linjirt oberoende kolonner ger ett
motexempel till pastaendet. Till exempel kan vi ta

A=

o O =
o = O

dar kolonnerna &r linjirt oberoende, men inte raderna.

8. (a) Se Lay, avsnitt 6.2.
(b) Se Lay, Sats 6.2.4.



Tentamen
TMV141 Linjar algebra E

140312 kl. 08.30-12.30

Examinator: Iulia Pop, Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Ase Fahlander , telefon: 0703 088 304

Hjialpmedel: ordlistan fran kurswebbsidan, ej riaknedosa

For godként pa tentamen kréivs 25 podng pa tentamens forsta del (godkéintdelen). Bonuspoédng fran duggor 2014
raknas med, men maximal podng pa denna del ar 32.

For godként pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara godként.

For betyg 4 eller 5 kriavs dessutom 33 resp. 42 poing sammanlagt pa tentamens tva delar. Losningar laggs ut pa
kursens webbsida senast forsta vardagen efter tentamen. Tentan réttas och bedéms anonymt. Resultat meddelas
via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med 6vriga l6sningar.

2. (i) Ge exempel pa en reell 2 x 2 matris A # 0 sadan att A% = 0. Kan A vara symmetrisk?
Motivera ditt svar.

(ii) Los matrisekvationen
ATAX =BX +C

diar A = [ 2 01 ], B = och C &r den n x 1 matris, ddr n bestdms av

N O =
O =
O O =

ekvationen, vars alla element &r ettor.

3. (i) Definiera begreppet ortogonal komplement till ett underrum i R”.

(ii) Lat U vara det underrum i R* som sp#nns upp av vektorerna

1 2 3
| -1 | -1 -1
Vl - O 7V2 - 1 ’V3 - 2
1 3 )

1

1 .
Bestédm en ortogonal bas for U och den ortogonala projektionen av v = 1| P2 U
1

4. (i) Definiera begreppet diagonaliserbar matris.

(ii) Los foljande system av differentialekvationer

18) = zi(t) —2ao(t)
zh(t) = x1(t) +4xa(t)

med begynnelsevillkoren x(0) = 1, 22(0) = 1.

(2p)

(4p)

VAND!



Del 2: Overbetygsdelen

I allménhet kan inte poing pa dessa uppgifter riknas in for att na godkéntgriansen. Normalt krivs for
poéng pa uppgift att man redovisat en fullstindig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle

kunnat leda, till malet.

. (i) Hitta alla viirden pa a sadana att foljande matris &r diagonaliserbar:

1 a 2
A=101 3
0 0 05

(ii) Bestdm for eventuella sadana a gransvérdet av A™ da n — oc.

. Betrakta avbildningen F : Py — Py given av

F(ao + a1t + a2t2) = (2(11 — 2(12) + (2&0 + 3&2)75 + 3a2t2.

(i) Bestdm matrisen for F i standardbasen {1,¢,¢2}. Visa att dven {1 +¢,1 —¢,t + 2} &r
en bas i Py och bestdm matrisen for F' i denna bas.

(ii) Bestdm tre egenvektorer och motsvarande egenvirden till F.

(i) Lat A vara en m x n matris och b € R™. Forklara varfér minstakvadratlosningarna till
Ax = b ir 16sningarna till den normaliserade ekvationen AT Ax = ATb.
(i

i) For en m x n matris A, visa att AT A &r inverterbar om och endast om A har rang n.

Lycka till!
Tulia Pop

(6p)

(6p)

(6p)



Anonym kod sid.nummer

TMV141 Linjir algebra E 140312 1

Poéng

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Bestdm determinanten av AB dér

1 0 3 1 2 3
A=|4 0 5 |,B=|0 4 5
7 -3 8 0 0 6
Losning:
Y72 ¥ PPt
1 — —4
(b) Ange alla reella h sadana att vektorerna vi = | —1 |, vy = 1],vy= 3
-2 h
spanner upp ett plan i R3.
L&ésning:
S AT vt iiiiiiieitteieeetenasesasosatosatosatosatosasosasosasosasonnnanns

2

1 } och har egenvek-

(c) En linjir avbildning T : R? — R? avbildar vektorn { (1) ] pa [

1 ] med egenvirdet 2. Bestdm standardmatrisen for 7" och bilden av [ ? ] .

Losning:

torn [

(3p)



(d) Ange baser for kolonnrummet och nollrummet av foljande matris

1 2 3 4
-1 -1 -4 -2
3 4 11 8

L6sning:

(e) Lat by = [ z ], by = [ 2 ], cL= { ;L :|,C2 = [ g ] som utgér baserna B respektive

C i R?. Bestim basbytematrisen P, 5 samt koordinatvektorn [x]c dér x = { 1: ]

L6sning:

(3p)
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- Tentamen
TMV141 Linjir algebra E

140825 kl. 08.30-12.30

Examinator: Iulia Pop, Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: doktorand , telefon: 0703 088 304

Hjdlpmedel: ordlistan fran kurswebbsidan, ej riknedosa

For godkdnt pa tentamen krivs 25 posng pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspodng fran duggor 2014
réknas med, men maximal poiing pi denna del 4r 32.

Fér godként pa kursen skall ocksd Matlabmomentet vara godként. .

For betyg 4 eller 5 kriivs dessutom 33 resp. 42 po#ing sammanlagt pd tentamens tva delar. Lésningar lsggs ut pd
kursens webbsida senast forsta vardagen efter tentamen. Tentan rittas och bedéms anonymt. Resultat meddelas
via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstilifillet. Granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Del 1: Godkintdelen

1. Denna uppgift finns pé separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad
inlimnas tillsammans med &vriga 18sningar.

2. Lat W vara underrummet till R* som ges av ekvationerna
1+ 23 + x4 =0,
T+ 2x9 — x3 + x4 = 0.

(i) Bestdm en bas fér W och ortogonalisera den.

(ii) Bestdm vektorn i W som har minsta avstand till vektorn (3,-2,0,3) och berikna
ocksé detta avstand.

3. (i) Lat A vara en kvadratisk matris sidan att I — A% &r inverterbar. Visa att A + I #r
ocksd inverterbar.

1 01
(i) Lat A= | 0 2 0 |.Lo6s matrisekvationen
3 01

X+ A2 (T - X)=A+1.

4. (i) Visa att om en kvadratisk matris A 4r bade diagonaliserbar och inverterbar, s8 ar A1
ocksa diagonaliserbar.

(i) Lat

Beriikna grinsvirdet av A% d& k& — oo.

(14p)

(4p)
(2p)

(2p)

(4p)

(2p)

(4p)

VAND!



Del 2: Overbetygsdelen

T allménhet kan inte pofing pd dessa uppgifter riknas in fr att nd godkintgrinsen. Normalt krévs for
podng p& uppgift att man redovisat en fullstindig l6sningsging, som i princip lett, eller &tminstone skulle

kunnat leda, till méalet.

. (i) Definiera begreppet bas for ett vektorrum.

L&t v1,...,v), vara linjirt oberoende vektorer i R™. Bestéim dimensionen av det underrum
Som SpPANNS upp av vy — Vg, Vo — V3,..., Vi1 — Vg, Vi — V1. )
(ii) Ange alla reella tal a sddana att foljande polynom INTE utgdr en bas i Py:

q=a+t—t2, gg=—1+t+at’ g3 =a+2+2%

. Visa att avbildningen T : P2 — Py som definieras av
T(p(t)) = tp'(t) + p(t+1)

4r linjiir. Bestim en bas till Py sddan att matrisen till T' relativt denna bas &r diagonal.

. Visa foljande pastdenden:

(i) Om T : R™ — R™ &r en injektiv linjdr avbildning, sa &r n < m.

(i) Om A &r en m x n matris och B en n X p matris, sa r rang(AB) < rang(A) och
rang(AB) < rang(B).

Lycka till!
Tulia Pop

(3p)

(3p)

(6p)

(3p)
(3p)



Anonym kod

sid nummer | Poing
TMV141 Linjir algebra E 140825 1
1. Till nedanstdende uppgifter skall korta l6sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pé anvisad plats, beaktas).
3 2 8
(a) Betrakta foljande bas BiR%* by = | —1 |, by = 0 |,bs= | —2 |. Bestim (2p)
4 -~5 7
0
koordinaterna for x = | 2 | i basen B.
1
Lésning:
e
(b) Bestim determinanten av ABA™! dér (2p)
4 5 6 1 00
A= 7 8 9 | B=12 30
10 11 12 4 5 6
Lésning:
e
(¢) Ange baser fér kolonnrummet och nollrummet av f5ljande matris (4p)

Lisning:

11
1 4 -7 2
2 3

L A R R T T R T T

VAND!



(d) Lat 7 : R? — R? vara den linjira avbildning som uppfyller T(1,1) = (3,2) och
T(1,-1) = (5,0). Beriikna standardmatrisen till 7" och bilden av (2,1).

Losning:

VAT bttt et nessnsssoeaaaaasassssasanasosssaascansnsnnasssassssssvanans

(¢) Bestéim linjen i planet som ér bist anpassad till punkterna (1,2), (2,3), (3,5), (4, 6),
(5, 8), 1 minsta kvadratmetodens mening.

Lésning:

(3p)

(3p)



Engelska

adjugate

angle

augmented matrix
auxiliary (equation)
basic variable

basis

change of basis
collinear (vectors)
column

column space
consistent system

" constraint

domain

echelon (matrix)
eigenvalue, eigenvector
image

inconsistent (system)
inner product

kernel

least-square (method)
linearly (in)dependent
linear span

lower triangular
mapping
nonsingular (matrix)
null space
one-to-one

onto

overdetermined
range

rank

TOw space

singular

solution

span

spanning set
submatrix

subspace

trace

transfer matrix
transformation
franspose
underdetermined system
unit vector

unique

upper triangular
vector space

weight

zero (vecior)

Svenska

adjungerad

vinkel

totalmatris, utvidgad matris
hjdlp(ekvation)
basvariabel

bas

basbyte

parallella (vektorer)
kolonn ’

kolonnrum

l6sbart system
restriktion, villkor
definitionsmingd
trappstegs(matris)
egenvirde, egenvektor
bild

oldsbart (system)
skaldrprodukt

kirna, nollrum
minsta-kvadrat(-metoden)
linjért (o)beroende
linjdrt holje

undre triangulir
avbildning

inverterbar (matris), icke-singulir
nollrum

injektiv (ev. en-entydig)
surjektiv, pd
dverbestimt
virdeméingd

rang

radrum

icke-inverterbar, singulir
16sning

(linjart) holje

mingd som spinner upp, uppspannande mingd

undermatris

underrum, delrum

spar

overforingsmatris
transformation,avbildning
transponat

underbestimt system

-enhetsvektor

entydigt bestdmd
ovre friangulir
vektorrum, linjirt rum
vikt

noll{vektor)
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MATEMATIK Hjilpmedel: ordlistan fran kurswebbsidan, ej riknedosa
Chalmers tekniska hogskola Datum: 150318 kl. 08.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Frida Svelander

0703-088304

TMV141 Linjir algebra

Tentan rittas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlimnade
papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint pa tentan krivs 25 poéng pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspoéng fran duggor 2015 och SI nérvaro
riknas med, men maximal podng pa denna del &r 32.

For godkint pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara godkint.

For betyg 4 eller 5 kriavs dessutom 33 resp. 42 poidng sammanlagt pa tentamens tva delar.

Losningar 14ggs ut pa kursens webbsida. Resultat meddelas via Ladok senast tre veckor efter tentamenstillfillet. Granskning

alla vardagar utom onsdag 9-13, MV:s exp.

Del 1: Godkantdelen

1. (a) Los det linjira ekvationssystemet (anvéind matrisform och elementéra radoperationer)

r+y+3z4+2w="7
2z —y+4w =38

3y+62=6
(b) Beriikna determinanten till matrisen A:
1 0 11
2 2 6 2
A= 02 3 1
00 2 2
(c) Berdkna inversen till matrisen B:
-1 0 1
B=|-2 0 3
2 1 -1

2. (a) Lat B = {bl,bg} och C' = {61,62} dar

n= G w= 7] = [3] e 7]

vara tva baser for R?. Berikna basbytesmatriserna Pz g och Pg¢.

(b) Bestdm den linje som, i minsta kvadratmetodens mening, béist anpassar till punkterna:
A(1,2),B(2,3),C(3,5),D(4,6), E(5,8)

(c¢) Definera begrepp ortogonalt komplement till ett underrum i R™?

3. (a) Diagonalisera matrisen A = {_65 21].

(b) Bestdm, med hjilp av resultatet i (a), 16sningen till f6ljande system av differentialekvationer

)
(t) = 621(t) — 22(2)
() = —521(t) + 2a2(t)

Z,Cl(O) = —37 {,132(0) =7

Var god vind!

(4p)

(2p)

(3p)



4. (a) Lat

1 2 1 2
A=12 1 -1 0
01 1 2

Ange en bas for radrummet (Row(A)), kolonnrummet (Col(A)), nullrummet (Null(A)), samt
rangen av A (rank(A)).

(b) Visa att kvadratiska formen Q(z) = 23 — 8z122 — 523 ej ir definit.

(c) Definera begreppen symmetrisk matris och ortogonal matris .

Del 2: Overbetygsdelen

Poéng pa dessa uppgifter kan inte riknas in for att na godkéantgriansen. Normalt krivs for podng pa uppgift att man

redovisat en fullstdndig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

5. Avgor vilka av foljande pastaenden som #r sanna respektive falska. Alla svaren maste motiveras,
ritt svar utan motivering belénas ej.

(a) Om A och B #r n x n matriser och AB = I,,, da #r A = 0 egenviirde av A. (I - enhetsmatrisen)

(b) Om A #r n x n matris och A uppfyller foljande matrisekvation: A2 — 34 + I = 0, da ar A
inverterbar. (I - enhetsmatrisen)

(c) Antag att A och B #r simildra matriser, da dr egenvirdena av A och B lika med samma
multiplicitet.

6. Summan av alla diagonalelement i en kvadratisk matris A kallas matrisens spar och betecknas

tr(A). Lat A vara 2 x 2 matris: A = {Z Z]

(a) Visa att karakteristiska polynomet av A &r:
p(A) = A% — tr(A)A + det(A)
(b) Om A har tva distinkta reella egenvirden Ay och Az, visa att:
tr(A) = A1 + A

Lycka till!
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MATEMATIK
Chalmers tekniska hogskola

Hjilpmedel: ej riknedosa
Datum: 160319kl. 14.00 - 18.00

Telefonvakt: Marija Cvijovic
076 2345 835

Tentamen

TMV141 Linjir algebra

Tentan rittas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlimnade
papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkéint pa tentan krivs 25 podng pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspoéng fran duggor 2016 och SI néirvaro
rdknas med, men maximal poidng pa denna del &r 32.

For godkint pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara godként.

For betyg 4 eller 5 kriavs dessutom 33 resp. 42 poidng sammanlagt pa tentamens tva delar.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida. Resultat meddelas via Ladok senast tre veckor efter tentamenstillfillet. Granskning

alla vardagar utom onsdag 9-13, MV:s exp.

Del 1: Godkantdelen

1. (a) Los det linjira ekvationssystemet (anvéind matrisform och elementéra radoperationer)

20+ 3z +4w =1
r—3y+4z+5w =2
—3x+ 10y — 62 — Tw = —4

(b) Berikna determinanten till matrisen A, om A=BC dér

1 0 0 0 1 -2 -2 -3
3 1 0 0 0 -3 6 0
B=11 9 1 o=l o 2 4
3 4 -2 1 00 0 1

(¢) Bestdm baser for Col(A) och Null(A) till matrisen A:

1 -4 -1 0 9
A=|-2 0 -3 -1
3 -4 2 1 4

t

(d) Beriikna inversen till matrisen A:

2. (a) Lat B = {b1,bs} och C' = {c1,co} déir

o F B T

vara tva baser for R?. Berikna basbytesmatriserna Pz g och Pg¢.

(b) Bestdm den rita linje som, enligt minsta kvadratmetoden, bist passar punkterna:

A=(-1,-1), B=(0,1), C=(2,3) och D= (3,5)

(c) Definiera begreppet ”det ortogonala komplementet” till ett underrum i R™?

Var god vind!

(3p)

(3p)

(3p)

(3p)

(4p)

(1p)



3. (a) Diagonalisera matrisen A = [

4.

7

2
-4 1

(b) Bestiim, med hjilp av resultatet i (a), losningen till f6ljande system av differentialekvationer.

(a) Definiera vad som menas med nollrummet till en m X n matris A?

(b) Lat

7

w5

(t) = Tz (t) + 22a(t)
(t) = —4$1(t) + LL'Q(t)

21(0) = —4, 22(0) =3

1
u= (2|, v=| 4
3

—11

1

vara tva vektorer i R3. Visa att u och v #r ortogonala mot varandra och beriikna ||u||?, ||v]|?

och |lu+ v||?

(¢) For vilka virden pa skalidren h € R ér foljande vektorer linjirt oberoende?

uy

h
—2
-3

0
, Uy = h &U3:
6

-2
-1
1

Var god viénd!

(1p)
(3p)

(4p)



Del 2: Overbetygsdelen

Poing pa dessa uppgifter kan inte ridknas in for att na godkédntgrédnsen. Normalt krdvs fér podng pa uppgift att man

redovisat en fullstindig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

5. Avgor vilka av foljande pastaenden som &r sanna respektive falska. Alla svaren maste motiveras,
ritt svar utan motivering bel6nas ej.

(a) Om ) ir ett egenviirde till en matris A da &r A\? ett egenvirde till matrisen A2

(b) Fér alla kvadratiska matriser A och B giller f6ljande:

(A4 B)(A— B) = A*? - B?

C

(
d

Nollskilda ortogonala vektorer i R™ ar linjéart oberoende.
Om A #r en 3 x 3 matris, da dr dim(Col(A)) = dim(Nul(A4)).

e) Produkten av tva ortogonala matriser #r en ortogonal matris.

)
)
)
f) Lat u vara en 16sning till ekvationen Ax = b och v vara en 15sning till ekvationen Ax = 0,
dir A &r en m X n matris och b &r en vektor i R™. Da ér (u+ v) en 16sning till Ax = b.

(
(
6. Betrakta foljande matrisekvationer.

AXB=C-2XB (1)
XAB=C-2XB (2)

dér matriserna A, B och C &r definierade pa foljande vis.

-1 2 3 01 17
A=2 1 1 ,B:(l 0), c=[-2 4
1 1 -1 0 3

(a) Vilken av ekvation 1 och 2 har en losning X7 Vad har denna matris for dimension i sadant
fall?

(b) Los den ekvation som har en 16sning baserat pa din slutsats i deluppgift (a).

Lycka till!

(3p)

(3p)
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MATEMATIK Hjilpmedel: ej riknedosa
Chalmers tekniska hogskola Datum: 170313 kl. 14.00 - 18.00 Tentamen Telefonvakt: Carl Lundholm
5325

TMV 143 Linjir algebra

Tentan rattas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlimnade
papper. Fyll i omslaget ordentligt.

Bonuspoéng fran duggor 2017 och SI nérvaro réknas med.

For godkédnt pa tentan krdvs 25 poidng, for betyg 4 eller 5 kridvs dessutom 33 resp. 42 poiang.For godkint pa kursen skall
ocksa Matlabmomentet vara godként.

Losningar ldaggs ut pa kursens webbsida. Resultat meddelas via Ladok senast tre veckor efter tentamenstillfidllet. Granskning

alla vardagar utom onsdag 9-13, MV:s exp.

1 2 1
1. (a) Lat A= |2 3 2|. Bestim det(A), det(A4?) och det(24).
3 7 4

(b) Finn en matris X som uppfyller 2AX = B, diar A = [(1) i)] och B = [—28 g ;l] .
1 3 1 1 .
(¢ Lat A=|2 5 1|,b= [0]. Bestdm den unika losningen z = [gcl T9 xg] till Az = b.
3 11 1 1
[2 1 -2 1 1 2
(d) Lat A= |-1 1 —-1|ochB=|2 3 1]|.
(0 1 -1 113
i. Bestdm A~1.
8 -1 -5
ii. Visaatt B! = |-5 1 3
-1 0 1

iii. Bestdm inversen till AB.

2. (a) Ange definitionen fér nollrummet till en m x n matris A.
(b) Bestdm rang(A), samt baser och dimensioner fér Row(A), Col(A) och Nul(A), dér

1 2 -3 -3
A=12 4 4 14
1 2 1 5)
. . . —-18 15
3. (a) Diagonalisera matrisen A = {_20 17].

(b) Bestiim, med hjilp av resultatet i (a), 16sningen till foljande system av differentialekvationer :

2y (t) = =18z (t) + 15z2(t)
xh(t) = =20z (t) + 1722(t)

Var god vénd!

(3p)

(3p)



(a) Bestdm den linje y = kx + m som i minsta kvadratmetodens mening &r bést anpassad till
punkterna:
A=(1,0),B=(2,1),C=(3,3),D = (4,4)

at = |b1 2| OC = |c1 co| vara de baser 1Or som respektive bestar av
b) Lat B=|b1 b h C de baser for R? ktive besta

o[- []

Bestdm basytesmatriserna Po. g och Pp. ¢

5. Avgor vilka av foljande pastaenden som &r sanna respektive falska. Alla svar maste motiveras, ratt

svar utan motivering bel6nas ej.

Lat A och B vara n x n-matriser. Om AB = BA giller #ven att A?B = BA2.

Om en n x n-matris A ar inverterbar, sa ar dven A? inverterbar.

Om en n x n-matris A dr symmetrisk, sa #r dven A2 symmetrisk.

Lat A vara en n x n-matris som uppfyller A2 = A + I,,. D4 giller att A #r inverterbar.

Lat A vara en n X n-matris. A dr ortogonalt diagonaliserbar o.m.m. A &r en symmetrisk matris.

Lat A vara en m x n-matris med ortonormerade kolonner och lat = vara en vektor 1 R™.
Da giller att ||Az|| = ||z

6. Lat A vara en n x n-matris och Q(z) = X7 (AT A)X den kvadratiska formen definierad av den

symmetriska matrisen AT A.

(a) Visa att @ &r positivt semidefinit oavsett valet av A.

(b) Visa eller vederlidgg: Om A dr inverterbar sa ér @ positivt definit.

Tips: En kvadratisk form @ &r:

(a) Positivt definit om Q(x) > 0 for alla z, dir Q(x) = 0 endast for x = 0 (x &r en vektor).
(b) Positivt semidefinit om Q(z) > 0 for alla z, ddr Q(x) = 0 {6r nagot « # 0 (z &r en vektor).

Lycka till!

Marija
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MATEMATIK Hjilpmedel: ej riknedosa
Chalmers tekniska hogskola Datum: 180312 kl. 14.00 - 18.00 Tentamen Telefonvakt: Barbara Schnitzer
5325

TMV 143 Linjir algebra

Tentan rittas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringslistan och samtliga inlimnade
papper. Fyll i omslaget ordentligt.

Bonuspoéng fran 2018 ars duggor och SI nérvaro rédknas ocksa.

For godkant pa tentan krivs 25 poédng, for betyg 4 eller 5 kridvs 33 respektive 42 poing. For godkéint pa kursen skall dven
Matlab momentet vara godként.

Losningar ldaggs ut pa kursens webbsida. Resultat meddelas via Ladok senast tre veckor efter tentamenstillfidllet. Granskning

av tenta kan ske under alla vardagar utom onsdag 9-13 i MV:s expedition.

1. (a) Bestédm, med hjilp av Cramers regel, l6sningen till foljande ekvationssystem.

T+ 3rg +4x3 =5
To+x3=1
$1+4$2+7$3:1

(b) Bestidm matrisen X som uppfyller 2AX = B, dir

A=l e B[ 5

0 2 -4 3 1

1 —11

(¢) Latu= [2]| ochwv= | 4 | varatva tredimensionella vektorer. Visa att u och v &r ortogonala
3 1

mot varandra samt beriikna |[ul|?, ||v]|? och |lu + v]|?.
2 4 5 7
oo 13 R

(d) Lat B = 00 7 7| Bestam B~'.

0 0 0 1

(e) Bestdm volymen av parallellepipeden som spénns upp av vektorerna

vw=[0 2 3", vnu=[ 2 2" i R

och v3:[3 2 1]T

2. (a) Bestidm maximum och minimum fér féljande kvadratiska form
Q(x1,x2,23) = —m% +4xix9 — 42973 + xg

da 1, 3 och x3 uppfyller likheten x? + 23 + 2% = 2.

(b) Ange en ekvation till den linje som béist anpassar, i minsta kvadratmetodens mening, punkterna

A=(1,5), B=(2,6), C =(3,10), D = (4,12) och E = (5,17).

3. (a) Ange definitionen av nollrummet till en m x n matris.

10 -2 3
(b) Lat A= |—-2 1 4 0 |.Bestdm bade en bas samt dimension till Col(A), Nul(4) och
0O -1 0 -6
Row(A).

Var god vind!

(3p)

(3p)

(3p)



2 6

(b) Bestidim, med hjilp av resultatet i (a), 16sningen till foljande system av differentialekvationer:

4. (a) Diagonalisera matrisen A = {9 2}

5. Avgor vilka av foljande pastaenden som &r sanna respektive falska. Alla svar maste motiveras, ritt
svar utan motivering belonas e€j.
(a) Lat A och B vara n x n-matriser. Om B ir inverterbar da giller att det(BAB™!) = det(A).
(b) Lat A vara en 3 x 4 matris. Om Col(A) = R? giller diven att Nul(A4) = {0} diir O finns i R*.
(c) Om en n x n-matris A dr symmetrisk och inverterbar, s #r dven A~! symmetrisk.
(@)
(e) Lat A och B vara n x n-matriser. D& giiller att (4 + B)(A — B) = A% — B2

Produkten av tva ortogonala matriser dr en ortogonal matris.

6. Lat
1 2 11 30
A:[3 7}’ B:[z 3] C:[n 1}’
11 11 2 0
ol R R

Bestam 16sningen till féljande system av matrisekvationer.

AX+BY =C
DX +EY =F

Lycka till!

Marija
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