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Linjara ekvationssystem

X.1. Los ekvationssystemet:

2x + 3y
x -y = -1

|
o

X.2. Los ekvationssystemet:
x + y =2
2x = 2y =0
X.3. Los ekvationssystemet:

X 4+ y
+ 2y
-y

X.4 Skriv problem X.1-X.3 pa matrisform, Ax=b.
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X.5. Skriv f6ljande andra ordningens ODE som ett system av tva forsta ordnin-
gens ODFE’er,
Y' =2y =3y=x, y0)=1, y(0)=0.

Skriv systemet pa matrisfrom. Beridkna 16sningen.

X.6. Skriv foljande andra ordningens ODE som ett system av tva forsta ord-
ningens ODFE’er,

Y +sin(y) = xcos(x), y0)=1, y(0)=1.

Los ej ekvationen.



X.7. Skriv foljande system av tva forsta ordningens ODE’er som en andra ord-
ningens ODE och berédkna 16sningen,
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X.8. Skriv foljande system av tva forsta ordningens ODE’er som en andra ord-
ningens ODE. Berékna l6sningen,
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X.9. (abcd) Formulera framat Euler metoden for systemen av forsta ordningen
fran uppgifter 5-8. Lat 2 = 0.1 och beridkna l6sningen efter ett steg i framat Euler
algoritmen, alltsa en approximation till 16sningeni# = 0.1.
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X.10. (abcd) Formulera bakat Euler metoden for systemen av forsta ordningen
fran uppgifter 5-8.

X1 Visaatt (1+32) < et forn=1,2,3,....

X.12. Hirled en formel for e genom att anvidnda bakat Euler metoden for att
16sa den differentialekvation som definierar e*.

X.13 Visa att cos(x + y) = cosxcos(y) — sin(x) sin(y) genom att definiera cos
och sin som 16sning till differentialekvationen u”(x) + u(x) = 0.

X.14 Vilken differentialekvationer uppfyller cosh(x) och sinh(x)?

X.15. Finn a,C > 0 sa att [f(¢)] < Ce* for alla t > 0, for: (a) f(¢) = sin(z),
(b) f(r) =te*, (c) f(1) =log(z+ 1), (d) f(1) =7r.

X.16. Berikna Laplace transformen av f(¢) = cos(br).

X.17. Berikna Laplace transformen av f(f) = e*. For vilka s ir Laplace trans-
formen F(s) definierad?

X.18. Berikna Laplace transformen av f(¢f) = 6(t) — 6(¢t — 2), dir 6(t) = 0,
fort < 0,och 0(¢r) = 1, for t > 0.

X.19. Berikna Laplace transformen av f(r) = ¢*. Giller |f(7)] < Ce” for na-
graa,C > 0?



X.20. Visaatt [ f(1)g(t — 1) dr = [} f(t - T)g(1) d.

X.21. Anvind Laplace transform for att 16sa ekvationen, y” + 2y +y = f(¢),
y(0) = 0, y'(0) = 1 givet att te”" har Laplace transform (1 + )72,

X.22. Anvind Laplace transform for att 16sa ekvationen, y' + ky = ¢, y(0) = 0,

givet att ¢ har Laplace transform s~2.

X.23. Berikna den funktion vars Laplacetransform ges av H(s) = ﬁ genom
att anvénda faltning.

Facit

X.dx=1ochy=2.
X.2 x=1ochy=1. Ekvation 2 ger x = y ekvation 1 ger x =y = 1.
X3x=1,y=2o0chz=3.
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X.5Latu =y och & = v. Vi far da,
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Karaktiristiska ekvationen 72 — 2r — 3 = 0 har losningar r = -1 och r = 3.
Homogenldsningen ges av y,(x) = Cie™™ + Coe** och partikuldrlgsningen y,(x) =
—1x+3. Begynnelsevillkoren ger y(0) = C;+Co+% = 1 ochy'(0) = =C1+3C,—1 =
0 alltsd y(x) = e + Je** — 3x + 3.
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X.6 Latu =yochv =u,

u -v | _ 0 u@©) |
v sin@) | T xcosx) |7 YOR
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X.7 Forsta ekvationen ger iz — v = 0 alltsa v = i. Sitt in detta i andra ekvationen,
0 = v+ 4u = ii + 4u. Losningen till ekvationen ii + 4u = 0 hges av u(?) =
Asin(2f) + Bcos(2t) (den karaktiristiska ekvationen ir 72 + 4 = 0 med 16sning
r, = 2i och r, = —2i vilket ger 16sningar u(t) = C,e*" + C,e %", realdelen av detta
ger 16sningen), begynnelsevillkoren ger u(t) = sin(2f).

X.8 Forsta ekvationen ger it + v = 0, alltsa v = —z. Andra ekvationen ger da med
v =—qatt v+v? = —ii+ (@)*> = 0, u(0) = 0, och i2(0) = 1. Losningen till v +1? = 0

med v(0) = 1 ges av v(f) = ILH (separabel v! = — fv‘zdv = fdt =t + C medfor
v(t) = ﬁ, v(0) = 1 medfor C = 1) u(t) = —fot ﬁdf =—log(l+1)+C,u(0)=0
ger u(t) = —log(1 + 7).

X.9-X.10

Givet ett system av ODE pa formen x(f) = F(x, ) med begynnelsevillkor x(0) =
Xo. Framat Euler approximationen med steglidngd & ges daav,

xn+1_xn:hF(xnatn), n:O,l,-n
Bakat Euler approximationen ges av
Xn+1 — Xn :hF(-xn+l,tn+l)a n=0,1,...,

dir t, = n - h. Nedan &r F linjdr. I det fallet har vi F(x,t) = Ax + b(¢t), ddr A ar
matris och b vektor.

(X.5)

Framat Euler:

[ Up+1 — Up + 01

Vatl — Van

Sall]eda] 1l

diar,x,=n-h,n=0,1,.... [u;,vi] = [1,0.3].
Bakat Euler:

Ups1 — Up 0 =1 || tpar | _ 0 up | |1
st ST [ | Srs C] U A WY R Y
diar,x,=n-h,n=0,1,....

X.7
Framat Euler;

Ups1 — Uy 0 -1 u, | 0 up | |0
e P A R Y A A
dir,x,=n-h,n=0,1,.... [u;,v;] =[0.1, 1].
Bakat Euler:



[ Ml’l+1 _ul’l +O.1

Vil — Vi

0 -1 Uper | _ | O up | | O
4 0 Vil B o Vo a 1
dir,x,=n-h,n=0,1,....

X.11

Eftersom log &r stringt vixande kan vi logaritmera pada sidor utan att paverka

olikheten. Visare har vi att log(1 + x) = fllﬂ‘i—;v < fllﬂ dy = x. Vi far nlog(1 +
x/n) < x =log(e").

X.12
Vi approximerar ekvationen y'(x) = y(x), y(0) = 1, med bakat Euler metoden.
Vi delar upp intervallet (0, 1) i n delintervall. Vi fary, — y,_; = y,/n vilket ger

Vp = (1 - l)_1 Y1 = oo = (1 - %)_n, eftersom yy = 1, och ddrmed

1 -n
e= limn_m(l - —) .
n

X.13

Vi later u” + u = 0 dir u(0) = @ och u’(0) = B. For att u(x) = cos(x + y) viljer vi
a = cos(y) och g till derivatan berdknad i y, 8 = — sin(y). Definitionen av cos(x)
och sin(x) ger tillsammans med linjdritet att u(x) = a cos(x) + Bsin(x). Alltsa dr
cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y).

X.14
De 16ser ekvationen y”(x) = y(x) med begynnelsevirden (cosh) y(0) = 1,y'(0) = 1
och (sinh) y(0) = 0, y'(0) = 1.

X.15
Vi har att 1 + ¢ < ¢’ for alla ¢ (for r = 0 har vi likhet), och darfor log(1 + 1) < ¢,
t>0,.Vifar(a) C=1,a=0 ®)C=1,a=3 ()C=1l,a=1 @C=1,
a=3.

X.16

F(s) = = 5-

X.17

F(s) = fooo e Sl dt = fooo e~ g = %, Re(s) > 3.
X.18

F(s)= [ledr =[S = (1 - e2)/s.

X.19

I .
F(s) = <7 genom rekursion. Ja, C = 1,a = n.
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X.20

fr@gt-ndr=(i=1-1) =~ [ ft-DgDdi= [ f(t-Dg(t)dr.

X.21

Vi har (s> + 25 + 1)Y(s) + 1 = F(s) detta ger Y(s) = F(s)(1 + 5)72 = (1 + 5)72.
Transformerar vi tillbaka far vi: y(r) = fol ft—1t)re " dr —te™.

X.22

Vi far Y(s) = ol = 24 Yy UE D Girvi tillbaka till y(r) far vi dd
Y(@0) = —1/R% + t/k + e k2.
X.23

Vi vet att funktionen f(¢) = 1 har transform F(s) = % och funktionen g(7) = e har
transform G(s) = H% Eftersom H(s) = F(s) - G(s) ges h(t) = foz f(t—1)g(r)dr =
j; l-e"dr=1-e"".



