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Förord och läsanvisningar

{ ! }Denna version av boken är ett preliminärt utkast från 17 december 2018. Boken förväntas vara färdigställd
hösten 2019. Synpunkter på materialet och korrektioner av eventuella tryckfel mottages tacksamt på email till
axel@chalmers.se.

Denna bok ger en introduktion till matematisk analys och linjär algebra för teknisk högskola. Boken
bygger på föreläsningsanteckningar från kurser vi föreläst påmaskinprogrammet på Chalmers och vår am-
bition har varit att skriva en bok som ger en koncis och lättillgänglig men samtidigt rigorös beskrivning av
detmatematiska teoribygget, med tydliga kopplingar till modellering, beräkning, algoritmer och program-
mering.

Vår ambition har också varit att ge studenten en bok som kan läsas från pärm till pärm, istället för en
tegelsten sprängfylldmed exempel och utvikningar; därav det kompakta formatet och det relativt sparsam-
ma utrymme som ges åt lösta exempel.

Boken är strukturerad i fyra delar, med avsikt att varje del kan läsas som en 7,5 poängskurs. Varje del
är i sin tur indelad i åtta kapitel, ett kapitel för vardera av Chalmers åtta läsveckor. De olika delarnas te-
man motiveras utifrån ekvationslösning som är ett centralt verktyg inom modellering och problemlösning
i naturvetenskaperna och ingenjörskonsten. Upplägget kan därför sägas vara problemmotiverat. Varje del
motiveras utifrån vår vilja att kunna lösa en viss klass av ekvationer: f(x) = 0 (skalära ickelinjära ekva-
tioner; del I), u′ = f (integraler och ordinära differentialekvationer; del II), Ax = b (system av linjära
ekvationer; del III) och A(u) = f (system av ickelinjära partiella differentialekvationer; del IV). Dessa
teman bildar en röd tråd som löper genom texten,men notera att även omupplägget är problemmotiverat
så är det inte problembaserat. Texten följer istället en traditionellt matematisk beskrivningmed definition,
sats och bevis. Den som så önskar kan därför välja att istället tänka på bokens olika delar som differential-
kalkyl (del I), integralkalkyl (del II), linjär algebra (del III) och flervariabelanalys (del IV).

Bokens övningsuppgifter är indelade i “Övningar” och “Problem”. Övningarna standarduppgifter på
specifika temanoch avsedda för kunskapskontroll ochmängdträning,medanproblemen kombinerar olika
teman och kan kräva mer eftertanke.

Bevis märkta med ⋆ är av lite mer utmanande karaktär och ingår normalt inte i en standardkurs för
godkänt betyg. I övrigt är rekommendationen att läsa (och förstå!) boken i sin helhet och att arbeta flitigt
med bokens övningar och problem. En lämplig omfattning kan vara att göra hälften av alla uppgifter; gör
alla övningsuppgifter märkta (a) och (b) samt alla udda problem. Resterande uppgifter kan fungera som
extra träning eller repetitionsmaterial inför tentamen.
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Författarna
Göteborg, 17 december 2018
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0. Ekvationen u′ = f

0.1 Integralen 1

0.2 Ordinära differentialekvationer 2

0.3 Numeriska metoder 3

Denna bok kan sägas handla om att lösa ekvationen u′ = f . Om f är oberoende av u så innebär
det att vi söker primitivfunktionen eller integralen av f . Integralen är, tillsammans med derivatan,
analysens grundpelare och används för att bestämma areor, volymer, flöden, sannolikheter och mycket
annat. Om f beror på u blir u′ = f(u) en ordinär differentialekvation (ODE). ODE beskriver också
en stor mängd viktiga tillämpningar som planeternas banor och mekaniska system. Vi studerar både
analytiska och numeriska lösningstekniker för integraler och ODE.

0.1 Integralen

Arean av geometriska former som trianglar och rektanglar ges av enkla formler, basen gånger höjden för
rektangeln ochbasen gångenhöjden genom två för triangeln,menhur bestämmerman arean av ett område
definierat av godtyckliga funktioner som i figur 1?Denna fråga är central i de två första kapitlen i boken. Vi

a b

x

y=f(x)

Figur 1: Integralen av en funktion f(x)mellan x = a och x = b ger arean av den markerade ytan.

1



2 0.2. Ordinära differentialekvationer

approximerar ett områdes areamed hjälp av en summa av rektangelareormed finare och finare indelningar.
Dessa summor kallas Riemann-summor och konvergerar i gräns mot områdets area. Riemann-summorna
leder oss till integralbegreppet och vidare till dess koppling till derivatan. Analysens fundamentalsats visar
nämligen att integralen kan ses som derivatans invers. Bestämningen av integralen av en funktion f kan
därför göras genom att beräkna primitivfunktionen av f eller uttryckt med formler, lösa ekvationen u′ =
f .

I kapitel 1 och 2 studerar vi vilka funktioner f som låter sig integreras, integralens egenskaper samt
tekniker för att bestämma primitivfunktioner. Det visar sig nämligen vara mer utmanande att bestämma
primitivfunktion av en given funktion än att bestämma funktionens derivata. Vidare kommer vi studera
hur integralen kan användas för att bestämma volymen hos en rotationskropp, tyngdpunkt, kurvors längd
och ytors area.

0.2 Ordinära differentialekvationer

Det andra stora området som vi studerar i denna bok är ordinära differentialekvationer (ODE). ODE är
ekvationer där lösningen är en funktionu av en variabel t och där derivator av lösningen ingår, till exempel

u′(t) = u(t). (1)

Många fenomen i naturen beskrivs matematiskt av differentialekvationer, till exempel, populationer i eko-
system, planeternas banor, mekaniska system och elektriska kretsar. Variabeln t är i många tillämpningar
tiden. I sådana system beskriver lösningen u(t) systemets evolution givet ett start- eller begynnelsevärde
u(0). I figur 2 ser vi lösningen till ekvation (1) med tre olika begynnelsevärden. I kapitel 3-5 studerar vi un-

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

Figur 2: Den ordinära differentialekvationen u′(t) = u(t) löst med tre olika begynnelsevärden u(0) =
0.5, 0.75, 1.

der vilka förutsättningar ODE har unik lösning, hur man bestämmer lösningen med analytiska tekniker
och även hur man kan lösa system av flera kopplade ODE.



Kapitel 0. Ekvationen u′ = f 3

0.3 Numeriska metoder

Många integraler och ODE låter sig inte lösas med analytiska metoder. I sådana fall krävs numeriska me-
toder. Dessa är generellt användbara men ger approximativa lösningar. De bygger på en indelning av in-
tervallet som integralen ska beräknas över eller tidsintervallet för vilket ODE ska lösas, i små delintervall.
På varje delintervall beräknas en approximation av lösningen. I fallet med integralen kan till exempel inte-
gralen på ett litet intervall approximeras av funktionens värde i mittpunkten gånger intervallets längd eller
som i figur 3 en fyrhörning (trapets) definierad av intervallet och funktionens värde i ändpunkterna. För

x0 xnx1 x2 ... xn−1

x

y=f(x)

Figur 3: Trapetsmetoden för approximation av integralen av en funktion f mellan x0 = a och xn = b.

ODE approximeras derivatanmed en differenskvot och funktionen evalueras i en punkt på intervallet. De
numeriska metoderna är inte exakta men vi kommer att visa att de konvergerar mot rätt lösning när inter-
vallens längd går mot noll. Dessutom kommer vi se hur felet i approximationen beror på intervallängden.
Numeriska metoder för att beräkna integraler behandlas i slutet av kapitel 2 och numeriska metoder för
ODE i kapitel 6. Numeriskametoder är generella och låter oss studera komplicerade tillämpningar som att
förutsäga planeternas rörelse i vårt solsystem. Vi återkommer till detta i kapitel 7.
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I detta kapitel introducerar vi integralen som, tillsammans med derivatan, är den matematiska analy-
sens grundpelare. Med hjälp av integralen kan vi bestämma arean av områden i planet som begränsas
av kurvor. Detta är ett centralt problem inom den matematiska analysen. Vi kommer också se att are-
an under en funktion (integralen) har en nära koppling till tangenten (derivatan) av funktionen,
genom analysens fundamentalsats. Integralen används, förutom för att bestämma areor, även för att
bestämma volymer, massa, moment, flöden och mycket annat.

1.1 Area som gränsvärde av summor

Vi kan bestämma arean av områden som begränsas av räta linjer (polygonområden), så som rektanglar och
trianglar, med hjälp av kända formler. Arean ges av basen gånger höjden för rektangeln och basen gånger
höjden genom två för triangeln. Eftersom polygonområden kan delas upp i ändligt många trianglar kan vi
även bestämma arean av sådana som ändliga summor av triangelareor.

Exempel 1.1 I figur 1.1 ser vi ett polygonområde som är uppdelat i sju trianglar. Arean av de
enskilda trianglarna kan bestämmas som basen gånger höjden genom två vilket gerA1 =

1
2 ,A2 =

1
4 , A3 = 1

2 , A4 = 1
4 , A5 = 1

2 , A6 = 1
2 och A7 = 1

2 . Den sammanlagda arean blir A =∑7
i=1Ai = 3.

För områden som avgränsas av mer komplicerade kurvor kan vi inte längre använda ändliga summor
av enkla former, som rektanglar och trianglar, för att bestämma arean. Däremot kan vi komma godtyckligt
nära arean av området genom att approximera med ändligt många enkla former. Ju finare indelning som
används ju närmare kommer vi. Arean ges därför som ett gränsvärde av approximationer.

En stor klass ytor i planet kanbeskrivas somskillnadenmellan tvåområden somvaroch en liggermellan
en given kurva ochx-axeln. I figur 1.2 ser vi funktionernaf(x)ochg(x). Areanmellan kurvorna (mörkgrå)
ges av arean mellan f(x) och 0 (mörk- och ljusgrå) minus arean mellan g(x) och 0 för x ∈ [a, b]. Det är
därför naturligt att studera areanmellan en given funktion och x-axeln och även tillåta negativa värden då

4
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A1
A2

A3

A4

A5A6

A7

2

2

x

y

Figur 1.1: Indelning av polygonområde i trianglar.

f(x) < 0. Vi låter f(x) vara en given funktion definierad för x ∈ [a, b]. Arean (med tecken) mellan en
funktion f(x) och x-axeln från en punkt x = a till x = b kan approximeras genom att dela in intervallet
[a, b] i delintervall och på varje delintervall beräkna arean av en rektangel med höjd given av funktionen
f(x). I figur 1.3 illustrerar vi denna teknik för funktionen f(x) = sin(x) med a = 0, b = 2π och 8
delintervall. I detta fall är detmittpunkten i varje delintervall somanvänds för att approximera funktionens
värde. Vi ger två exempel på hur arean kan bestämmas.

Exempel 1.2 (Arean under sinus) Vi börjar med exemplet i figur 1.3. Vi låter f(x) = sin(x)
och x ∈ [0, 2π]. Vi delar in intervalet i n lika stora delar där n = 2m är jämnt,∆xi =

2π
n = π

m .
Vi evaluerar f i mittpunkten på varje intervall och får

Sn =

n∑
i=1

sin

(
2π
(
i− 1

2

)
n

)
2π

n
(1.1)

=
π

m

m∑
i=1

sin
(
π(2i− 1)

2m

)
+

π

m

2m∑
i=m+1

sin
(
π(2i− 1)

2m

)
(1.2)

=
π

m

m∑
i=1

(
sin
(
π(2i− 1)

2m

)
+ sin

(
π(2i− 1)

2m
+ π

))
(1.3)

= 0, (1.4)

eftersom sin(x) = − sin(x+ π). Detta resultat gäller för alla n.

Exempel 1.3 (Arean under en linjär kurva) Bestäm areanS av ytan sombegränsas av f(x) =
2x, x-axeln och x = 1. Vi delar in intervallet [0, 1] i n lika långa delintervall, 0 = x0 < x1 <
· · · < xn = 1, där xi = i

n , i = 0, . . . , n. Vi bestämmer nu ytan Sn av n rektanglar med bas
xi− xi−1 =

1
n och höjden f(xi) = 2xi, i = 1, . . . , n, som är det högra funktionsvärdet på varje
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f(x)

g(x)

a b

x

y

Figur 1.2: Areanmellan två funktioner f(x) och g(x) ges av areanmellan f(x) och 0minus areanmellan g(x)
och 0.

x

y

Figur 1.3: Areaapproximation med 8 lika långa delintervall och evaluering av funktionen sin(x) i mittpunkten
på varje intervall.
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intervall. I gräns blir resultatet detsamma oberoende av vilken punkt i intervallet som väljs. Vi får

n∑
i=1

f(xi)(xi − xi−1) =

n∑
i=1

2i

n

1

n
=

2

n2

n∑
i=1

i =
n(n+ 1)

n2
= 1 +

1

n
, (1.5)

eftersom
∑n

i=1 i =
n(n+1)

2 . Därför blir S = limn→∞ Sn = 1.

För att kunna gör motsvarande uträkning för en kvadratisk funktion i nästa exempel behöver vi an-
vända att

∑n
i=1 i

2 = n(n+1)(2n+1)
6 . Vi lämnar beviset av denna formel som en problemuppgift.

Exempel 1.4 (Arean under en kvadratisk kurva) Bestäm arean S av ytan som begränsas
av f(x) = x2, x-axeln, y-axeln och x = 2. Vi delar in intervallet [0, 2] i n lika långa delintervall,
0 = x0 < x1 < · · · < xn = 2, där xi = 2i

n , i = 0, . . . , n. Vi bestämmer nu ytan Sn av n
rektanglar med bas xi − xi−1 =

2
n och höjd f(xi), i = 1, . . . , n

n∑
i=1

f(xi)(xi − xi−1) =

n∑
i=1

22i2

n2

2

n
= 8

(n+ 1)(2n+ 1)

6n2
=

8

3

(
1 +

3

2n
+

1

2n2

)
. (1.6)

Vi får att S = limn→∞ Sn = 8
3 .

I första exemplet använder vimittpunktenoch i de båda andra väljer vi denhögra ändpunktenpådelin-
tervallen när vi avgör rektangelns höjd. Detta val är alltså inte unikt. En godtycklig punkt i delintervallet
kan användas. Vi noterar även att ju högre polynomgrad vi har desto mer komplicerad blir beräkningen
av summans gränsvärde. Som tur är kommer definitionen av integralen och analysens fundamentalsats ge
oss betydligt kraftfullare redskap för att bestämma areor under funktioner.

1.2 Riemann-summor

Vi har sett att bestämning av area under funktioner kan utföras med hjälp av summor på finare och finare
uppdelningar av ett intervall. Vi ska nu presentera ett systematiskt sätt att utföra areabestämning. Vi börjar
med att introducera en uppdelning av intervallet [a, b] i n delintervall.

Definition 1.1 (Partition) LåtP = {x0, x1, x2, . . . , xn} vara en uppsättning reella tal sådana
att a = x0 < x1 < · · · < xn = b. P kallas en partition av intervallet [a, b] i n delintervall
[xi−1, xi], i = 1, . . . , n. Vi låter∆xi = xi − xi−1, i = 1, . . . , n, beteckna längden av delinter-
vallen samt∆x = max1≤i≤n∆xi.

Låt oss studera en given funktion f på intervallet [a, b]. Vi vill bestämma arean med tecken mellan
funktionen och x-axeln, mellan x = a och x = b. Det innebär att positiva funktionsvärden ger positiva
bidrag till resultatet medan negativa värden ger negativa bidrag. Genom att approximera f på varje delin-
tervall, med funktionensminimum respektivemaximum, kan vi bestämma undre, respektive övre, gränser
för arean under kurvan. Genom att förfina partitionen av [a, b] kan vi successivt närma oss arean nedifrån
och uppifrån. Dessa summor kallas undre och övre Riemann-summor. Om summorna konvergerar mot
samma sak definierar detta värde arean (med tecken) under kurvan.



8 1.2. Riemann-summor

Alla funktioner är dock inte kontinuerliga. Vi vill definiera Riemann-summor för en större klass funk-
tioner, nämligen de begränsade funktionerna. Dåmåste vi ersätta minimum ochmaximum i konstruktio-
nen med största undre begränsning och minsta övre begränsning. Sats 1.14 i del I säger att en begränsad
mängd reella tal, i detta fall {f(x) : x ∈ [xi−1, xi]}, har en minsta övre begränsning (och en största
undre begränsning). Vi använder därför dessa begränsningar av funktionen f i definitionen av Riemann-
summor.

Definition 1.2 (Undre och övre Riemann-summa) Låt P vara en partition av [a, b] i n
delintervall och f(x) vara en begränsad funktion definierad på [a, b]. Vidare låt f i

min vara största
undre begränsning och f i

max minsta övre begränsning till mängden {f(x) : x ∈ [xi−1, xi]} så att
f i
min ≤ f(x) ≤ f i

max, på delintervallet [xi−1, xi], i = 1, . . . , n. Vi definierar denundre Imin(f, P )
och övre Imax(f, P )Riemann-summan av funktionen f med partitionen P som

Imin(f, P ) =
n∑

i=1

f i
min∆xi, (1.7)

Imax(f, P ) =

n∑
i=1

f i
max∆xi. (1.8)

Den undre Riemann-summan för en given funktion f med partition P är alltid mindre än den övre.
Om partitionen utökas med fler och fler punkter kommer den undre Riemann-summan att växa (eller
förbli densamma) medan den övre istället kommer att avta (eller förbli densamma). Om vi går i gräns och
låter antal intervall i partitionen P gå mot oändligheten så att ∆x går mot noll, konvergerar både den
undre och den övre Riemann-summan. Om dessa gränsvärden sammanfaller är de lika med arean (med
tecken) under funktionen f(x) på intervallet [a, b].

Exempel 1.5 (Undre och övre Riemann-summa) Vi studerar funktionen f(x) = (x −
1)2 på intervallet 0 ≤ x ≤ 2. Vi delar in intervallet i 8 lika stora delintervall och beräknar först
den undre Riemannsumman. Eftersom minimum på varje intervall ska bestämmas noterar vi att
funktionen är avtagande för x < 1. Alltså kommer minimum alltid vara i den högra ändpunkten
på delintervallen för x < 1. För x > 1 är funktionen växande, alltså antas minimum i den vänstra
ändpunkten. Vi låter xi = i

4 för i = 0, . . . , 8, och får

Imin =
8∑

i=1

min
x∈[xi−1,xi]

f(x)(xi − xi−1) (1.9)

=
1

4

(
4∑

i=1

( i
4
− 1
)2

+
8∑

i=5

( i− 1

4
− 1
)2) (1.10)

=
1

2

((3
4

)2
+
(2
4

)2
+
(1
4

)2
+
(0
4

)2) (1.11)

=
7

16
. (1.12)

Vi använder att grafen är symmetrisk runt x = 1 vilket innebär att de två delsummorna måste vara
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Figur 1.4:Mörkgrå representerar denundreRiemann-summanochmörk- och ljusgrå tillsammans representerar
den övre Riemann-summan.

lika stora. För den övre Riemannsumman får vi med liknande resonemang

Imax =
8∑

i=1

max
x∈[xi−1,xi]

f(x)(xi − xi−1) (1.13)

=
1

4

(
4∑

i=1

(
i− 1

4
− 1

)2

+
8∑

i=5

(
i

4
− 1

)2
)

(1.14)

=
1

2

((
4

4

)2

+

(
3

4

)2

+

(
2

4

)2

+

(
1

4

)2
)

(1.15)

=
15

16
. (1.16)

I figur 1.4 representeras denövreRiemann-summanav ljusgrå plusmörkgrå områdenochdenundre
av de mörkgrå.

1.3 Definition av integralen

Vi är nu redo att definiera integralen av en funktion på ett givet intervall. Definitionen bygger på approx-
imation med hjälp av övre och undre Riemann-summor. Eftersom vi definierar Riemann-summorna för
begränsade funktioner kan vi även definiera integralen för begränsade funktioner.
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Definition 1.3 (Integralen) Låt f(x) vara en begränsad funktion definierad på intervallet [a, b].
Vidare låt Imin(f, P ) och Imax(f, P ) vara undre och övre Riemann-summor med en partition P
av [a, b]. Om det finns ett unikt tal I ∈ R sådant att Imin(f, P ) ≤ I ≤ Imax(f, P ) för alla P ,
säger vi att f(x) är integrerbar på [a, b] och talet I är integralen av f på [a, b]. Vi skriver

I =

∫ b

a
f(x) dx, (1.17)

där a och b är integrationsgränser, f(x) integrand och dx differentialen av x.

Det är inte alltid enkelt att använda denna definition för att avgöra om en funktion är integrerbar.
Följande sats ger ett annat villkor.

Sats 1.1 (Integrerbarhet) En begränsad funktion f är integrerbar på intervallet [a, b] om och
endast om det för varje ϵ > 0 finns en partitionP av [a, b] sådan att Imax(f, P )−Imin(f, P ) < ϵ.

Bevis. Vi antar först att det för varje ϵ > 0 finns (minst) en partition P av [a, b] sådan att Imax(f, P ) −
Imin(f, P ) < ϵ. Vi vill visa att det då kan finnas endast ett tal I som uppfyller Imin(f, P

′) ≤ I ≤
Imax(f, P

′) för alla partitionerP ′ av [a, b]. För att göra det antar vi motsatsen och visar att det leder till en
motsägelse.

Om det finns två olika tal I1 < I2 som uppfyller olikheten har vi att

I2 − I1 ≤ Imax(f, P )− Imin(f, P ) < ϵ, (1.18)

för varje ϵ. Men eftersom det gäller för godtyckligt små ϵ > 0 måste I2 − I1 = 0. Alltså gäller I1 = I2
och I = I1 = I2 är därmed unik.

Åt andra hållet vill vi visa att om det endast finns ett I som uppfyller Imin(f, P ) ≤ I ≤ Imax(f, P ) så
måste det för varje ϵ > 0 finnas en partition P som uppfyller Imax(f, P )− Imin(f, P ) < ϵ. Vi använder
igen motsägelsebevis. Vi antar att det finns något ϵ > 0 sådant att Imax(f, P ) − Imin(f, P ) ≥ ϵ för alla
P . Med då gäller även för I + ϵ

2 att Imin(f, P ) ≤ I + ϵ
2 ≤ Imax(f, P ) för alla P vilket motsäger att I är

unik.

Vi använder nu sats 1.1 för att avgöra om en funktion är integrerbar.

Exempel 1.6 (Integrerbarhet) Avgör om funktionen f(x) = 4x + 3 är integrerbar på in-
tervallet [0, 1]. Vi konstruerar P = {x0, x1, . . . , xn} där xi = i

n , i = 0, . . . , n. Minimum och
maximum på [xi−1, xi] ges av f i

min = 4xi−1 + 3 och f i
max = 4xi + 3 eftersom funktionen är

växande. Vi låter

Imin(f, P ) =

n∑
i=1

(
4(i− 1)

n
+ 3

)
1

n
=

4n(n− 1)

2n2
+ 3 = 5− 2

n
(1.19)

och

Imax(f, P ) =

n∑
i=1

(
4i

n
+ 3

)
1

n
=

4n(n+ 1)

2n2
+ 3 = 5 +

2

n
. (1.20)

Därmed gäller att Imax(f, P ) − Imin(f, P ) = 4
n . Detta innebär att för varje ϵ > 0 finns ett n så

att Imax − Imin < ϵ. Alltså är funktionen integrerbar med integralen I =
∫ 1
0 f(x) dx =

∫ 1
0 4x+

3 dx = 5.
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Av detta exempel framgår att det krävs en del arbete för att avgöra om en funktion är integrerbar även
med hjälp av sats 1.1. Följande sats visar att en stor klass av funktioner är integrerbara, nämligen de konti-
nuerliga funktionerna.

Sats 1.2 (Kontinuerliga funktioner är integrerbara) Om f är kontinuerlig på [a, b] så
är f integrerbar på [a, b] och alla Riemann-summor I(f, P ) =

∑n
i=1 f(ci)∆xi, med partition

{x0, x1, . . . , xn} och godtyckliga evalueringspunkter ci ∈ [xi−1, xi], konvergerar

n∑
i=1

f(ci)∆xi →
∫ b

a
f(x) dx då ∆x = max

i=1,...,n
∆xi → 0.

Bevis. Vi börjar med integrerbarhet. Eftersom f(x) är kontinuerlig på det slutna intervallet [a, b] är funk-
tionen likformigt kontinuerlig. Därför gäller för varje ϵ > 0 att det finns ett δ > 0 så att

|f(x)− f(y)| < ϵ

b− a
, (1.21)

för alla x, y ∈ [a, b] sådana att |x − y| < δ. Vi kan då för ett fixt tillräckligt stort n ∈ N konstruera en
partition P av [a, b] sådan att

a = x0 < x1 < · · · < xn = b, (1.22)

och ∆x = max1≤i≤n∆xi < δ, där ∆xi = xi − xi−1. Vi konstruerar den övre och undre Riemann-
summan med partitionen P och får att

Imax(f, P )− Imin(f, P ) ≤
n∑

i=1

ϵ

b− a
∆xi = ϵ. (1.23)

Eftersom denna konstruktion kan göras för varje ϵ > 0 ger sats 1.1 att kontinuerliga funktioner på slutna
intervall är integrerbara.

Vi går till konvergens av Riemann-summor. Konstruktionen ovan ger med samma partition P att

∣∣ n∑
i=1

f(ci)∆xi −
∫ b

a
f(x) dx

∣∣ ≤ Imax(f, P )− Imin(f, P ) < ϵ,

för alla ϵ > 0. Detta innebär att
∑n

i=1 f(ci)∆xi →
∫ b
a f(x) dx då max1≤i≤n∆xi → 0.

Detta resultat kanutvidgas till funktioner somär kontinuerliga ochbegränsade på halvöppna intervall,
till exempel (a, b]. Vi låter x0 = a och x1 = a + ϵ

4M i partitionen P där M är begränsningen av f ,
|f(x)| ≤M . I övrigt väljer vi punkter {xi}ni=1 så att |f(x)− f(y)| ≤ ϵ

2(b−a) , för alla x, y ∈ [xi−1, xi]

och alla i = 2, . . . , n, vilket är möjligt eftersom f är likformigt kontinuerlig på [x1, b]. Vi får då

Imax(f, P )− Imin(f, P ) ≤ 2Mϵ

4M
+

n∑
j=2

ϵ

2(b− a)
∆xj <

ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ, (1.24)

eftersom skillnadenmellan övre och undre begränsningen av f alltid är begränsad av 2M på delintervallet
[a, x1]och ϵ

2(b−a) påövriga delintervall. Eftersom funktioner somärbegränsade ochkontinuerliga påhalv-
öppna intervall är integrerbara, gäller även att styckvis kontinuerliga funktioner är integrerbara eftersom
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x

y

Figur 1.5: En styckvis kontinuerlig funktion.

de kan delas upp i funktioner som är kontinuerliga på halvöppna intervall. I figur 1.5 ser vi ett exempel på
en styckvis kontinuerlig funktion som delats upp i en del som är kontinuerlig på ett slutet intervall och två
som inte är det.

Det finns även funktioner som är begränsademen inte integrerbara. Det vanligaste exemplet är följan-
de högst diskontinuerliga funktion.

Exempel 1.7 (Begränsad men inte integrerbar) Låt f vara funktionen definierad av

f(x) =

{
1, x ∈ Q
0, x ∈ R \Q . (1.25)

Vi vill avgöra om integralen
∫ 1
0 f(x) dx existerar. För varje partition P finns ett irrationellt tal i

varje delintervall. Därför är den undre Riemann-summan för alla partitioner lika med 0. På samma
sätt finns alltid ett rationellt tal i varje delintervall vilket gör att den övre Riemann-summan alltid
är lika med 1. Alltså kan finns det inte bara ett tal I sådant att Imin ≤ I ≤ Imax vilket innebär
att f inte är integrerbar. Det finns ett mer generellt integralbegrepp som kan hantera även så här
konstiga funktioner. Den integralen kallas Lebesgue-integralen. Funktionen i det här exemplet är
faktiskt Lebesgue-integrerbar med integralen 0.

Av integralens definition följer ett stort antal egenskaper som kan härledas med hjälp av Riemann-
summor och sats 1.1.
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Sats 1.3 (Integralens egenskaper) Låt f, g vara integrerbara på [a, b]. Då gäller,∫ a

a
f(x) dx = 0, (1.26)∫ b

a
f(x) dx = −

∫ a

b
f(x) dx, (1.27)∫ b

a
(Af(x) +Bg(x)) dx = A

∫ b

a
f(x) dx+B

∫ b

a
g(x) dx, (1.28)∫ b

a
f(x) dx ≤

∫ b

a
g(x) dx, om f(x) ≤ g(x) ∀x ∈ [a, b], (1.29)∣∣∣∣∫ b

a
f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|f(x)| dx, (1.30)∫ a

−a
f(x) dx = 0, om f är udda, f(−x) = −f(x) ∀x ∈ [−a, a], (1.31)∫ a

−a
f(x) dx = 2

∫ a

0
f(x) dx, om f är jämn, f(−x) = f(x) ∀x ∈ [−a, a],

(1.32)∫ b

a
f(x) dx+

∫ c

b
f(x) dx =

∫ c

a
f(x) dx. (1.33)

Bevis. I beviset kommer vi använda att en övre Riemann-summa aldrig växer (och en undre aldrig avtar)
om en eller flera punkter läggs till i partitionen. För att se detta kan vi titta på ett delintervall [xi−1, xi].
Låt f ’s minsta övre begränsning på intervallet varaM . Vi lägger till punkten x ∈ (xi−1, xi). Då kommer
f ’s minsta övre begränsningarM1 ochM2 på [xi−1, x] och [x, xi] vara mindre än eller lika medM . För
bidraget till den övre Riemann-summan gällerM1|x− xi−1|+M2|xi − x| ≤M |xi − xi−1|.

Vi börjar med (1.27). Denna likhet kan ses som en definition av integralen av en funktion då den övre
integrationsgränsen ärmindre ändenundre. ImotsvarandeRiemann-summor innebär detta att∆xi byter
tecken och därmed även hela summan. Sedan följer (1.26) av (1.27) genom att låta b = a och notera att∫ a
a f(x) dx = −

∫ a
a f(x) dx = 0. För (1.28) antar vi först attA,B ≥ 0. Eftersom summan avmaximum

av två funktioner är större än eller lika med max av summan (och på motsvarande sätt med min) har vi att

AImin(f, P )+BImin(g, P ) ≤ Imin(Af+Bg, P ) ≤ Imax(Af+Bg, P ) ≤ AImax(f, P )+BImax(g, P ).

Vi väljer nu P så att AImax(f, P ) + BImax(g, P ) − AImin(f, P ) − BImin(g, P ) < ϵ vilket är möjligt
eftersom det finns P ′ så attAImax(f, P

′)−AImin(f, P
′) < ϵ

2 ochBImax(g, P
′′)−BImin(g, P

′′) < ϵ
2

och vi kan låta P = P ′ ∪ P ′′. Vi drar slutsatsen att

∣∣ ∫ b

a
Af(x) +Bg(x) dx−A

∫ b

a
f(x) dx+B

∫ b

a
g(x) dx

∣∣ < ϵ (1.34)

eftersom båda integralerna ligger i intervallet [AImin(f, P )+BImin(g, P ), AImax(f, P )+BImax(g, P )]
som maximalt är av längd ϵ. För att hantera negativa A,B kan vi låta f och eller g byta tecken och an-
vända att

∫ b
a −f(x) dx = −

∫ b
a f(x) dx vilket följer av att minustecken kan flyttas ut ur Riemann-

summor. Relation (1.29) visar vi med motsägelsebevis. Anta att
∫ b
a f(x) dx >

∫ b
a g(x) dx eller uttryckt
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på ett annat sätt
∫ b
a f(x) dx −

∫ b
a g(x) dx = δ > 0 för något δ > 0. Då finns partition P sådan

att Imin(f, P ) > Imax(g, P ) ≥ Imin(g, P ) eftersom båda funktionerna är integrerbara och Riemann-
summorna kan komma godtyckligt nära integralerna och δ > 0 är fixt. Detta är dock en motsägelse
eftersom Imin(f, P ) ≤ Imin(g, P ) för alla P om g ≥ f . Alltså gäller

∫ b
a f(x) dx ≤

∫ b
a g(x) dx. Se-

dan följer (1.30) från (1.29) eftersom både f(x) och−f(x) är begränsade av |f(x)| och±
∫ b
a f(x) dx ≤∣∣ ∫ b

a f(x) dx
∣∣. Resterande följer med liknande resonemang. Vi lämnar dem som övning.

Vi studerar två exempel på hur integralens egenskaper kan användas för att bestämma integraler.

Exempel 1.8 (Integralens egenskaper) Vi vill bestämma integralen
∫ 1
−1 2− 3x3 dx. Vi kan

använda egenskap (1.28) för att skriva om den som
∫ 1
−1 2 − 3x3 dx =

∫ 1
−1 2 dx − 3

∫ 1
−1 x

3 dx.
Den första integralen är arean av en rektangel med bredd 2 och höjd 2 alltså 4. Den andra integralen
är 0 eftersom x3 är udda och intervallet [−1, 1] är symmetriskt.

Exempel 1.9 (Integralens egenskaper) Vi vill visa att
∫ 1
0 e−x2

dx ≤ 1. Vi noterar att e−x2 ≤
1 för alla x ∈ [0, 1]. Egenskap (1.29) ger då att

∫ 1
0 e−x2

dx ≤
∫ 1
0 1 dx = 1.

1.4 Medelvärdessatsen

Medelvärdessatsen för derivator har en motsvarighet för integraler. Den säger att integralen av en konti-
nuerlig funktion f över intervallet [a, b] är lika med f(c)(b− a) för något c ∈ [a, b]. I figur (1.6) ser vi att
linjen f(c) skär grafen så att lika mycket yta är under och över linjen.

Sats 1.4 (Medelvärdessatsen) Låt f vara kontinuerlig på intervallet [a, b]. Då finns en punkt
c ∈ [a, b] sådan att

∫ b
a f(x) dx = f(c)(b− a).

Bevis. Eftersom f är kontinuerlig antar f både maximum M och minimum m på intervallet [a, b]. Låt
f(xM ) = M och f(xm) = m. LåtP = {a, b} vara partitionen innehållande endast de två ändpunkter-
na. Då gäller

m(b− a) = Imin(f, P ) ≤
∫ b

a
f(x) dx ≤ Imax(f, P ) = M(b− a). (1.35)

Därför gäller

f(xm) = m ≤ 1

b− a

∫ b

a
f(x) dx ≤M = f(xM ). (1.36)

Eftersom f(x) är kontinuerlig antas alla mellanliggande värden i intervallet [m,M ], enligt satsen ommel-
lanliggande värden. Då finns en punkt c ∈ [a, b] sådan att

f(c) =
1

b− a

∫ b

a
f(x) dx. (1.37)

Efter multiplikation med (b− a) följer satsen.
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f(c)

M

a c b

x

y

Figur 1.6: Illustration avmedelvärdessatsen. Det finns ett c så att arean under f mellan a och b är likamed b−a
gånger f(c).

Medelvärdet av en mängd tal definieras som summan av talen dividerat med antalet. Det går även att
definiera medelvärdet av en funktion med hjälp av integralen.

Definition 1.4 (Medelvärdet av en funktion) Medelvärdet f̄ av en integrerbar funktion f
på intervallet [a, b] definieras av

f̄ =
1

b− a

∫ b

a
f(x) dx. (1.38)

Exempel 1.10 (Medelvärdet av en funktion) Vi vill beräkna medelvärdet av f(x) = x på
intervallet [1, 3]. Vi har,

f̄ =
1

3− 1

∫ 3

1
x dx =

1

2

32 − 12

2
= 2. (1.39)

Medelvärdessatsen är en viktig komponent i beviset av analysens fundamentalsats som nästa sektion
handlar om.

1.5 Analysens fundamentalsats

En hörnsten i den matematiska analysen är analysens fundamentalsats som visar att derivatan av integra-
len av en funktion ger tillbaka funktionen själv. Derivatan är alltså integralens invers. Vi börjar med att
introducera begreppet primitivfunktion.

Definition 1.5 (Primitivfunktion) En funktion F kallas primitivfunktion till en funktion f
på intervallet I om F ′(x) = f(x) för alla x ∈ I .
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Sats 1.5 (Analysens fundamentalsats) Låtf vara kontinuerlig på ett intervall I innehållande
punkten a ∈ I . Låt vidare funktionen F definieras av

F (x) =

∫ x

a
f(t) dt.

Då är F en primitivfunktion till f på I , det vill säga F ′(x) = f(x) för alla x ∈ I .
OmG(x) är en godtycklig primitivfunktion till f(x) på I , så gäller för varje b ∈ I ,∫ b

a
f(x) dx = G(b)−G(a). (1.40)

Bevis. Vi använder derivatans definition

F ′(x) = lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
= lim

h→0

1

h

(∫ x+h

a
f(t) dt−

∫ x

a
f(t) dt

)
(1.41)

= lim
h→0

1

h

∫ x+h

x
f(t) dt = lim

c→x
f(c) = f(x), (1.42)

där c ∈ [x, x + h] för varje fixt h ges av medelvärdessatsen. Om h < 0 följer samma sak genom att byta
integrationsgränserna och därigenom få ett intervall [x+h, x] för vilket medelvärdessatsen kan användas.
Sista steget limc→x f(c) = f(x) följer eftersom f är kontinuerlig.

Om G′(x) = f(x) har vi att d
dx(F (x) − G(x)) = 0. Medelvärdessatsen för derivator ger då att

F (x) − G(x) = C där C är en konstant. Då gäller,
∫ x
a f(t) dt = F (x) = G(x) + C . Genom att

låta x = a och använda integralens egenskap har vi att 0 = G(a) + C vilket ger C = −G(a). Vi låter
slutligen x = b vilket ger ∫ b

a
f(t) dt = G(b)−G(a).

Vi har alltså visat att derivatan av en primitivfunktion är lika med funktionen själv d
dx

∫ x
a f(x) dx =

f(x). Det följer också att primitivfunktionen ej är unik. Om F (x) är primitivfunktion till f(x) är även
F (x) + C , för en konstant C ∈ R, det. Vi kommer ofta använda notationen F (x) som primitiv till
f(x) men ibland är notationen

∫
f(x) dx användbar. Alltså en integral utan integrationsgränser. Pri-

mitivfunktionen F (x) =
∫
f(x) dx är till skillnad från integralen en funktion av variabeln x. För att

förenkla notationen vid användandet av integralen inför vi en evalueringssymbol.

Definition 1.6 (Evalueringssymbolen) Låt F (x) vara primitivfunktion till f på [a, b]. Då
gäller ∫ b

a
f(x) dx =

[
F (x)

]b
a
= F (b)− F (a). (1.43)

Här har vi infört evalueringssymbolen
[
F (x)

]b
a
= F (b)− F (a).

Analysens fundamentalsats förenklar bestämning av integraler betydligt. Om man känner en primi-
tivfunktion till f kanman direkt bestämma integralen.Många primitivfunktioner kan bestämmas genom
att vi redan kan derivatan av ett stort antal funktioner.
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Sats 1.6 (Primitivfunktioner) Givet funktionen f(x) ges en primitivfunktion avF (x), som
uppfyller F ′(x) = f(x). Viktiga primitivfunktioner att minnas är

f(x) = xr F (x) =
xr+1

r + 1
, r ̸= −1 (1.44)

f(x) =
1

x
F (x) = ln |x| (1.45)

f(x) = sin(ax) F (x) = −cos(ax)
a

(1.46)

f(x) = cos(ax) F (x) =
sin(ax)

a
(1.47)

f(x) =
1√

a2 − x2
F (x) = arcsin(

x

a
), a > 0 (1.48)

f(x) =
1

a2 + x2
F (x) =

1

a
arctan(

x

a
), a ̸= 0 (1.49)

f(x) = eax F (x) =
eax

a
, a ̸= 0 (1.50)

f(x) = bax F (x) =
bax

a ln(b)
, a ̸= 0, b > 1. (1.51)

Vi ger några exempel på hur integraler kan bestämmas med hjälp av primitivfunktioner.

Exempel 1.11 (Integralen av ett polynom) Bestäm integralen av f(x) = x4 − 2x2 mellan
x = 0 och x = 2. Vi har att∫ 2

0
x4 − 2x2 dx =

[
x5

5
− 2x3

3

]2
0

=
32

5
− 16

3
=

16

15
. (1.52)

Exempel 1.12 (Integralen av cos(x)) Bestäm integralen av cos(x)mellan x = π
2 och x = 3π

2 .

Vi har att
∫ 3π

2
π
2

cos(x) dx = [sin(x)]
3π
2
π
2

= −2.

Tyvärr går det inte att skapa en heltäckande tabell av primitivfunktioner på det här sättet eftersom alla
primitivfunktioner ej låter sig uttryckas i termer av elementära funktioner, exempelvis

∫
ex

2
dx. I nästa

kapitel kommer vi studera analytiska och numeriska tekniker för att bestämma/beräkna integraler i fall där
vi inte omedelbart känner primitivfunktionen. I nästa sats generaliserar vi fundamentalsatsen till integraler
där integrationsgränserna också är funktioner av x.

Sats 1.7 (Derivata av integral) Låt f(x) vara integrerbar och låt g(x) och h(x) vara konti-
nuerligt deriverbara påR. Då gäller

d

dx

∫ g(x)

h(x)
f(t) dt = f(g(x))g′(x)− f(h(x))h′(x). (1.53)
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Bevis. Vi noterar först att

d

dx

∫ g(x)

0
f(t) dt =

d

dx
F (g(x)) = f(g(x))g′(x),

genom att använda kedjeregeln. Vi applicerar nu detta resultat två gånger på följande vis

d

dx

∫ g(x)

h(x)
f(t) dt =

d

dx

∫ g(x)

0
f(t) dt− d

dx

∫ h(x)

0
f(t) dt (1.54)

= f(g(x))g′(x)− f(h(x))h′(x). (1.55)

Exempel 1.13 (Derivatan av en integral) Bestäm derivatan av f(x) =
∫ 1
x2 sin(t) dt. Vi har

d

dx

∫ 1

x2

sin(t) dt = − sin(x2)2x. (1.56)

1.6 Generaliserade integraler

Omena eller båda integrationsgränserna är obegränsade eller om funktionen f(x) är obegränsad på inter-
vallet [a, b] kan vi inte direkt tillämpa vår definition av integralen. Denna typ av integraler kallas generali-
serade integraler. De hanteras genom att gå i gräns och kan leda till konvergenta (ändliga) eller divergenta
(oändliga) integraler.

Definition 1.7 (Generaliserad integral) En integral

I =

∫ b

a
f(x) dx (1.57)

kallas en generaliserad integral om (i) a = −∞ eller b = ∞ eller (ii) f är obegränsad på [a, b]. I
fallet (i) definierar vi, ∫ b

−∞
f(x) dx = lim

R→∞

∫ b

−R
f(x) dx, (1.58)

och på motsvarande sätt om b =∞. I fallet (ii) om f(x) är kontinuerlig i (a, b]men obegränsad i
a, definierar vi, ∫ b

a
f(x) dx = lim

y→a+

∫ b

y
f(x) dx, (1.59)

och på motsvarande sätt om funktionen är obegränsad i b. Antar integralen ett ändligt värde säger
vi att integralen konvergerar, annars att den divergerar.

Vi ger nu tre exempel på hur generaliserade integraler kan bestämmas genom att använda definitionen.
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1

x

y

Figur 1.7: Funktionen 1√
x
integrerad från 0 till 1.

Exempel 1.14 (Konvergent integral) Bestämdengeneraliserade integralen avdenobegränsade
funktionen f(x) = 1√

x
på intervallet [0, 1]. Vi studerar gränsvärdet för integralen

∫ 1
ϵ

1√
x
dx då

ϵ→ 0+ och får ∫ 1

0

1√
x
dx = lim

ϵ→0+

∫ 1

ϵ

1√
x
dx = lim

ϵ→0+

[
2
√
x
]1
ϵ
= 2. (1.60)

Integralen är alltså konvergent.

Exempel 1.15 (Konvergent integral) Bestäm den generaliserade integralen av funktionen
f(x) = 1

x2 mellan x = 1 och∞. Vi studerar gränsvärdet av
∫ R
0

1
x2 dx dåR→∞. Vi får∫ ∞

1

1

x2
dx = lim

R→∞

∫ R

1

1

x2
dx = lim

R→∞

[
−1

x

]R
1

= 1. (1.61)

Integralen är konvergent.

Exempel 1.16 (Divergent integral) Bestäm integralen
∫ 1
0

1
1−x dx. Vi har,∫ 1

0

1

1− x
dx = lim

y→1−

∫ y

0

1

1− x
dx = lim

y→1−

[
− ln(1− x)

]y
0

(1.62)

= lim
y→1−

− ln(1− y) =∞. (1.63)

Integralen är divergent.

Dessa exempel kan innefattas i en allmän teori för integraler av funktioner x−p från 0 till∞. Vi pre-
senterar nu en sats som säger för vilka p integraler av x−p är konvergenta på (0, a] respektive [a,∞).
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1

x

y

Figur 1.8: Funktionen 1
x2 integrerad från 1 till∞.

Sats 1.8 (p-integraler) Låt 0 < a <∞. Då gäller att∫ ∞

a
x−p dx =

{
konvergerar till a

1−p

p−1 , om p > 1,

divergerar till∞, om p ≤ 1,
(1.64)

och vidare att ∫ a

0
x−p dx =

{
konvergerar till a

1−p

1−p , om p < 1,

divergerar till∞, om p ≥ 1.
(1.65)

Bevis. Vi börjar med
∫∞
a x−p dx. Om p > 1 gäller

∫ ∞

a
x−p dx = lim

R→∞

∫ R

a
x−p dx = lim

R→∞

[
x1−p

1− p

]R
a

=
a1−p

p− 1
. (1.66)

Om p = 1 gäller ∫ ∞

a
x−1 dx = lim

R→∞

∫ R

a
x−1 dx = lim

R→∞
[ln(x)]Ra =∞. (1.67)

Om p < 1 gäller

∫ ∞

a
x−p dx = lim

R→∞

∫ R

a
x−p dx = lim

R→∞

[
x1−p

1− p

]R
a

=∞. (1.68)

Vi går vidare till det andra fallet
∫ a
0 x−p dx. Om p < 1 gäller∫ a

0
x−p dx = lim

y→0+

∫ a

y
x−p dx = lim

y→0+

[
x1−p

1− p

]a
y

=
a1−p

1− p
. (1.69)
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Om p = 1 gäller ∫ a

0
x−1 dx = lim

y→0+

∫ a

y
x−1 dx = lim

y→0+
[ln(x)]ay =∞. (1.70)

Om p > 1 gäller ∫ a

0
x−p dx = lim

y→0+

∫ a

y
x−p dx = lim

y→0+

[
x1−p

1− p

]a
y

=∞. (1.71)

Även för generaliserade integraler gäller att integralen av en funktion g(x) ≥ f(x) ≥ 0 är större än
integralen av f(x).

Sats 1.9 (Begränsning av integraler) Låt−∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞ochf ochg vara kontinuerliga
funktioner på intervallet (a, b) sådana att 0 ≤ f(x) ≤ g(x). Om

∫ b
a g(x) dx konvergerar så gör

även
∫ b
a f(x) dx det och vidare gäller∫ b

a
f(x) dx ≤

∫ b

a
g(x) dx. (1.72)

På samma sätt gäller att om
∫ b
a f(x) dx divergerar gör även

∫ b
a g(x) dx det.

Bevis. Eftersom 0 ≤ f(x) ≤ g(x) kommer integralerna antingen konvergera mot ett ickenegativt värde
eller divergera. Vi har från integralens egenskaper att för varje a < α < β < b gäller att

∫ β

α
f(x) dx ≤

∫ β

α
g(x) dx. (1.73)

Genom att gå i gräns α → a och β → b får vi antingen att
∫ b
a f(x) dx divergerar och därmed också∫ b

a g(x) dx eller att
∫ b
a g(x) dx konvergerar och då gäller

∫ b
a f(x) dx ≤

∫ b
a g(x) dx.

Exempel 1.17 (Generaliserad integral) Avgör om
∫∞
1

sin(x)
x2 dx är konvergent. Vi noterar

först att ∫ ∞

1

sin(x)
x2

dx ≤
∫ ∞

1

| sin(x)|
x2

dx, (1.74)

gäller på grund av integralens egenskaper. Vidare gäller att | sin(x)| ≤ 1. Vi kan alltså applicera sats
1.9 med funktionerna f(x) = | sin(x)|

x2 ≥ 0 och g(x) = 1
x2 ≥ 0. Vi får∫ ∞

1

sin(x)
x2

dx ≤
∫ ∞

1
x−2 dx = 1. (1.75)

I sista steget använder vi sats 1.8.
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Övningar

1.1 Areabestämning som gränsvärde av summor

Övning 1.1 Bestäm värdet av summorna.
(a)
∑6

i=1 4
i−1 (b)

∑10
i=1 5i

2 (c)
∑4

i=1(10i− i2) (d)
∑5

i=0(3− i)(i+ 3)

Övning 1.2 Bestäm arean som begränsas av x = 0, x = 1, y = 0 och y = f(x).
(a) f(x) = 3x (b) f(x) = x2 + 1 (c) f(x) = x2 − 1 (d) f(x) = 2x2 − 2x− 3

Övning 1.3 Bestäm arean mellan y = 0 och y = f(x) på intervallet I .
(a) f(x) = x2, I = [1, 3] (b) f(x) = 12− 5x, I = [−2, 1] (c) f(x) = 1−2x

2 , I = [0, 1]
(d) y = kx (k > 0), I = [0, a]

Övning 1.4 Bestäm arean mellan f(x) och g(x) på intervallet I .
(a) f(x) = x2

4 , g(x) = x
2 , I = [0, 2] (b) f(x) = 2x, g(x) = −x2, I = [1, 2]

(c) f(x) = cos(x)+2x2

x , g(x) = cos(x)+x2

x , I = [1, 5]
(d) g(x) = f(x) + k för någon kontinuerlig funktion f och något k ∈ R, I = [a, b]

1.2 Riemann-summor

Övning 1.5 Bestäm övre och undre Riemann-summan för f på det givna intervallet med n lika
stora delintervall.
(a) f(x) = x3 på [0, 3], n = 3 (b) f(x) =

√
9− x2 på [0, 3], n = 2

(c) f(x) = e−x på [0, 2], n = 4 (d) f(x) = x2 på [1, 5], n = 10

Övning 1.6 Bestäm övre och undre Riemann-summan för f på det givna intervallet med n lika
stora delintervall.
(a) f(x) = cos(x) på [−π

2 ,
π
2 ], n = 4 (b) f(x) = |x| på [−1, 1], n = 200

(c) f(x) = x2 på [0, 1], n = 3
(d) f(x) = ln(x) på [1, k + 1], n = k, k ∈ N

1.3 Definition av integralen

Övning 1.7 Förenkla uttrycket.
(a)
∫ b
a f(x) dx+

∫ a
b 2f(x) dx (b)

∫ c
a 3f(x) dx+

∫ b
c f(x) dx− 2

∫ c
b f(x) dx

(c)
∫ 5
2 f(x) dx +

∫ 5
0 −2f(x) dx − 2

∫ 2
0 f(x) dx (d)

∫ π
−π f(x) dx +

∫ π/2
π f(x) dx +∫ π/2

0 f(x) dx
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Övning 1.8 Bestäm värdet av uttrycket genom att använda integralens egenskaper.
(a)
∫ 3
−3 2x+ 1 dx (b)

∫ π
−π t cos(t) dt (c)

∫ a
−a−x dx (d)

∫ 2
−2 a

x − a−x dx

Övning 1.9 Bestäm integralens värde givet att
∫ t
1

1
t dt = ln t, t > 0.

(a)
∫ 6
1

1
t dt (b)

∫ 1
0.5

1
t dt (c)

∫ 5
2

1
t dt (d)

∫ 10
0.1

1
t dt

Övning 1.10 Bestäm värdet av uttrycket genom att tolka integralen som en area samt genom att
använda integralens egenskaper.
(a)
∫ 4
−4

√
16− y2 dy (b)

∫ k
−k |2x| dx (c)

∫ 3
−3 v

3 + 5v + 6 dv (d)
∫ 5
1 x− |x− 3| dx

Övning 1.11 Visa att funktionen är integrerbar på intervallet, dvs. visa att |Imax(f, Pn) −
Imin(f, Pn)| → 0 då n→∞.
(a) y = x− 2 på [1, 5] (b) y = k på [a, b] (c) y = x på [−a, 0] (d) y = x2 på [0, 1]

1.4 Medelvärdessatsen

Övning 1.12 Bestäm funktionens medelvärde på intervallet.
(a) f(x) = 2x på [0, 3] (b) f(x) =

√
4− x2 på [−2, 2] (c) f(x) = 4− |x− 2| på [0, 6]

(d) f(x) = cos2(x)− sin2(x) på [0, π]

Övning 1.13 Bestäm funktionens medelvärde på intervallet givet att
∫ t
1

1
t dt = ln t.

(a) f(t) = t−1
t på [1, 5] (b) f(u) = 1

2u på [ 1a , a] (c) f(v) = 1+v2

kv på [1, k]
(d) f(w) = |2−w

2w | på [1, 11]

Övning 1.14 Bestäm alla värden c sådana att f(c) = f̄ på intervallet.
(a) f(x) = 4−x

3 på [−2, 3] (b) f(x) =
√
r2 − x2 på [−r, r] (c) f(x) = 3x2 på [0, a]

(d) f(x) = kx2 på [−a, a]

1.5 Analysens fundamentalsats

Övning 1.15 Bestäm integralen.
(a)
∫ 3
2 x2 dx (b)

∫ 5
1

1
t2
dt (c)

∫ 1
1/2

x6−3
x3 dx (d)

∫ −1
−2

1
t3
− 1

t4
dt

Övning 1.16 Bestäm integralen.
(a)
∫ 9
0 u
√
u du (b)

∫ 4
1

1+
√
v√

v
dv (c)

∫ 27
8

3
√
w dw (d)

∫ t
0

k
√
x dx

Övning 1.17 Bestäm integralen.

(a)
∫ π
0 2 cos(θ) + sin(2θ) dθ (b)

∫ 3π/2
π cos

(
ϕ
3

)
− 1 dϕ (c)

∫ 5π
a
π
4a

sin(av) cos(av) dv
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(d)
∫ π

3

−π
3
sin2(u) du

Övning 1.18 Bestäm integralen.

(a)
∫ 2
0 e3x dx (b)

∫ 6
4

2x

5 dx (c)
∫ 1

2
−1 3

2x dx (d)
∫ 4
1 e

x−3
2 dx

Övning 1.19 Bestäm integralen.
(a)
∫ e2

1
2
t dt (b)

∫ 3√
3

1
x2+9

dx (c)
∫ 1
−1

1√
2−x2

dx (d)
∫ 2
1

t7+7
t dt

Övning 1.20 Bestäm derivatan.
(a) d

dx

∫ cos(x)
sin(x) t dt (b) d

dx

∫ x
ln(x) e

t dt (c) d
dx

∫ x2

2x
t

1−t dt (d) d
dx

∫ sin(x)
cos(x)

1−t2

t dt

1.6 Generaliserade integraler

Övning 1.21 Bestäm integralen eller visa att den divergerar.
(a)
∫∞
1 x−3 dx (b)

∫∞
1

1
t−

√
t+1

dt (c)
∫∞
1

2x+1
x2 dx (d)

∫∞
1

2t+1
t3

dt

Övning 1.22 Bestäm integralen eller visa att den divergerar.
(a)
∫ 5
0 x−3/2 dx (b)

∫ 4
0 x−1/2 dx (c)

∫∞
0 x−p dx, p > 0 (d)

∫ π
2
0

1
x cos(x) dx

Övning 1.23 Undersök om integralen konvergerar eller divergerar.
(a)
∫∞
0

t2

t4+2
dt (b)

∫∞
0 e−t2 dt (c)

∫ 1
0

sin(t)
t
√
t
dt (d)

∫ 2
0 t2 dt

Övning 1.24 Bestäm integralen eller visa att den divergerar.
(a)
∫∞
0 k−u du, k ̸= 1 (b)

∫∞
−∞

1
4+s2

ds (c)
∫ √

3
0

1√
3−v2

dv (d)
∫∞
1

lnw
w dw

Övning 1.25 Visa om integralen konvergerar eller divergerar.
(a)
∫ 0
−∞

ex

x dx (b)
∫ π

2
0

1
sin(

√
x)

dx (c)
∫∞
0

1√
x+ex

dx (d)
∫∞
1

lnx
x2 dx

Problem

1.1 Areabestämning som gränsvärde av summor

Problem 1.1 Visa att
∑n

i=1 i
2 = n(n+1)(2n+1)

6 . Tips: summera relationen (i + 1)3 − i3 =
3i2 +3i+1 från i = 1 till n och notera att vänsterledet blir en teleskoperande summa

∑n
i=1(i+

1)3 − i3 = (n+ 1)3 − 1.
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Problem 1.2 Visa att
∑n

i=1 i
3 = (

∑n
i=1 i)

2 med hjälp av induktion.

1.2 Riemann-summor

Problem 1.3 Bestäm övre och undre Riemann-summan för x3 − x2 på intervallet [0, 1]med 3
lika stora delintervall.

Problem 1.4 Visa att den undre Riemann-summan av en funktion f på ett intervall I med
partitionen P aldrig kan minska om en ny punkt läggs till i P .

1.3 Definition av integralen

Problem 1.5 Visa att integralen av en udda funktion (f(−x) = −f(x)) över ett symmetriskt
intervall [−a, a] är

∫ a
−a f(x) dx = 0 och att integralen av en jämn funktion (f(−x) = f(x)) på

samma intervall
∫ a
−a f(x) dx = 2

∫ a
0 f(x) dx.

Problem 1.6 Visa att för c ∈ [a, b] gäller att
∫ b
a f(x) dx =

∫ c
a f(x) dx+

∫ b
c f(x) dx.

1.4 Medelvärdessatsen och analysens fundamentalsats

Problem 1.7 Låt f(x) = xn, därn är ett positivt heltal. Visa att (
∫ 1
0 f(x) dx)2 ≤

∫ 1
0 f(x)2 dx

(som även kan uttryckas (f̄)2 ≤ f̄2).

Problem 1.8 Lös integralekvationen f(x) = 2− 2
∫ x
0 f(t) dt.

1.5 Generaliserade integraler

Problem 1.9 Visa att integralen
∫ π/2
0

sin(t)
t2

dt divergerar.

Problem 1.10 Visa att integralen
∫∞
0 xne−x dx konvergerar för alla n ≥ 0.
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Analysens fundamentalsats ger en effektiv metod för att bestämma integraler med hjälp av primitiv-
funktioner. Deriveringsreglerna ger oss ett stort antal funktioner med känd primitivfunktion. Trots
det finns det många funktioner för vilka det är svårt att härleda primitivfunktionen. I det här kapitlet
presenterar vi två viktiga tekniker för att ta fram primitivfunktioner, nämligen variabelsubstitution
och partiell integration. Vi visar även på användningsområden för integralen, så som bestämning av
längd, area och volym. Trots att vi har kraftfulla tekniker för att härleda primitivfunktioner finns ett
stort antal funktioner där primitivfunktionen inte kan uttryckas, eller är komplicerad att uttrycka,
i elementära funktioner som ex, sin(x) och cos(x). Vi studerar därför generella numeriska metoder
för beräkning av integraler samt metodernas konvergenshastighet.

2.1 Variabelsubstitution och partiell integration

För att kunna härleda primitivfunktioner av mer komplicerade integrander behövs en uppsättning analy-
tiska tekniker. Två av de främsta är variabelsubstitution och partiell integration. Båda metoderna bygger
på att omvandla integranden till ett uttryck vars primitivfunktion är känd. Vi börjar med att studera vari-
abelsubstitution.

Variabelsubstitution är en teknik för att beräkna primitivfunktioner där man byter integrationsvari-
abel på ett sådant sätt att primitivfunktionen blir enklare att ta fram. Metoden bygger på kedjeregeln för
derivator.

Sats 2.1 (Variabelsubstitution) Låt g vara deriverbarmed kontinuerlig derivata på intervallet
[a, b]med g(a) = A och g(b) = B. Vidare låt f vara kontinuerlig på [a, b]. Då gäller att∫ b

a
f(g(x))g′(x) dx =

∫ B

A
f(u) du. (2.1)

26
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x∈[a,b] u=g(x)∈[A,B]

g

∫ b

a

f(g(x))g′(x) dx

∫ B

A

f(u) du

Figur 2.1: Substitutionen u = g(x) transformerar x ∈ [a, b] till u ∈ [A,B].

Bevis. Låt F (u) vara primitivfunktion till f(u), F ′(u) = f(u), (en sådan finns eftersom kontinuerliga
funktioner är integrerbara). Då gäller d

dxF (g(x)) = f(g(x))g′(x) och vi får∫ b

a
f(g(x))g′(x) dx =

[
F (g(x))

]b
a
= F (g(b))−F (g(a)) = F (B)−F (A) =

∫ B

A
f(u) du. (2.2)

I figur 2.1 ser vi en schematisk bild över hur integrationsintervallet [a, b] och integranden transformeras
genom substitutionen u = g(x) för en given funktion g(x) sådan att A = g(a) och B = g(b). I
beviset använder vi som sagt kedjeregeln för derivator. Vi presenterar resultatet för en bestämd integral
med integrationsgränser a och b. Ett analogt resultat kan även uttryckas för primitivfunktionen (utan att
sätta in gränser). Då gäller med samma argumentation att∫

f(g(x))g′(x) dx = F (g(x)) + C, (2.3)

därC är en godtycklig konstant.

Exempel 2.1 (Variabelsubstitution) Bestäm integralen
∫ 1
0

2x√
x2+1

dx med hjälp av varia-
belsubstitution. Vi noterar att derivatan d

dx(x
2 + 1) = 2x förekommer i täljaren. Det innebär

att om vi gör substitutionen u = x2+1 kommer u′(x) = 2x. I variabeln u blir alltså integranden
endast u−1/2 vars primitivfunktion är känd. Vi skriver på följande vis∫ 1

0

2x√
x2 + 1

dx =

{
u = x2 + 1, u(0) = 1, u(1) = 2,

du

dx
= 2x

}
(2.4)

=

∫ 2

1

du√
u
=
[
2
√
u
]2
1
= 2(
√
2− 1). (2.5)

Notera att integrationsgränserna måste ändras vid variabelsubstitution.

Exempel 2.2 (Variabelsubstitution) Bestäm integralen
∫ 1
0 x2 sin(x3) dx. Vi ser att derivatan

till argumentet i sinusfunktionen förekommer i integranden så när som på en konstant. Vi väljer
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u = x3 och får∫ 1

0
x2 sin(x3) dx =

{
u = x3, u(0) = 0, u(1) = 1,

du

dx
= 3x2

}
=

1

3

∫ 1

0
sin(u) du (2.6)

=
[
− 1

3
cos(u)

]1
0
=

1

3
(1− cos(1)). (2.7)

Exempel 2.3 (Variabelsubstitution) Bestämprimitivfunktionen till sin2(x) cos(x). Eftersom
derivatan av sin(x) är cos(x) och den finns i integranden, väljer vi substitutionen u(x) = sin(x).
Vi får ∫

sin2(x) cos(x) dx =

{
u = sin(x),

du

dx
= cos(x)

}
=

∫
u2 du (2.8)

=
u3

3
+ C =

sin3(x)
3

+ C, (2.9)

därC är en godtycklig konstant.

I alla exemplen förekommer en funktion f(g(x)) (med g(x) = x2 + 1, g(x) = x3 respektive
g(x) = sin(x)) multiplicerat med g′(x) i integranden. Ibland kan det även vara fördelaktigt att göra
tvärtom, att låta x = g(u). Denna teknik kallas inverssubstitution.

Sats 2.2 (Inverssubstitution) Låt f vara integrerbar på intervallet [a, b] och låt g vara deri-
verbar med kontinuerlig derivata på intervallet [a, b]med g(A) = a och g(B) = b. Vidare låt f
vara kontinuerlig på [a, b]. Då gäller∫ b

a
f(x) dx =

∫ B

A
f(g(u))g′(u) du. (2.10)

Bevis. Satsen följer direkt av sats 2.1 genom att låta x och u byta roller.

Det är vanligt att trigonometriska funktioner används vid inverssubstitution. Innan vi ger ett exempel
på inverssubstitution kommer ett exempel på integration av en trigonometrisk funktion.

Exempel 2.4 (Primitivfunktion till sin2(x)) Bestäm primitivfunktion till sin2(x). Räknela-
garna för trigonometriska funktioner ger att cos2(x)+ sin2(x) = 1 samt att cos(2x) = cos2(x)−
sin2(x). Tillsammans ger dessa resultat att sin2(x) = 1− cos2(x) = 1− cos(2x)− sin2(x) vilket
innebär att sin2(x) = 1−cos(2x)

2 . Vi kan nu bestämma primitivfunktionen∫
sin2(x) dx =

∫
1

2
dx−

∫
cos(2x)

2
dx =

x

2
− sin(2x)

4
+ C, (2.11)

med en godtycklig konstant C . Primitivfunktion till cos2(x) följer från liknande resonemang och
lämnas som övning.
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Exempel 2.5 (Inverssubstitution) Bestäm integralen
∫ 2
0

√
4− x2 dxmed hjälp av inverssub-

stitution. Vi noterar att integranden beskriver en kvartscirkel med radie 2 och centrum i origo för
0 ≤ x ≤ 2. Inverssubstitutionen x = 2 cos(t) ger en förenklad integrand på grund av trigono-
metriska ettan,

√
4− x2 =

√
4− 4 cos2(x) = 2 sin(x). Vi får∫ 2

0

√
4− x2 dx =

{
x = 2 cos(t),

dx

dt
= −2 sin(t), 2 = 2 cos(0), 0 = 2 cos(π/2)

}
(2.12)

= −2
∫ 0

π/2

√
4− 4 cos2(t) sin(t) dt (2.13)

= 4

∫ π/2

0
sin2(t) dt =

{
sin2(t) =

1− cos(2t)
2

}
(2.14)

= 2

∫ π/2

0
1− cos(2t) dt = π. (2.15)

Vi använde samma kalkyl som i förra exemplet för att bestämma integralen av sin2(t). Vi noterar
att vi därmed har beräknat arean av en kvartscirkel med radie 2.

Vi lämnar variabelsubstitution och går över till partiell integration. Att derivera en produkt av två
funktioner görs enkelt med produktregeln. Att integrera en produkt är inte lika enkelt. Partiell integration
bygger på produktregeln för derivator och kan ibland användas för bestämning av primitivfunktionen till
produkten av två funktioner.

Sats 2.3 (Partiell integration) Låt f och g kontinuerliga på [a, b]med kontinuerlig derivata.
Då gäller ∫ b

a
f(x)g′(x) dx =

[
f(x)g(x)

]b
a
−
∫ b

a
f ′(x)g(x) dx. (2.16)

Bevis. Produktregeln för derivator ger att

d

dx
(f(x)g(x)) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x). (2.17)

Eftersom både derivatorna och funktionerna själva är kontinuerliga är hela uttrycket kontinuerligt och
därmed integrerbart. Vi integrerar (2.17) över intervallet [a, b] och får∫ b

a
f ′(x)g(x) + f(x)g′(x) dx =

∫ b

a

d

dx
(f(x)g(x)) dx =

[
f(x)g(x)

]b
a
. (2.18)

Partiell integration används då den resulterande integranden f ′g har en enklare primitivfunktion än
g′f . Ett sådant exempel är om f(x) = x eftersom f ′(x) = 1. Om f är polynom av högre grad än 1 kan
partiell integration användas upprepade gånger för att successivt minska ordningen, ett steg i taget.

Exempel 2.6 (Partiell integration) Bestäm integralen
∫ π
0 x sin(x) dx. Vi använder partiell



30 2.2. Integration av rationella funktioner

integration eftersom derivatan av x är 1 och primitivfunktion till sin(x) är känd som− cos(x)∫ π

0
x sin(x) dx =

[
x(− cos(x))

]π
0
−
∫ π

0
(− cos(x)) dx = π +

∫ π

0
cos(x) dx = π. (2.19)

I nästa exempel utförs den partiella integrationen upprepade gånger för att reducera högre ordningens
polynom.

Exempel 2.7 (Reduktionsformel) Givet funktionerna fn(x) = xnex, n ∈ N bestäm primi-
tivfunktionernaFn(x) =

∫ x
0 tnet dt. Vi använder partiell integration för att visa följande relation

Fn(x) =

∫ x

0
tnet dt =

{
f(t) = tn, f ′(t) = ntn−1, g(t) = et, G(t) = et

}
(2.20)

= xnex − n

∫ x

0
tn−1et dt = xnex − nFn−1(x). (2.21)

Detta är en rekursiv relation. För att bestämma F2(x), till exempel, noterar vi att, F0(x) = ex,
F1(x) = xex−F0(x) = (x−1)ex och vidare attF2(x) = x2ex−2F1(x) = (x2−2x+2)ex.

2.2 Integration av rationella funktioner

Vi vill bestämma primitivfunktion till rationella funktioner, alltså kvoten mellan två polynom, f(x) =
g(x)
h(x) . Om g har högre gradtal än h leder polynomdivision till ett polynom plus en rationell funktion där
täljaren har lägre gradtal än nämnaren

f(x) = p(x) +
r(x)

h(x)
. (2.22)

Här är ävenp(x)och r(x)polynom.Vi kan enkelt hitta primitivfunktion tillp(x)och alltså kan vi begrän-
sa oss till att studera primitivfunktioner av rationella funktioner vars täljare har lägre gradtal än nämnaren.

Exempel 2.8 (Polynomdivision) Skriv om f(x) = 2x3−x
x2+3

som summan av ett polynom och
en rationell funktion vars täljare är av lägre grad än nämnaren. Genom att lägga till och dra ifrån 6x
i täljaren och sedan förkorta med x2 + 3 får vi

f(x) =
2x(x2 + 3)− 6x− x

x2 + 3
= 2x− 7x

x2 + 3
. (2.23)

Vi börjar med fallet med linjär nämnare, det vill säga b
x+a där a, b ∈ R. Vi får∫

b

x+ a
dx = {u = x+ a} = b

∫
1

u
du = b ln |u|+ C = b ln |x+ a|+ C. (2.24)

Nämnaren kan även vara ett linjärt polynom upphöjt till något heltal n ≥ 2. I det fallet har vi∫
b

(x+ a)n
dx = {u = x+a} = b

∫
u−n du =

b

1− n
u1−n+C =

b

1− n

1

(x+ a)n−1
+C. (2.25)
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Faktorer i h(x) Partialbråk
x+ a A1

x+a

(x+ a)n A1
x+a + A2

(x+a)2
+ · · ·+ An

(x+a)n

x2 + ax+ b A1x+B1
x2+ax+b

(x2 + ax+ b)n A1x+B1
x2+ax+b

+ · · ·+ Anx+Bn
(x2+ax+b)n

Tabell 2.1: Faktorer med motsvarande partialbråk.

Vi går vidare till kvadratiska polynomochnoterar att ett kvadratiskt polynomx2+ax+b, via kvadrat-
koplettering och variabelsubstitutionen y = x+ a

2 , kan skrivas som x2+ax+ b = (x+ a
2 )

2+ b− a2

4 =
y2 ± c2. Vi går tillbaka till x-variabeln och konstaterar att vi har fyra olika fall∫

x

x2 + a2
dx = {u = x2 + a2,

du

dx
= 2x} = 1

2

∫
1

u
du =

1

2
ln(x2 + a2) + C, (2.26)∫

x

x2 − a2
dx =

1

2
ln |x2 − a2|+ C, (2.27)∫

1

x2 + a2
dx =

1

a
arctan(

x

a
) + C, (2.28)∫

1

x2 − a2
dx =

1

2a

∫
1

x− a
− 1

x+ a
dx =

1

2a
(ln |x− a| − ln |x+ a|) + C (2.29)

=
1

2a
ln |x− a

x+ a
|+ C. (2.30)

I det sista exemplet använde vi en teknik som kallas partialbråksuppdelning. Vi faktoriserar nämnaren
x2 − a2 = (x+ a)(x− a) och gör en ansats med hjälp av faktorerna på följande vis

1

x2 − a2
=

1

(x+ a)(x− a)
=

A

x− a
+

B

x+ a
. (2.31)

KonstanternaA ochB bestäms sedan genom att göra liknämnigt

1

(x+ a)(x− a)
=

A(x+ a)

(x+ a)(x− a)
+

B(x− a)

(x+ a)(x− a)
. (2.32)

Eftersom likheten gäller för alla xmåste täljarna vara lika för varje polynomgrad var för sig. Vi får

1 : 1 = Aa−Ba, (2.33)
x : 0 = A+B. (2.34)

Därför måsteB = −A och därmedA = −B = 1
2a .

Partialbråksuppdelning kan göras av godtyckliga rationella funktioner g(x)
h(x) . Polynomet i nämnaren

h(x) kan uttryckas som produkten av linjära och kvadratiska faktorer upphöjt till faktorernas multiplici-
tet. Tabellen visar vilken ansats som ger korrekt partialbråksuppdelning beroende på vilka faktorer som
ingår i polynomet h(x). Partialbråksuppdelningen ger en uppdelning av f(x) som rationella funktio-
ner med linjär eller kvadratisk nämnare upphöjt till multipliciteten hos faktorerna n. Det går att visa att
uppdelningarna i tabellen alltid går att göra och att de är unika men det ligger utanför vad vi behandlar
i denna bok. Givet partialbråksuppdelningen kan (2.24) och (2.26-2.29), eller variationer av dem i fallet
med (x2 + ax+ b)n, användas för att bestämma primitiver till var och en av termerna. Vi illustrerar hur
partialbråksuppdelning och tabellen används genom två exempel.
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Exempel 2.9 (Primitiv till rationell funktion) Bestäm primitivfunktionen till den rationella
funktionen 1

x(x+1)2
. Enligt tabellen ska vi göra följande ansats

1

x(x+ 1)2
=

A1

x
+

A2

x+ 1
+

A3

(x+ 1)2
. (2.35)

Genomatt göra liknämnigt får vi följande ekvation i täljaren 1 = A1(x+1)2+A2x(x+1)+A3x.
Detta leder till tre relationer:

x2 : 0 = A1 +A2, (2.36)
x : 0 = 2A1 +A2 +A3, (2.37)
1 : 1 = A1. (2.38)

Sista ekvationen ger alltså A1 = 1 första att A2 = −A1 = −1 och slutligen andra att A3 =
−2A1 −A2 = −1. Vi får∫

1

x(x+ 1)2
dx =

∫
1

x
dx−

∫
1

x+ 1
dx−

∫
1

(x+ 1)2
dx. (2.39)

Dessa tre integraler har vi studerat i (2.24) och (2.25). Vi får slutligen,∫
1

x(x+ 1)2
dx = ln

∣∣∣∣ x

x+ 1

∣∣∣∣+ 1

x+ 1
+ C. (2.40)

Exempel 2.10 (Primitiv till rationell funktion) Bestäm primitivfunktionen till 3x2+1
x2+1

. Vi
börjar med polynomdivision för att få en täljare av lägre grad än nämnaren:

3x2 + 1

x2 + 1
=

3x2 + 3− 3 + 1

x2 + 1
= 3− 2

x2 + 1
. (2.41)

Formeln i (2.28) ger nu att ∫
3x2 + 1

x2 + 1
dx = 3x− 2 arctan(x) + C. (2.42)

Vi lämnar de analytiska metoderna för att bestämma primitivfunktioner och går vidare till tillämp-
ningar inom längd, area och volym.

2.3 Båglängd, area och volym

Integralen används imånga sammanhang. Areaberäkningar är denmest naturliga tillämpningenmen även
längd, volym, tyngdpunkt, sannolikheter och mycket annat bestäms med hjälp av integraler. Som integra-
len är definierad ger den areanmellan en funktion och x-axeln, med tecken. Vill man beräkna den verkliga
areanmellan en given funktion f(x) ochx-axelnmåsteman därför beräkna integralen av absolutbeloppet
|f(x)|. Det görs oftast genom att dela upp integralen i delar där integranden har kontinuerlig derivata.
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|sin(2x)|

sin(2x)

3π/2

x

y

Figur 2.2: Funktionen sin(2x) mellan x = 0 och x = 3π/2 och dess absolutbelopp, vars integral ger arean
mellan funktionen och x-axeln.

Exempel 2.11 (Areabestämning) Bestäm arean mellan f(x) = sin(2x) och x-axeln mellan
x = 0 och x = 3π

2 , se figur 2.2. Genom att integrera absolutbeloppet av sin(2x) får vi

Arean =

∫ 3π
2

0
| sin(2x)| dx (2.43)

=

∫ π/2

0
sin(2x) dx−

∫ π

π/2
sin(2x) dx+

∫ 3π
2

π
sin(2x) dx (2.44)

=
[
− 1

2
cos(2x)

]π/2
0

+
[1
2

cos(2x)
]π
π/2
−
[1
2

cos(2x)
] 3π

2

π
(2.45)

= 1 + 1 + 1 = 3. (2.46)

Man kan även använda integralen för att bestämma kurvors längd (båglängd).

Sats 2.4 (Båglängd) Låt f vara en kontinuerligt deriverbar funktion definierad på intervallet
[a, b]. Funktionens grafG = {(x, y) : y = f(x), x ∈ [a, b]} är en kurva i planet. Kurvans längd
ges av

L =

∫ b

a

√
1 + f ′(x)2 dx. (2.47)

Bevis. Vi delar in [a, b] i n delintervall, a = x0 < x1 < · · · < xn = b, och inför notationen ∆xi =
xi − xi−1. Längderna av linjesegmenten mellan punkterna (xi, f(xi)), i = 0, . . . , n, ges av

Ln =
n∑

i=1

√
(xi − xi−1)2 + (f(xi)− f(xi−1))2 =

n∑
i=1

√
1 +

(f(xi)− f(xi−1))2

(xi − xi−1)2
∆xi. (2.48)
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x0 x1 x2 x3 x4

f(x0 )

f(x1 )

f(x2 )

f(x3 )

f(x4 )

x

y

Figur 2.3: Approximation av båglängd med hjälp av linjesegment.

Medelvärdessatsen för derivator ger att det finns ett ci ∈ [xi−1, xi] sådant att

f(xi)− f(xi−1)

xi − xi−1
= f ′(ci). (2.49)

Vi får

Ln =

n∑
i=1

√
1 + f ′(ci)2∆xi. (2.50)

Därmed ärLn en Riemann-summa för integralen
∫ b
a

√
1 + f ′(x)2 dx vars integrand är kontinuerlig. Vi

låter nu n→∞ så att maxi=1,...,n∆xi → 0 vilket ger att

L = lim
n→∞

Ln =

∫ b

a

√
1 + f ′(x)2 dx, (2.51)

enligt sats 1.2.

Notera att approximationen med ändligt många linjesegment alltid blir mindre än eller lika med kur-
vans längd,Ln ≤ L för fixt n. Detta beror på att linjesegmentet är den kortaste sträckanmellan två punk-
ter. Vi ger nu ett exempel på hur längden av en given kurva kan beräknas.

Exempel 2.12 (Båglängd) Bestäm längden av grafen y = x3 + 1
12x då x varierar mellan 1 och

2. Vi använder sats 2.4 och noterar att f(x) = x3+ 1
12x med derivata f ′(x) = 3x2− 1

12x2 . Vi har
att

1 + f ′(x)2 = 1 +
(
3x2 − 1

12x2

)2
= 1 + 9x4 − 1

2
+

1

144x4
=
(
3x2 +

1

12x2

)2
. (2.52)

Längden ges därför av

L =

∫ 2

1

√
1 + f ′(x)2 dx =

∫ 2

1
3x2 +

1

12x2
dx = [x3 − 1

12x
]21 = 7 +

1

24
. (2.53)



Kapitel 2. Integrationstekniker 35

Exemplet är tillrättalagt eftersom den integranden vi till slut får är lätt att hitta primitivfunktion till.
I många fall blir den uppkomna integralen inte enkel att bestämma. Vi får istället använda numeriska
metoder för att beräkna en approximation.

Man kan även bestämma volymer med integraler. Vi låter en kropp som befinner sig mellan x = a
och x = b ha tvärsnittsareanA(x). Volymen ges då av tvärsnittsarean integrerad över området [a, b].

Sats 2.5 (Volym som integral av area) LåtS vara en kropp iR3 definieradmellanx = a och
x = b,−∞ < a < b <∞. Vidare anta att arean av tvärsnittet avS vidx ges av den kontinuerliga
funktionenA(x) ≥ 0. Då ges kroppens volymen V av

V =

∫ b

a
A(x) dx. (2.54)

Bevis. Låt P = {x0, x1, . . . , xn} vara en partition av [a, b] i n delintervall, a = x0 < x1 < · · · <
xn = b. Vidare låt ∆xi = xi − xi−1, i = 1, . . . , n, och approximerar volymen med parallella skivor
av tjocklek∆xi. Volymen av varje skiva∆Vi kommer ligga mellan den minimala arean gånger tjockleken
min[xi−1,xi]A(x)∆xi och den maximala arean gånger tjockleken max[xi−1,xi]A(x)∆xi. Vi noterar där-
för att Imin(A,P ) ≤ V ≤ Imax(A,P ) där Imin(A,P ) =

∑n
i=1 min[xi−1,xi]A(x)∆xi är den undre

Riemann-summan av funktionenA(x)med partitionen P och, på motsvarande sätt, Imax(A,P ) är den
övre Riemann-summan. EftersomA(x) är kontinuerlig konvergerar båda Riemann-summornamot sam-
ma värde enligt sats 1.2. Vi får därför att

V =

∫ b

a
A(x) dx. (2.55)

Denna teknik där sammanlagda volymen approximeras av volymselement som utgörs av skivor av
kroppen kallas just skivning. Vi ger två exempel. Det första med cirkulär tvärsnittsarea och det andra med
kvadratisk.

Exempel 2.13 (Oändlig kropp med ändlig volym) Bestäm volymen av den kropp sombildas
då funktionen y = x−2 roterar runt x-axeln för x ≥ 1. Vi noterar att genomskärningsarean beror
av x somA(x) = π · (x−2)2. Vi får en generaliserad integral

V =

∫ ∞

1
A(x) dx = lim

R→∞

∫ R

1
A(x) dx = lim

R→∞
π

∫ R

1
x−4 dx = π lim

R→∞

[
− 1

3
x−3

]
=

π

3
.

(2.56)
Volymen av denna oändligt långa kropp är alltså ändlig.

Exempel 2.14 (Keops pyramid) Bestäm volymen av en pyramid med längd och bredd b =
l = 230 och höjdh = 139. Vi introducerar ett koordinatsystemmedx-axeln pekande rakt ner från
toppen av pyramidenmed origo i toppen. Arean som funktion avx ges då avA(x) = b(x)·l(x) =
bx
h ·

lx
h = bl

h2x
2. Volymen ges av integralen av arean från x = 0 till x = h:

V =

∫ h

0
A(x) dx =

bl

h2

∫ h

0
x2 dx =

blh

3
= 2451033.333... (2.57)
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2.4 Rotationskroppar

Rotationskroppar är områden iR3 som konstrueras genom att ett område i planet roterar runt en linje. Vi
kommer studera rotation runt x-axeln och y-axeln av områden som begränsas av en given funktion f(x)
och ett intervall på x- respektive y-axeln. Vi börjar med rotation runt x-axeln som vi redan sett i exempel
2.13.

Sats 2.6 (Volym av en kropp som roterar runt x-axeln) Givet en kontinuerlig funk-
tion f ≥ 0 och ett intervall [a, b] låt området som begränsas av f , x-axeln, x = a och x = b
kallas R. Volymen av rotationskroppen som uppkommer då R roterar kring x-axeln ges av V =

π
∫ b
a f(x)2 dx.

Bevis. Vi använder sats 2.5 och låterA(x) = πf(x)2 eftersom arean av en cirkel är πr2 och cirkelns radie
är r = f(x). Vi får direkt V = π

∫ b
a f(x)2 dx.

Exempel 2.15 (Volym av en kon) Bestäm volymen av en kon med radie r och höjd h. Vi
placerar spetsen i origo och bildar konen genom att rotera funktionen f(x) = rx

h runt x-axeln
mellan x = 0 och x = h. Enligt sats 2.6 ges volymen av

V = π

∫ h

0
f(x)2 dx = π

∫ h

0

r2x2

h2
dx = π

r2

h2

[x3
3

]h
0
=

πr2h

3
. (2.58)

Vi skivar alltså kroppen i tunna skivor för varje x-värde. Cirkelskivornas area ges av πf(x)2. Vi kan
även bestämma arean av en rotationskropp som bildas genom att en given funktion roterar runt x-axeln.
Vi använder samma teknik som vid bestämningen av båglängd i sats 2.4.

Exempel 2.16 (Area av yta) Bestäm arean S av ytan som bildas då den kontinuerliga funk-
tionen f mellan x = a och x = b roterar runt x-axeln. Längden av kurvan ges som bekant av
gränsvärdet av längden av linjesegmenten då indelningen blir oändligt fin

L =

∫ b

a

√
1 + f ′(x)2 dx. (2.59)

Arean som bildas av kurvan, då den roteras runt x-axeln, ges av linjesegmentens längd (i ett givet
intervall [xi−1, xi]) gånger omkretsen, som i gräns ges av 2π|f(x)|. Vi får

S = 2π

∫ b

a
|f(x)|

√
1 + f ′(x)2 dx. (2.60)

Vid rotation runt y-axeln bildar vi cylindriska skal vars omkrets och höjd är 2πx respektive f(x).

Sats 2.7 (Volym av en kropp som roterar runt y-axeln) Givet en kontinuerlig funktion
f(x) och ett intervall [a, b] låt området som begränsas av f ≥ 0, x-axeln, x = a ≥ 0 och x = b
kallas R. Volymen av rotationskroppen som uppkommer då R roterar kring y-axeln ges av V =

2π
∫ b
a xf(x) dx.
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Bevis. Låt P = {x0, x1, . . . , xn} vara en partition av [a, b] i n delintervall, a = x0 < x1 < · · · <
xn = b. Vidare låt ∆xi = xi − xi−1, i = 1, . . . , n. Vi studerar nu volymen av de cylindriska skal som
uppkommer då volymselementet mellan f(x), x-axeln, xi−1 och xi roterar runt y-axeln. För volymse-
lement gäller minx∈[xi−1,xi] f(x)2πxi−1∆xi ≤ ∆Vi ≤ maxx∈[xi−1,xi] f(x)2πxi∆xi alltså maximala
(minimala) höjden gånger maximala (minimala) omkretsen gånger tjockleken∆xi av ett cylindriskt skal.
Både övre och undre begränsningen är Riemann-summor som konvergerar mot

V = 2π

∫ b

a
xf(x) dx, (2.61)

enligt sats 1.2 eftersom f(x) är kontinuerlig.

Exempel 2.17 (Volym av en torus) Bestäm volymen av en torus som definieras av att en cirkel
i punkten (b, 0) med radie a roterar runt y-axeln. Först måste vi hitta en funktion som beskriver
torusen. Vi studerar endast den övre halvan, vi låter alltså y ≥ 0. Vi vet att (x− b)2+f(x)2 = a2.
Eftersom vi tittar på positiva y-värden får vi f(x) =

√
a2 − (x− b)2. Sats 2.7 ger nu att

V = 2 · 2π
∫ b+a

b−a
x
√
a2 − (x− b)2 dx, (2.62)

där den första tvåan kommer av att integralen bara innefattar halva torusen. Vi använder varia-
belsubstitutionen u = x− b och får

V = 4π

∫ a

−a
(u+ b)

√
a2 − u2 du = 4πb

∫ a

−a

√
a2 − u2 du = 4πb

πa2

2
= 2π2ba2, (2.63)

eftersom u
√
a2 − u2 är udda och

√
a2 − u2 beskriver en halvcirkel vars area är πa2

2 .

Exempel 2.18 (Rotationsvolym) Bestäm volymen av en skål som definieras av att funktionen
f(x) = x4 mellan x = 0 och x = 1 roterar runt y-axeln. Vi noterar att funktionen som beskriver
skålens djup som funktion av radien är f(x) = 1− x4. Sats 2.7 ger att

V = 2π

∫ 1

0
x(1− x4) dx = 2π[

x2

2
− x6

6
]10 =

2π

3
. (2.64)
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Figur 2.4: Funktionen x4 roterad runt y-axeln från exempel 2.18.

2.5 Numeriska metoder

Numeriskametoder för att beräkna integraler bygger på sammaprincip somRiemann-summor. Intervallet
delas in i delintervall och på varje delintervall approximeras integralen av en enkel funktion vars integral
kan beräknas. Vi presenterar tre metoder där rektanglar, trapetser och andragradspolynom används som
approximation på delintervallen.

Mittpunktsmetoden innebär, som det låter, att integralen approximerasmed enRiemann-summa där
funktionen evalueras i mittpunkten på varje delintervall.

Definition 2.1 (Mittpunktsmetoden) Låt f vara kontinuerlig på intervallet [a, b]. Vi delar
in intervallet [a, b] i n delintervall med punkterna a = x0 < x1 < · · · < xn = b och inför
notationen ∆xi = xi − xi−1, i = 1, . . . , n. Mittpunktsmetodens approximation av integralen
ges av ∫ b

a
f(x) dx ≈Mn =

n∑
i=1

f

(
xi−1 + xi

2

)
∆xi. (2.65)

I figur 2.5 illustrerar vi mittpunktsmetoden genom att approximera
∫ 2π
−2π

sin(x)
x dx med 8 lika stora

delintervall. Bokens framsida är en annan illustration avmittpunktsmetoden. Vi ser tydligt hurmittpunk-
ten på varje intervall avgör höjden på rektangeln vars area approximerar bidraget till integralen.

Trapetsmetoden innebär att funktionen istället approximeras med ett linjärt polynom på varje delin-
tervall, vilket resulterar i en fyrhörning (trapets) vars area vi kan bestämma, se figur 2.6.

Definition 2.2 (Trapetsmetoden) Låt f vara kontinuerlig på intervallet [a, b]. Vi delar in in-
tervallet [a, b] in delintervall med punkterna a = x0 < x1 < · · · < xn = b och inför notationen
∆xi = xi − xi−1, i = 1, . . . , n. Trapetsmetodens approximation av integralen ges av∫ b

a
f(x) dx ≈ Tn =

n∑
i=1

f(xi−1) + f(xi)

2
∆xi. (2.66)
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x

y

Figur 2.5: Mittpunktsmetoden för att approximera integralen av sin(x)
x mellan−2π och 2π.

x

y

Figur 2.6: Trapetsmetoden för att approximera integralen av sin(x)
x mellan−2π och 2π.
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x

y

Figur 2.7: Beräkning av arean under en godtycklig kvadratisk funktion.

Slutligen har vi Simpsons formel som använder andragradspolynom för att approximera integralen.
Här krävs en härledning eftersom arean av ett områdemellan en kvadratisk funktion och x-axeln, uttryckt
i funktionens värden i ändpunkterna och mittpunkten inte är uppenbar. Vi studerar ett godtyckligt in-
tervall [xi−1, xi]. I figur 2.7 ser vi ytan under det kvadratiska polynomet som vi vill bestämma. Vi låter
mittpunkten på intervallet vara xi−1/2 = xi−1+xi

2 och h = xi − xi−1 = ∆xi intervallets längd. Vi
studerar ett godtyckligt andragradspolynom

y(x) = A(x− xi−1/2)
2 +B(x− xi−1/2) + C. (2.67)

Vi har valt att förskjuta med xi−1/2 för attC ska bli enkel att räkna ut och integralen ska bli oberoende av
B. Vi ser direkt att fi−1/2 = y(xi−1/2) = C . Genom att sätta in xi−1 och xi får vi,

fi = y(xi) = A(xi − xi−1/2)
2 +B(xi − xi−1/2) + C = A

h2

4
+B

h

2
+ fi−1/2 (2.68)

fi−1 = y(xi−1) = A(xi−1 − xi−1/2)
2 +B(xi−1 − xi−1/2) + C = A

h2

4
−B

h

2
+ fi−1/2. (2.69)

Adderar respektive subtraherar vi de båda uttrycken får vi

fi + fi−1 = A
h2

2
+ 2fi−1/2, (2.70)

fi − fi−1 = Bh. (2.71)

Vi drar slutsatsen att A =
2(fi−1−2fi−1/2+fi)

h2 och B = fi−fi−1

h . Nu återstår det att integrera y(x) på
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x

y

Figur 2.8: Simpsons formel för att approximera integralen av sin(x)
x mellan−2π och 2π.

intervallet [xi−1, xi]. Vi får med variabelsubstitutionen t = x− xi−1/2 att

∫ xi

xi−1

y(x) dx =

∫ xi

xi−1

A(x− xi−1/2)
2 +B(x− xi−1/2) + C dx (2.72)

= {t = x− xi−1/2,
dt

dx
= 1} =

∫ h/2

−h/2
At2 +Bt+ C dt (2.73)

= [
At3

3
+

Bt2

2
+ Ct]

h/2
−h/2 (2.74)

=
Ah3

12
+ 0 + Ch (2.75)

=
2(fi−1 − 2fi−1/2 + fi)

12
h+ fi−1/2h (2.76)

=
fi−1 + 4fi−1/2 + fi

6
h. (2.77)

Vi är nu redo att definiera Simpsons formel där bidraget till integralen från varje delintervall är just
fi−1+4fi−1/2+fi

6 ∆xi.

Definition 2.3 (Simpsons formel) Låt f vara kontinuerlig på intervallet [a, b]. Vi delar in
intervallet [a, b] i n delintervall med punkterna a = x0 < x1 < · · · < xn = b och inför
notationen∆xi = xi − xi−1, i = 1, . . . , n. Simpsons formel ger att∫ b

a
f(x) dx ≈ Sn =

n∑
i=1

f(xi−1) + 4f(xi−1+xi

2 ) + f(xi)

6
∆xi. (2.78)

Vi upprepar exemplet med f(x) = sin(x)
x också för Simpsons formel. Det är tydligt för ögat att Simp-

sons formel ger den bästa approximationen. Även om numeriska metoder bäst lämpar sig för datorberäk-
ning kan man utföra beräkningarna för hand om antalet delintervall är få. Vi ger två exempel.
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Exempel 2.19 (Trapetsmetoden) Vi vill integrera 1 + sin2(x) från 0 till 2π med trapetsme-
toden med 6 delintervall. Vi noterar att xi = iπ

3 , i = 0, . . . , 6, och får

T6 =
π

3

6∑
i=1

[
1

2

(
1 + sin2

(
(i− 1)π

3

))
+

1

2

(
1 + sin2

(
iπ

3

))]
(2.79)

= 2π +
π

3

5∑
i=1

sin2
(
iπ

3

)
(2.80)

= 2π +
π

3

(
3

4
+

3

4
+ 0 +

3

4
+

3

4

)
= 3π. (2.81)

Exempel 2.20 (Simpsons formel) Vi låter nu f(x) = x3 +1 och använder Simpsons formel
med ett delintervall för att approximera

∫ 1
0 x3 + 1 dx. Med x0 = 0, x1/2 = 1

2 och x1 = 1 får vi

S1 =
f(x0) + 4f(x1/2) + f(x1)

6
=

1 + 4 · 9/8 + 2

6
=

5

4
. (2.82)

Vi noterar att Simpsons formel ger det exakta värdet
∫ 1
0 x3 + 1 dx = 5

4 . Det gäller i allmänhet att
Simpsons formel är exakt för polynom till och med grad 3.

2.6 Konvergens av numeriska approximationer

Eftersom de numeriska metoderna (oftast) ger approximativa värden på integralen är det viktigt att ana-
lysera felet i approxmationen i termer av antal element i partitionen. Vi antar för enkelhets skull att in-
tervallet [a, b] är indelat i n lika stora delintervall. Idén vi använder i beviset fungerar på samma sätt om
delintervallen har olika längd. Vi presenterar feluppskattningar för mittpunktsmetoden, trapetsmetoden
och Simpsons formel.

Sats 2.8 (Feluppskattningar) Låt f vara kontinuerlig [a, b]med kontinuerlig andraderivata
begränsad avK ≥ 0. Vi delar in [a, b] i n lika stora delintervall. Då gäller att∣∣∣∣∫ b

a
f(x) dx−Mn

∣∣∣∣ ≤ K(b− a)3

24n2
, (2.83)∣∣∣∣∫ b

a
f(x) dx− Tn

∣∣∣∣ ≤ K(b− a)3

12n2
. (2.84)

Om f är fyra gånger kontinuerligt deriverbar och |f (4)(x)| ≤ K så gäller även∣∣∣∣∫ b

a
f(x) dx− Sn

∣∣∣∣ ≤ K(b− a)5

2880n4
. (2.85)
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Bevis. Vi bevisar resultatet förmittpunktsmetoden. Bevisen för trapetsmetoden och Simpsons formel föl-
jer samma idé. Vi studerar ett delintervall [xi−1, xi] och låter h = xi − xi−1. Taylors formel av ordning
1, sats 5.3 i del I, ger för x, x̄ ∈ [xi−1, xi] att

f(x) = f(x̄) + f ′(x̄)(x− x̄) +
1

2
f ′′(ξ)(x− x̄)2, (2.86)

för något ξ ∈ [xi−1, xi]. Med x̄ = xi−1+xi

2 och eftersom |f ′′(ξ)| ≤ K får vi

∣∣∣∣f(x)− f

(
xi−1 + xi

2

)
− f ′

(
xi−1 + xi

2

)(
x− xi−1 + xi

2

)∣∣∣∣ ≤ K

2

(
x− xi−1 + xi

2

)2

,

(2.87)
för alla x ∈ [xi−1, xi]. Vi har att∣∣∣∣∣

∫ xi

xi−1

f(x) dx− f

(
xi−1 + xi

2

)
h

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ xi

xi−1

f(x)− f

(
xi−1 + xi

2

)
dx

∣∣∣∣∣ (2.88)

=

{
vi använder att

∫ xi

xi−1

(
x− xi−1 + xi

2

)
dx = 0

}
(2.89)

=

∣∣∣∣∣
∫ xi

xi−1

f(x)− f

(
xi−1 + xi

2

)
− f ′

(
xi−1 + xi

2

)(
x− xi−1 + xi

2

)
dx

∣∣∣∣∣ (2.90)

≤
∫ xi

xi−1

∣∣∣∣f(x)− f

(
xi−1 + xi

2

)
− f ′

(
xi−1 + xi

2

)(
x− xi−1 + xi

2

)∣∣∣∣ dx (2.91)

≤ K

2

∫ xi

xi−1

(
x− xi−1 + xi

2

)2

dx =

{
y = x− xi−1 + xi

2

}
(2.92)

=
K

2

∫ h/2

−h/2
y2 dy (2.93)

=
Kh3

24
. (2.94)

Vi summerar nu över i = 1, . . . , n, använder h = b−a
n och får

∣∣∣∣∫ b

a
f(x) dx−Mn

∣∣∣∣ ≤ n∑
i=1

∣∣∣∣∣
∫ xi

xi−1

f(x) dx− f

(
xi−1 + xi

2

)
h

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

Kh3

24
=

K(b− a)3

24n2
.

(2.95)

Eftersom felet i mittpunktsmetoden avtar som 1
n2 då n → ∞ säger vi att det är en andra ordningens

metod.Med ordo notationen kan vi säga att felet ärO
(

1
n2

)
då n→∞, se definition 5.3 i del I. Vi ser även

att mittpunktsmetoden integrerar linjära funktioner exakt eftersomK = 0. Detsamma gäller trapetsme-
toden som också är en andra ordningens metod. Simpsons formel är av fjärde ordningen och integrerar
kubiska (och lägre ordningens) polynom exakt. Vi avslutar detta kapitel med en konvergensstudie där vi
jämför de tre metoderna.
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n Mittpunktsmetoden Trapetsmetoden Simpsons formel
8 0.03481342871 0.06782650786 0.00060011652
16 0.00830743287 0.01650653957 0.00003610873
32 0.00205313047 0.00409955335 0.00000223587
64 0.00051181485 0.00102321144 0.00000013942

128 0.00012786222 0.00025569829 0.00000000871
256 0.00003195984 0.00006391804 0.00000000055
512 0.00000798961 0.00001597910 0.00000000004

Tabell 2.2: Felet i approximationen för olika antal delintervall.

Exempel 2.21 (Konvergens för mittpunktsmetoden, trapetsmetoden och Simpsons
formel) Vi jämför de tre metoderna för olika antal delintervall n. Låt f(x) = sin(x)

x på intervallet
[−2π, 2π] och beräkna en approximation till I =

∫ 2π
−2π

sin(x)
x dx.

Tabellen visar beloppet av felet mellan approximationerna och ett referensvärde med 11 korrekta
decimaler I = 2.83630315227. Vi ser att felen för mittpunktsmetoden och trapetsmetodenmins-
kar med en faktor 4 när antal delintervall n dubbleras medan för Simpsons formel minskar felet
med en faktor 16. Det bekräftar teorin som säger att mittpunktsmetoden och trapetsmetoden kon-
vergerar som 1

n2 medan Simpsons formel som 1
n4 . Det är viktigt att påpeka att Simpsons formel

behöver två nya funktionsevalueringar per intervall medan de andra metoderna behöver en. Även
om vi tar detta i beaktande ser vi i tabellen att Simpsons formel ger bäst approximation för samma
antal evalueringar.
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Övningar

2.1 Variabelsubstitution och partiell integration

Övning 2.1 Bestäm integralen.
(a)
∫ 2
1

√
x− 1 dx (b)

∫ 2
0 2xex

2
dx (c)

∫ π
0 cos(x)2 dx (d)

∫ e
1

2 ln(x)
x dx

Övning 2.2 Bestäm integralen.
(a)
∫ 4
1

cos(
√
x−1)√
x

dx (b)
∫ 3π/2
0 sin2(x) cos3(x) dx (c)

∫ π/4
π/12

2
tan(2x) dx

(d)
∫ √

3
1

−1
(x2+1)(arctan(x))2 dx

Övning 2.3 Bestäm integralen med hjälp av inverssubstitution.

(a)
∫ 3
−3

√
9− x2 dx (b)

∫ √
2

0
dx√
4−x2

(c)
∫ 1

2
0

1
(1−3x2)3/2

dx

(d)
∫ 2
0

1√
4+x2

dx, givet att
∫

1
cos(x) dx = ln(1+sin(x)

cos(x) ) + C

Övning 2.4 Bestäm integralen.
(a)
∫ π

2
0 x cos(2x) dx (b)

∫ 10
1 t ln(t)dt (c)

∫ e
1 ln(t)dt (d)

∫ 2
0 x arctan(x) dx

Övning 2.5 Bestäm integralen.
(a)
∫ π

3
0 x2 sin(3x) dx (b)

∫ π/4
−π/4 e

x cos(x) dx (c)
∫

sin(ln(x)) dx (d)
∫

eaxx5 dx

2.2 Integration av rationella funktioner

Övning 2.6 Bestäm primitivfunktionen.
(a)
∫

3
1−2x dx (b)

∫
2

(x+2)(x−2) dx (c)
∫

dx
bx2+1

(d)
∫

x+1
x2+9

dx

Övning 2.7 Bestäm primitivfunktionen.
(a)
∫

x+2
x2+x

dx (b)
∫

1
x3+4x

dx (c)
∫

dx
4x2−12x+9

(d)
∫

x−1
(x−3)2

dx

Övning 2.8 Bestäm primitivfunktionen.
(a)
∫

x−1
x−2 dx (b)

∫
x3−1
x−2 dx (c)

∫
x2−x+6
(x−2)2

dx (d)
∫

2x4+3x3−x2−8x+3
x2−3

dx

Övning 2.9 Bestäm primitivfunktionen.
(a)
∫

1
x2+2x+2

dx (b)
∫

x
x2−4x+8

dx (c)
∫

1
x2+5x+6

dx (d)
∫

4x2−10x+9
x3−8x2+25x−26

dx

Övning 2.10 Bestäm primitivfunktionen.
(a)
∫

2x3−7x
x4−8x2+16

dx (b)
∫

2x4−2x3+8x2−17x+51
x3−x2−x−15

dx (c)
∫

2x3−2x2+x+1
(1−2x2)2

dx
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(d)
∫

x3−5x2+9x−5
(x−2)4

dx

2.3 Beräkning av båglängd, area och volym

Övning 2.11 Bestäm arean mellan f och x-axeln på intervallet.
(a) f(x) = x sin(x2) på [0,

√
2π] (b) f(x) = x−1

x på [12 , 2]
(c) f(x) = cos(x)(12 − sin2(x)) på [−π

2 ,
π
2 ] (d) f(x) = x sin(x) på [0, 2π]

Övning 2.12 Bestäm kurvans längd.
(a) y = 3x+ 1, x ∈ [1, 2] (b) y = 2x3/2

3 , x ∈ [−1, 0] (c) y = kx, x ∈ [0, b]

(d) y = x
√
4x, x ∈ [0, 19 ]

Övning 2.13 Bestäm kurvans längd.
(a) y = ln(x)− x2

8 , x ∈ [1, 3] (b) y = 2x3

3 + 1
8x , x ∈ [1, 2] (c) y = x3/2−12

√
x

6 , x ∈ [0, 4]

(d) y = 1
4(

x2

2a − a ln(x)), x ∈ [1, t]

Övning 2.14 Bestäm volymen genom integration.
(a) En kropp som är 3 cm hög. Tvärsnittet på höjden y från basen är kvadratiskt med sidan 2y.
(b) Ett symmetriskt timglas (uppbyggt av två likadana koner med topparna riktade mot varandra)
med höjden 10 cm och cirkulär bottenarea 100 cm2.
(c) En liksidig tetraeder med avståndet hmellan två motstående kanters mittpunkter.
(d) En kropp som sträcker sig från z = 0 till z = h och har rektangulärt tvärsnitt med ena sidan z
och andra sidan 1

z2+1
.

2.4 Rotationskroppar

Övning 2.15 Bestäm volymen då området roteras runt x-axeln.
(a) 0 < x < 2, 0 < y < x2 (b) 0 < x < 1, 0 < y < x2 + x
(c) 0 < x < π

4 , sin(x)− 1 < y < 0 (d) 0 < x < 1
2 , 0 < y <

√
xex

Övning 2.16 Bestäm volymen då området roteras runt y-axeln.
(a) 1 < x < e, 0 < y < 1

x2 (b) 0 < x < a, 0 < y < cos(x2) (c) 0 < x < 2, x2 < y < 4
(d) 1 < x < 3, 0 < y < 1

x2+3

Övning 2.17 Ett område definierat av 0 < x < 1 och x2 < y < x roteras runt den givna axeln.
Bestäm volymen.
(a) y = 0 (b) x = 0 (c) x = −2 (d) y = 2

Övning 2.18 Området roteras runt y-axeln. Bestäm volymen.
(a) En triangelmed hörn i [1, 0], [3, 0], [1, 1] (b) En kvadratmed sidan 3 ochmittpunkten ix = 5
(c) En halvcirkel (x ≥ 0) med radie 2 i origo. (d) En halv ellips med lodräta halvaxeln 1 i y-axeln
och vågräta halvaxeln 2.
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2.5 Numeriska metoder

Övning 2.19 Beräkna en approximation av
∫ 2
1

1
x dxmed n lika långa delintervall. (Jämför med

det exakta svaret ln 2 ≈ 0.69315.)
(a) Mittpunktsmetoden, n = 2 (b) Trapetsmetoden, n = 2
(c) Simpsons formel, n = 1 (d) Simpsons formel, n = 2

Övning 2.20 Beräkna en approximation av integralen med två lika långa delintervall.
(a)
∫ π
0 sin(x) dxmed trapetsmetoden (b)

∫ 1
0 x2 dxmed mittpunktsmetoden

(c)
∫ 1
0 x2 − x3 dxmed mittpunktsmetoden (d)

∫ 1
0 x3 − 2x dxmed Simpsons formel

Övning 2.21 Beräkna en approximation av integralen med fyra lika långa delintervall.
(a)
∫ 2π
0 sin(x) dxmed mittpunktsmetoden (b)

∫ 5
−3 x

2 dxmed Simpsons formel
(c)
∫ 5
1 lnx dxmed Simpsons formel (d)

∫ 40
8

x−16
x dxmed trapetsmetoden

Övning 2.22 Använd trapetsmetoden på
∫ 64
0

√
x dxmed intervall enligt partitionen P .

(a) P = {0, 16, 64} (b) P = {0, 4, 16, 64} (c) P = {0, 1, 25, 64}
(d) P = {0, 16, 32, 48, 64}

2.6 Konvergens av numeriska approximationer

Övning 2.23 Bestäm en övre gräns för felet i approximationen av
∫ 1/2
0 x4 dx.

(a) T1 (b) S1 (c)M1 (d) T2

Övning 2.24 Beräkna approximationerna och det faktiska felet i förra uppgiften.

Övning 2.25 Bestäm en övre gräns för felet i approximationen.
(a)M3 ≈

∫ e
1 ln(x2) dx (b) S2 ≈

∫ π
0 − sin(x) dx (c) T4 ≈

∫ 5
1 −x

3 dx
(d)M10 ≈

∫ 2
0 4x3 − x4 dx

Problem

2.1 Variabelsubstitution och partiell integration

Problem 2.1 Ge en rekursionsformel som uttrycker In =
∫ 1
0 xne−x dx i termer av In−1 och

bestäm I4.

Problem 2.2 Visa att
∫ t
0 f(τ)g(t − τ) dτ =

∫ t
0 g(τ)f(t − τ) dτ . En sådan integral kallas

faltningen av f och g.
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2.2 Beräkning av båglängd, area och volym

Problem 2.3 Bestäm arean av en sfär med radie 1.

Problem 2.4 För vilka värden på λ är volymen som uppkommer då funktionen xλ roterar runt
x-axeln, mellan x = 1 och oändligheten, ändlig?

2.3 Rotationskroppar

Problem 2.5 Låt enhetscirkeln i origo rotera kring linjen y = 5 − x. Bestäm volymen av den
uppkomna rotationskroppen.

Problem 2.6 Bestäm volymen av kroppen som bildas då en liksidig triangel med en sida parallell
med x-axeln, höjd 2 och mittpunkten i x = 2, roterar kring y-axeln.

2.4 Numeriska metoder

Problem 2.7 Visa att Sn = Tn+2Mn
3 .

Problem 2.8 Approximera integralen
∫ 2
1 x3 dxmed trapetsmetoden med två delintervall [1, t]

och [t, 2]. Välj t så att felet blir så litet som möjligt.

2.5 Konvergens av numeriska approximationer

Problem 2.9 Visa att felet i approximationen T1 ≈
∫ h
0 f(x) dx kan begränsas avKh3/12 där

K är en begränsning av maxx∈[0,h] |f ′′(x)|.

Problem 2.10 Simpsons formel integrerar exakt för kubiska polynom. Verifiera detta för funk-
tionen x3 på ett godtyckligt delintervall [a, b].
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En differentialekvation är en ekvation för bestämning av en obekant funktion, som beror av en eller
flera oberoende variabler, där funktionen själv förekommer tillsammans med dess derivator. Differen-
tialekvationer används för att modellera en stor mängd fenomen i naturen och samhället. De grund-
läggande fysikaliska naturlagarna som beskriver mekanik, elektromagnetism och kvantfysik är till
exempel alla formulerade som differentialekvationer. Strukturmekanik och fluiddynamik, kemiska
processer, biologiska modeller, optionsprissättning är andra exempel områden där differentialekvatio-
ner är oumbärliga. En ordinär differentialekvation (ODE) är en differentialekvation där den obe-
kanta funktionen bara beror av en oberoende variabel. Ofta är denna variabel tiden. I detta kapitel
studerar vi existens och entydighet av lösning till ODE samt analytiska tekniker för att lösa ordinära
differentialekvationer.

3.1 Introduktion till differentialekvationer

Vi börjar detta kapitel med ett exempel. Vi vill studera hur en kropp som släpps mot marken faller un-
der inverkan av gravitation och luftmotstånd. Den sökta obekanta funktionen är avståndet till marken x
som funktion av den oberoende variabeln tiden t. Differentialekvationen sommodellerar detta förlopp är
Newtons andra lag.

Exempel 3.1 (Fritt fall) Vi studerar en kropp med massa m som släpps från en höjd h över
marken. Newtons andra lag ger en relation mellan kroppens massa m, acceleration a(t) och de
yttre krafter den som påverkas av F (t). Accelerationen är tidsderivatan av hastigheten v(t) och
hastigheten är i sin tur derivatan av positionen x(t) det vill säga höjden över marken. Vi har att

m
dv(t)

dt
= F (t). (3.1)

En kropp som faller påverkas av gravitationskraften−mg (som ökar farten i negativ riktning, alltså
neråt) och luftmotståndet (somminskar farten i negativ riktning) som antas vara proportionell mot

49



50 3.1. Introduktion till differentialekvationer

hastigheten kv(t)med en proportionalitetskonstant k > 0. Vi får följande differentialekvation för
hastigheten v(t) (som kommer ha negativt tecken)

m
dv(t)

dt
= −mg − kv, v(0) = 0. (3.2)

Notera att−kv kommer vara positiv eftersom k är positiv och kommer därför verka i motsatt rikt-
ning mot −mg. Villkoret v(0) = 0 kallas begynnelsevillkor och innebär att objektet släpps utan
att få någon begynnelsehastighet. Ekvation (3.2) är alltså en differentialekvation med lösning v(t),
som är en funktion av tiden t. Vi noterar att en förstaderivata av lösningen samt lösningen själv
ingår som termer i ekvationen. Vi återkommer till hur lösningen kan bestämmas senare, när vi ut-
vecklat rätt redskap för det. Om vi för tillfället antar att vi kan bestämma funktionen v(t) och vill
bestämma objektets position har vi relationen dx(t)

dt = v(t). Begynnelsevillkoret ges av x(0) = h
eftersom objektet befinner sig på höjdh vid tiden t = 0. Om vi integrerar båda sidor ges positionen
som funktion av tiden av

x(t) = h+

∫ t

0
v(τ) dτ. (3.3)

Om det bara finns en oberoende variabel är differentialekvationen alltså ordinär. Om det finns flera är
differentialekvationen partiell. Exempel på oberoende variabler är tid och rumskoordinater.

Definition 3.1 (Ordinär differentialekvation) En ordinär differentialekvation är en differen-
tialekvation som bara innehåller derivator med avseende på en variabel.

Definition 3.2 (Partiell differentialekvation) En partiell differentialekvation är en differen-
tialekvation som innehåller derivator med avseende på flera variabler.

Exempel 3.2 (Vågekvationen) Ett exempel på en partiell differentialekvation är den endimen-
sionella vågekvationen som beskriver longitudinella vågor i en endimensionell stav

d2u

dt2
= c2

d2u

dx2
, (3.4)

där c är våghastigheten. De oberoende variablerna är tiden t och rumskoordinaten x. Lösningen
u(x, t) beskriver förskjutning i x-led som funktion av x och t. Vi kommer studera denna typ av
differentialekvationer i del IV.

Ett annat sätt att klassificera differentialekvationer är ekvationens ordning.Det är högsta derivatan som
ingår i ekvationen som avgör ordningen.

Definition 3.3 (Ordning) En differentialekvation där högsta derivatan som förekommer är en
n:te derivata, har ordning n.
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Exempel 3.3 (Högre ordningens ODE) De ordinära differentialekvationerna

d2u(x)

dx2
+

du(x)

dx
+ u(x) = cos(x), (3.5)

d3u(x)

dx3
+ u(x)4 = sin(x), (3.6)

är av ordning 2 respektive 3.

3.2 Existens och entydighet

En viktig klass av differentialekvationer är de ordinära differentialekvationerna av första ordningen. För
dessa ekvationer finns speciella numeriska och analytiska lösningstekniker. De numeriska metoderna åter-
kommer vi till i kapitel 6. En första ordningens ODE kan formuleras på följande vis. Givet en funktion
f : R2 → R och en punkt (x0, u0), söker vi en lösning u(x) till{

u′(x) = f(x, u(x)), x > x0,
u(x0) = u0.

(3.7)

I figur 3.1 låter vi funktionen f(x, u) = x(1−u) ange lutningen i varje punkt. Eftersom ekvationen säger
att u′(x) = f(x, u)måste en lösning till ekvationen u(x) ha samma derivata (lutning) som figuren anger
för alla x, u. Givet ett begynnelsevillkor u(0) = 0 ges lösningen u(x) av den kurva som passerar genom
punkten (x0, u0) = (0, 0) och har lutning enligt funktionen f(x, u). Vi vill nu avgöra om ekvation (3.7)
har en lösning och om den är entydig. På samma sätt som när vi studerade algebraiska ekvationer kommer
vi använda fixpunktsiteration för att hitta en lösning. Till skillnad ifrån fallet då vi studerade f(x) = 0
kommer dock lösningen här ges av en funktion u(x) och inte ett tal x. Därför behöver vi även formulera
Banachs fixpunktssats för funktioner. Innan vi gör det måste vi dock definiera vad vi menar med storlek
av funktioner vilket även ger ett mått på och avstånd mellan funktioner.

Definition 3.4 (Norm av funktion) Vi definierar normen (storleken) av en kontinuerlig funk-
tion f ∈ C([a, b]) på intervallet [a, b] som ∥f∥ = maxx∈[a,b] |f(x)|.

Eftersom funktionen f är kontinuerlig vet vi att den har ett maximum på det slutna intervallet [a, b].
Avståndet eller avvikelsen mellan två funktioner f och g kan nu definieras som ∥f − g∥. Om g är en
approximation till f säger vi att avståndet ∥f − g∥mäter felet i approximationen. Vi ger ett exempel på
normen av en funktion.

Exempel 3.4 (Norm) Låt f(x) = 1 − x2 för x ∈ [0, 2]. Beräkna ∥f∥. Vi behöver alltså
beräkna maximum av |1 − x2| på det givna intervallet. Vi ser att för 0 ≤ x ≤ 1 är |1 − x2| ≤ 1.
För 1 ≤ x ≤ 2 är |1 − x2| = x2 − 1 som är strängt växande. I högra ändpunkten får vi att
|1− 22| = 3 vilket alltså är maximum. Därför har vi ∥f∥ = 3. Om intervallet ändras, ändras även
maximum.

Givet ett mått på storlek av funktioner och avstånd mellan funktioner kan vi generalisera Banachs
fixpunktsats till att också gälla funktioner. Avbildningen vars fixpunkt vi söker kommer nu istället gå från
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Figur 3.1: Funktionen f(x, u) = x(1−u) definierar lutningen i varje punkt. Kurvan är lösningen till u′(x) =
f(x, u)med begynnelsevillkor u(0) = 0.

ett funktionsrum S in i sig själv, där S är alla funktioner som ligger i en omgivning till en given funktion
u0 i meningen att felet ∥u− u0∥ ≤ r för alla u ∈ S och något r > 0.

Sats 3.1 (Banachs fixpunktssats) Givetu0 ∈ C([a, b]) och r > 0, låtS = {u ∈ C([a, b]) :
∥u − u0∥ ≤ r}. Låt vidare G vara en avbildning från S in i sig själv, G : S → S. Om G är en
kontraktion, alltså om det för något tal γ ∈ [0, 1) gäller att

∥G(u)−G(z)∥ ≤ γ∥u− z∥, ∀u, z ∈ S, (3.8)

så harG en unik fixpunkt u = G(u), u ∈ S. Dessutom konvergerar fixpunktsiterationen un =
G(un−1) givet u0 ∈ S, alltså ∥u− un∥ → 0 då n→∞.

Bevis. Beviset liknar beviset av Banachs fixpunktsats i sats 6.3 i del I. Det bygger på att alla Cauchy-följder
av funktioner konvergerar iC([a, b]).

Vi är nu redo att presentera och bevisa Picards sats som garanterar entydig lösning till ekvation (3.7) i
en omgivning av (x0, u0).

Sats 3.2 (Picards sats) Vi studerar begynnelsevärdesproblemet{
u′(x) = f(x, u(x)),
u(x0) = u0.

(3.9)

Antag att f(x, u) är kontinuerlig på en rektangel R = {(x, u) : a ≤ x ≤ b, c ≤ u ≤ d}
innehållande punkten (x0, u0) samt Lipschitz-kontinuerlig med avseende på u iR, det vill säga

|f(x, u1)− f(x, u2)| ≤ L|u1 − u2|, (x, u1), (x, u2) ∈ R. (3.10)

Då finns ett δ > 0 så att det existerar en unik lösning u(x) till begynnelsevärdesproblemet i inter-
vallet x0 − δ < x < x0 + δ.
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Bevis. Vi studerar följande ekvation vars derivata ger ekvation (3.9)

u(x) = u0 +

∫ x

x0

f(t, u(t)) dt. (3.11)

Om ekvation (3.11) har en lösningu(x) så är den deriverbar och löser även ekvation (3.9). Vi vill konstruera
en sekvens lösningar ϕn(x) som konvergerar till något ϕ(x) som förhoppningsvis löser ekvationen. Vi
åstadkommer detta med hjälp av fixpunktsiteration av integralekvationen (3.11).

Vi noterar att f är kontinuerlig på ett slutet område vilket innebär att funktionen är begränsad det vill
säga |f(x, u)| ≤ M , (x, u) ∈ R, för någotM > 0. Vi låter I = [x0 − δ, x0 + δ] för något δ > 0 och
bildar funktionsmängden S = {ϕ ∈ C(I) : ∥ϕ − u0∥ ≤ r}, med r = Mδ. Vi väljer ett ϕ0 ∈ S (till
exempel den konstanta funktionen ϕ0(x) = u0) och definierar nästa värde, givet det föregående, som

ϕn(x) = G(ϕn−1(x)) := u0 +

∫ x

x0

f(t, ϕn−1(t)) dt, n = 1, 2, . . . . (3.12)

Denna fixpunktsiteration kallas även Picarditeration. FunktionenG tar en funktion ϕn−1(x) och ger till-
baka en annan funktion ϕn(x). Om ϕn−1 och f är kontinuerliga kommer f(t, ϕn−1(t)) att vara kon-
tinuerlig och därmed integrerbar vilket innebär att integralen är definierad och ϕn(t) är deriverbar (och
kontinuerlig) eftersom den är primitivfunktion till den kontinuerliga funktionen f(x, ϕn−1(x)). Vidare
gäller att |ϕn(x) − u0| = |

∫ x
x0

f(t, ϕn−1) dt| ≤ M |x − x0| ≤ Mϵ för x0 − δ ≤ x ≤ x0 + δ det vill
säga ∥ϕn − u0∥ ≤ Mδ. Alltså gäller att ϕn(x) ∈ S och attG : S → S. Dessutom har vi för v, w ∈ S
att

∥G(v)−G(w)∥ := max
x0−δ≤x≤x0+δ

|G(v)(x)−G(w)(x)| (3.13)

≤ max
x0−δ≤x≤x0+δ

∫ x

x0

|f(t, v(t))− f(t, w(t))| dt ≤ δL∥v − w∥, (3.14)

eftersom f är Lipschitz-kontinuerlig med konstant L. För tillräckligt små δ så att ϵL < 1 innebär detta
att G är en kontraktion. Banachs fixpunktssats 3.1 ger då att det finns en unik fixpunkt ϕ som är entydig
lösning till integralekvationen

ϕ(x) = G(ϕ(x)) := u0 +

∫ x

x0

f(t, ϕ) dt. (3.15)

Eftersom ϕ är uttryckt som en integral av en kontinuerlig funktion (som har en primitivfunktion) är ϕ
deriverbar och löser alltså det ursprungliga begynnelsevärdesproblemet med ϕ(x0) = u0. Vi tar u = ϕ.
Lösningen är unik i S.

För att illustrera satsen studerar vi ett konkret exempel.

Exempel 3.5 (Fixpunktsiteration av funktion) Bestäm lösningen till ekvationen u′(x) =
f(x, u(x)) := −3u(x)med begynnelsevillkor u(0) = 1. Vi börjar med att integrera ekvationen
från 0 till x och letar efter lösningar ϕ ∈ C([0, 1]) till integralekvationen

ϕ(x) = u(0) +

∫ x

0
−3u(t) dt = 1− 3

∫ x

0
ϕ(t) dt. (3.16)
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φ1

φ4

φ7

φ10

x

Figur 3.2: Vi ser funktionerna ϕi(x), för i = 1, 4, 7, 10 tillsammans med den streckade exakta lösningen
u(x) = e−3x.

Vi ställer upp en fixpunktsiteration

ϕn(x) = 1− 3

∫ x

0
ϕn−1(t) dt, n = 1, 2, . . . (3.17)

När vi sätter in startgissningen ϕ0 = 1 får vi ϕ1(t) = 1 − 3x, ϕ2 = 1 − 3(x − 3
2x

2), ϕ3 =
1− 3(x− 3

2x
2 + 9

6x
3) = 1− 3x+ 9

2x
2 − 27

6 x
3 och i allmänna fallet

ϕn(x) =
n∑

i=0

(−3x)n

n!
. (3.18)

För x ∈ [0, 1] är detta Taylorutvecklingen av ϕ(x) = e−3x runt x = 0, som är definierad för
alla x ∈ R. Eftersom ϕ(x) är deriverbar gäller ϕ′(x) = f(x, ϕ(x)). Alltså är u(x) = ϕ(x) =
e−3x unik lösning till ekvationen. I figur 3.2 ser vi hur funktionerna ϕ1(x), ϕ4(x), ϕ7(x), ϕ10(x)
konvergerar mot funktionen ϕ = e−3x som är representerad med en streckad linje.

Följande exempel visar att lösningar till ODE kan upphöra att existerar för ändliga värden på x. Detta
illustrerar att trots att f är Lipschitzkontinuerlig på en godtyckligt stor rektangel R är det inte säkert att
lösningen existerar mer än i en δ-omgivning till begynnelsevärdet.

Exempel 3.6 (Obegränsad lösning) Ekvationen{
du
dx = u2

u(0) = 1
(3.19)

har lösningen u(x) = 1
1−x eftersom u′(x) = 1

(1−x)2
och u(0) = 1. Trots att villkoren för satsen

är uppfyllda existerar bara lösningen för 0 ≤ x < 1.
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I nästa exempel visar vi att entydighet ej behöver hålla om f ej är Lipschitz-kontinuerlig.

Exempel 3.7 (Ej unik lösning) Ekvationen{
du
dx = 3u2/3

u(0) = 0
(3.20)

har lösningen u(x) = 0 men också till exempel lösningen u(x) = x3. Högerledet f(x, u) =
3u2/3 är ej Lipschitz-kontinuerligt i någon omgivning av origo.

I kapitel 5 återkommer vi till Picards sats för system av ODE. Där formulerar och bevisar vi en version
av satsen där f antas vara globalt Lipschitz-kontinuerlig. Under detta starkare antagande visar vi existens
och entydighet av lösning för alla x ∈ R.

3.3 Första ordningens ODE

Vi har nu avhandlat existens och entydighet av lösning till första ordningens ODE. Nu fokuserar vi på
olika tekniker för att bestämma lösningar analytiskt under förenklade antaganden på f(x, u).

Vi börjar med variabelseparation. Om f(x, u) kan skrivas som produkten av en funktion som beror
bara på x och en som beror bara på u förenklas lösningsprocessen nämligen till att bestämma två primitiv-
funktioner.

Sats 3.3 (Separabel ordinär differentialekvation) Låt f(x) och g(u) vara kontinuerliga
funktioner med primitivfunktioner F (x) och G(u). Vidare låt u = u(x) vara lösning till den
ordinära differentialekvationen

g(u)
du

dx
= f(x). (3.21)

Lösningarna till differentialekvationen ges implicit av

G(u(x)) = F (x) + C, (3.22)

därC är en godtycklig konstant. OmG(u) är inverterbar så gäller u(x) = G−1(F (x) + C).

Bevis. Kedjeregeln ger att
d

dx
G(u(x)) = g(u)u′(x) = f(x). (3.23)

Genom att bestämma primitivfunktion på båda sidor likhetstecknet får vi

G(u(x)) = F (x) + C. (3.24)

Vi återgår till figur 3.1 och använder variabelseparation för att bestämma u(x).

Exempel 3.8 (Variabelseparation) Vi studerar exemplet från figur 3.1, dudx = x(1−u),u(0) =
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0. Vi skriver om ekvationen på följande sätt

1

1− u

du

dx
= x, (3.25)

och använder sats 3.3 med g(u) = 1
1−u och f(x) = x för att få

− ln |1− u(x)| = x2

2
+ C ′, (3.26)

därC ′ är en konstant. Om vi tar exponentialfunktionen på båda sidor och flyttar om termer får vi

|1− u(x)| = Ce−
x2

2 , (3.27)

därC = e−C′
> 0. Vi får att

u(x) = 1± Ce−
x2

2 . (3.28)

Genom att sätta in u(0) = 0 ser vi attC = 1 och endast det negativa tecknet ger en lösning. Vi får

alltså u(x) = 1− e−
x2

2 . Det är den kurvan vi ser i figur 3.1.

Vi går vidare med ännu ett exempel på variabelseparation.

Exempel 3.9 (Variabelseparation) Vi studerar enmodell för population av djur med begrän-
sad föda. Låt u(t) vara antalet individer approximerad av en kontinuerlig funktion, k reproduk-
tionskonstant och L antal individer som kan leva på den föda som finns. Då kan följande första
ordningens separabla differentialekvation användas för att beskriva dynamiken i u(t)

du(t)

dt
= ku(t)(1− u(t)

L
). (3.29)

Eftersom ekvationen är separabel får vi att∫
Ldu

u(L− u)
=

∫
k dt = kt+ C ′, (3.30)

för någon konstantC ′. Vänsterledet kan skrivas om efter följande observation

L

u(L− u)
=

L− u+ u

u(L− u)
=

1

u
+

1

L− u
. (3.31)

Vi får att

kt+C ′ =

∫
Ldu

u(L− u)
=

∫
1

u
du+

∫
1

L− u
du = ln |u|−ln |L−u| = ln

∣∣∣∣ u

L− u

∣∣∣∣ . (3.32)

Vi tar exponentialfunktionen av båda sidor,∣∣∣∣ u

L− u

∣∣∣∣ = eC
′ · ekt := Cekt. (3.33)

Vi bakar in tecknet från absolutbeloppet iC , multiplicerar medL− u och löser ut u

u(t) =
CLekt

1 + Cekt
. (3.34)
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Eftersom detta gäller för allaC ochL är fixt kan vi baka inL i konstantenC ′ = CL och få

u(t) =
C ′ekt

1 + C′

L ekt
. (3.35)

Med denna formulering blir det tydligare att lösningen går motC ′ekt dåL→∞.

Det finns också situationer när ekvationen inte omedelbart är på rätt form för variabelseparationmen
där den kan skrivas om så att den blir på rätt form.

Exempel 3.10 Låt u(x) vara lösning till ekvationen

du(x)

dx
= f(

u

x
), (3.36)

för en given funktion f . Skriv om ekvationen som en separabel differentialekvation. Vi inför en ny
variabel v och låter u = xv(x). Vi får då att

f(v) = f(
u

x
) =

du(x)

dx
= v + x

dv

dx
, (3.37)

vilket omskrivet är en separabel differentialekvation i variablerna x och v

(f(v)− v)−1 dv

dx
=

1

x
. (3.38)

Givet lösningen till denna ekvation v(x) ges u(x) = xv(x).

En annan viktig teknik för att lösa differentialekvationer av första ordningen är integrerande faktor.
Dennametodkanbara användas omhögerledet är linjärt iu vilket innebär att det kan skrivas somf(x, u(x)) =
a1(x)u(x) + a0(x) för givna funktioner a1(x) och a0(x).

Sats 3.4 (Integrerande faktor) Låt f vara en integrerbar funktion med primitivfunktion F
och låt g vara kontinuerlig. Då gäller att lösningarna u till

u′(x) + f(x)u(x) = g(x) (3.39)

ges av

u(x) = e−F (x)

∫
eF (x)g(x) dx. (3.40)

Bevis. Produktregeln för derivator ger att

d

dx
(eF (x)u(x)) = f(x)eF (x)u(x) + eF (x)u′(x) = eF (x)g(x). (3.41)

Satsen följer genom att bestämma primitivfunktioner och sedan multiplicera med e−F (x)

u(x) = e−F (x)

∫
eF (x)g(x) dx. (3.42)
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4.88s

100m

t

x(t)

Figur 3.3: Objektets höjd över marken som funktion av tiden.

Vi återgår nu till vårt ursprungliga problem med en fallande kropp och bestämmer lösningen med
integrerande faktor.

Exempel 3.11 (Fritt fall, integrerande faktor) Låt den fallande kroppen ha massa m =
20kg och luftmotstånd k = 2kg/s och släppas från 100m höjd. Konstanten g = 9.8m/s2 gäller
approximativt nära jordytan. Ekvationen som beskriver den fallande kroppens hastighet ges av

dv(t)

dt
= −9.8− 0.1v(t), v(0) = 0. (3.43)

Den integrerande faktorn är e0.1t eftersom

d

dt
(e0.1tv(t)) = e0.1t(v′(t) + 0.1v(t)) = −9.8e0.1t. (3.44)

Vi integrerar från 0 till t och använder att v(0) = 0,

v(t)e0.1t = −9.8
∫ t

0
e0.1τ dτ = −9.8

[
10e0.1τ

]t
0
= −98(1− e0.1t). (3.45)

Därför får vi att v(t) = 98(e−0.1t − 1). Hastigheten går alltså mot ett konstant värde −98 när
tiden ökar (om kroppen inte slår i marken först). Positionen som funktion av tiden ges nu av

x(t) = 100 +

∫ t

0
v(t) dt = 100− 980(e−0.1t − 1)− 98t. (3.46)

Tiden det tar för att kroppen ska slå i marken, det vill säga lösa ekvationen x(t) = 0, kan be-
räknas med en numerisk metod, som till exempel fixpunktsiteration för ekvationen t = g(t) :=
100
98 − 10(e−0.1t − 1). Eftersom derivatan |g′(t)| < 1 kommer vi få konvergens på grund av Ba-
nachs fixpunktssats. Lösningen blir ungefär t∗ = 4.88 där alltså x(t∗) = 0. Figur 3.3 visar x(t) i
intervallet t ∈ [0, t∗]. Vi ser att relationen mellan sträcka och tid blir mer och mer linjär när tiden
ökar. Det innebär att hastigheten blir mer och mer konstant.
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Vi ger ytterligare ett exempel på integrerande faktor.

Exempel 3.12 (Integrerande faktor) Bestäm lösningen till differentialekvationen du(x)
dx +

1
xu(x) = x2. Vi noterar att primitivfunktionen till 1

x är ln(x). Vi använder sats 3.4 för att få

u(x) =
1

x

∫
x3 dx =

1

x

x4

4
+

C

x
=

x3

4
+

C

x
. (3.47)

3.4 Andra ordningens ODE

Andra ordningens differentialekvationer är centrala inom matematisk modellering av fysikaliska förlopp.
Newtons andra lag är ett viktigt exempel på en andra ordningens ODE, andraderivatan av positionen är
lika med kraften genom massan, svängande strängar är ett annat. Vi börjar igen med den allmänna for-
muleringen för att sedan göra förenklade antaganden som gör att lösningen kan tas fram med analytiska
metoder.

Definition 3.5 (Andra ordningens differentialekvation) En ordinär differentialekvation av
andra ordningen kan skrivas på formen

F (
d2u

dx2
,
du

dx
, u, x) = 0, (3.48)

där F är en funktion av fyra variabler F : R4 → R.

Vi noterar att F beror på d2u
dx2 , du

dx , u och x. Under vissa antaganden på F kan en andra ordningens
ODE reduceras till en första ordningensODE.Därefter kanmetoder för första ordningensODEanvändas.

Sats 3.5 (Reduktion från andra till första ordningensODE) Två typer av andra ordningens
differentialekvationer kan reduceras till första ordningen genom att introducera variabeln v = du

dx .
Dels ekvationer på formen

F (
d2u

dx2
,
du

dx
, x) = 0, (3.49)

som reduceras till F ( dvdx , v, x) = 0. Givet v fås u(x) =
∫
v(x) dx.

Dels ekvationer på formen

F (
d2u

dx2
,
du

dx
, u) = 0, (3.50)

som reduceras till F (v dv
du , v, u) = 0. Givet lösningen v ges u(x) som lösning till dudx = v(u).

Bevis. Först studerar vi ekvation (3.49). Låt v = du
dx , vilket direkt ger

F (
dv

dx
, v, x) = 0. (3.51)

Eftersom v = du
dx gäller att u(x) =

∫
v(x) dx.
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Vi studerar nu ekvation (3.50). Med hjälp av kedjeregeln får vi

d2u

dx2
=

dv

dx
=

dv

du

du

dx
= v

dv

du
. (3.52)

Detta ger

F (v
dv

du
, v, u) = 0. (3.53)

Denna ekvation är av första ordningen. Lösningen u(x) ges som lösning till du
dx = v(u) som också är en

första ordningens ODE.

Exempel 3.13 (Reduktion till första ordningen) Lös differentialekvationen

d2u

dx2
= cos(x)

(
du

dx

)1/2

(3.54)

medbegynnelsevillkorenu(π) = π
8 och du

dx(π) = 0. Vi introducerar v = du
dx och ser att ekvationen

är av första ordningen dv
dx = cos(x)v1/2 och separabel: v−1/2 dv

dx = cos(x). Detta leder till

2v1/2 =

∫
dv

v1/2
=

∫
cos(x) dx = sin(x) + C. (3.55)

Vi har, 0 = du
dx(π) = v(π) = C2

4 vilket gerC = 0. Vi får

v(x) =
sin2(x)

4
, (3.56)

vilket ger

u(x) =

∫
v(x) dx =

1

4

∫
sin(x)2 dx =

1

4

∫
1− cos(2x)

2
dx =

1

8
(x− 1

2
sin(2x)) +D.

(3.57)
Slutligen ger u(π) = π

8 attD = 0 och därmed u(x) = x−sin(x) cos(x)
8 .

Exempel 3.14 (Reduktion till första ordningen) Hitta u(x) som löser

u
d2u

dx2
=

(
du

dx

)2

. (3.58)

Vi låter v = du
dx . Vi får

uv
dv

du
= v2, (3.59)

som är separabel med lösning
∫

dv
v =

∫
du
u . Detta leder till v(u) = Cu, för någon konstant C .

Vi har du
dx = v = Cu som också är separabel med lösning u(x) = DeCx, därD är ytterligare en

konstant.

Notera att lösningen innehåller typiskt två integrationskonstanter som bestäms av två begynnelsevill-
kor. Vi har inte tagit upp existens av lösning till andra ordningens ODE. Vi väntar med det till kapitel 5
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där vi visar att ODE av godtycklig ordning kan skrivas som kopplade system av första ordningens ODE.
Existens och entydighet följer av en generalisering av Picards sats för system av ODE. Omskrivningen till
system av första ordningens ODE ger också tillgång till en mängd numeriska metoder som vi diskuterar
mer i kapitel 6.

3.5 Linjära ODE

En viktig klass av differentialekvationer är linjära ODE. En differentialekvation är linjär om lösningen u
förekommer linjärt i ekvationen. Vi definierar en linjär ODE genom att skriva ner den på allmän form. För
att underlätta lösningen skriver vi ofta ut den oberoende variabeln x endast i koefficienterna ai(x) men
inte i u. Det är då underförstått att u beror på x, se 3.60.

Definition 3.6 (Linjär differentialekvation) En ordinär differentialekvation av ordning n
som kan skrivas på formen

an(x)u
(n) + an−1(x)u

(n−1) + · · ·+ a1(x)u
(1) + a0(x)u

(0) = f(x), (3.60)

kallas linjär. Om högerledet f(x) = 0 säger vi att differentialekvationen är linjär homogen.

Det är viktigt att påpeka att det alltså bara är den okända funktionen u som behöver förekomma lin-
järt för att differentialekvationen ska vara linjär. Funktionerna ai kan till exempel vara olinjära i x. Om
högerledet är noll f(x) = 0 säger vi vidare att ekvationen är homogen.

För linjära homogena differentialekvationer gäller att givet två lösningar u1(x) och u2(x) så är linjär-
kombinationen Au1(x) + Bu2(x) också en lösning. Lösningen till en homogen ODE kallas homogen-
lösning.

Sats 3.6 (Linjärkombinationer av homogenlösningar) Omu1 ochu2 är lösningar till sam-
ma linjära homogena ordinära differentialekvation så är varje linjärkombination också en lösning.

Bevis. Låt u1 och u2 lösa den homogena ekvationen

an(x)u
(n)
i + an−1(x)u

(n−1)
i + · · ·+ a1(x)u

(1)
i + a0(x)u

(0)
i = 0, i = 1, 2. (3.61)

Då gäller för godtyckligt u = Au1 +Bu2 att

n∑
i=0

ai(x)u
(i) = A

n∑
i=0

ai(x)u
(i)
1 +B

n∑
i=0

ai(x)u
(i)
2 = 0. (3.62)

Nästa sats säger att för att finna alla lösningar till en ODE räcker det att finna alla homogenlösningar
och addera en enda lösning till den inhomogena ekvationen, en så kallad partikulärlösning. Att bestämma
alla homogenlösningar brukar kallas att bestämma den allämnna homogenlösningen. Den allmänna lös-
ningen (alla lösningar) till den inhomogena ekvationen ges alltså av allmänna homogenlösningar plus en
enda partikulärlösning.
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Sats 3.7 (Homogenlösning plus partikulärlösning) Vi studerar differentialekvationen

an(x)u
(n) + an−1(x)u

(n−1) + · · ·+ a1(x)u
(1) + a0(x)u

(0) = f. (3.63)

Om up är en lösning till ekvation (3.63), en så kallad partikulärlösning, så gäller att u är en lösning
om och endast om u = uh + up, där uh är en homogenlösning till ekvation (3.61).

Bevis. Vi sätter först in u = uh + up i ekvation (3.61)
n∑

i=0

ai(x)(up + uh)
(i) =

n∑
i=0

ai(x)u
(i)
p +

n∑
i=0

ai(x)u
(i)
h = f + 0 = f. (3.64)

Alltså är u = uh + up en lösning. Å andra sidan om u löser ekvation (3.63) gäller att
n∑

i=0

ai(x)(u− up)
(i) =

n∑
i=0

ai(x)u
(i) −

n∑
i=0

ai(x)u
(i)
p = f − f = 0. (3.65)

Alltså är uh = u− up en homogenlösning.

Man kan visa att en linjär homogenODE av ordningn harn linjärt oberoende lösningar. Den allmän-
na lösningen fås som en allmän linjärkombination av dessa lösningar. Att lösningarna är linjärt oberoende
innebär att en linjärkombination av lösningarnaα1u1 + · · ·+αnun = 0 bara kan vara lika med noll om
alla αi = 0, i = 1, . . . , n.

Definition 3.7 (Oberoende lösningar) Lösningar u1(x), . . . , un(x) till en linjär n:te ord-
ningens differentialekvation kallas linjärt oberoende om C1u1(x) + · · · + Cnun(x) = 0 för alla
xmedförC1 = · · · = Cn = 0.

Exempel 3.15 (Homogenlösning plus partikulärlösning) Visa att ekvationen

u′′(x) + 4u(x) = 4x3 + 6x, (3.66)

har homogenlösningarnau(x) = A cos(2x)+B sin(2x) och partikulärlösningup(x) = x3. Visa
även att cos(2x) och sin(2x) är oberoende lösningar och bestämA,B ∈ R givet begynnelsevillko-
ren u(0) = 1 och u′(0) = 0. Vi sätter först in homogenlösningen

u′′(x) + 4u(x) = A
d2

dx2
cos(2x) +B

d2

dx2
sin(2x) + 4A cos(2x) + 4B sin(2x) = 0, (3.67)

och sedan partikulärlösningen

u′′(x) + 4u(x) = 6x+ 4x3. (3.68)

Antag att det finns A,B ̸= 0 sådana att A cos(2x) + B sin(2x) = 0 för alla x. Det innebär att
−A/B = tan(2x) för alla x vilket är en motsägelse. Slutligen använder vi att summan av homo-
genlösning och partikulärlösning är lösning till ekvationen och bestämmer konstanternaA ochB
så att begynnelsevillkoren är uppfyllda. Vi får

1 = u(0) = A cos(2 · 0) +B sin(2 · 0) + 03 = A (3.69)
0 = u′(0) = −2A sin(2 · 0) + 2B cos(2 · 0) = 2B. (3.70)
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Figur 3.4: Lösningen u(x) = cos(2x) + x3 i exempel 3.15.

Lösningen ges av u(x) = cos(2x) + x3, se figur (3.4).

Om u1 är en lösning till en n:te ordningens linjär ODE ger ansatsen u2 = v(x)u1 en linjär ekvation
av ordning n − 1 i v′. I specialfallet n = 2 kan det användas för att enkelt beräkna den andra oberoende
lösningen givet den första. I det fallet blir den uppkomna ekvationen separabel. Vi ska återkomma till
denna teknik flera gånger. Vi börjar med ett exempel.

Exempel 3.16 (Oberoende lösningar) Visa att u1 = e−t löser d2u
dt2

+ 2du
dt + u = 0 och ta

fram den allmänna lösningen. Vi har att u′1(x) = −e−t och u′′1(t) = e−t. Vi får

u′′1(t) + u′1(t) + u1(t) = e−t(1− 2 + 1) = 0, (3.71)

alltså löser u1 ekvationen. Vi låter nu u = vu1. Vi får

u′′ + 2u′ + u = u′′1v + 2u′1v
′ + u1v

′′ + 2u′1v + 2u1v
′ + u1v = u1v

′′, (3.72)

där vi har använtu1 = e−t vilket innebär attu′′1+2u′1+u1 = 0 och 2u′1+2u1 = 0. Vi får därför
att v′′(t) = 0 och därmed v(t) = A+Bt. Den allmänna lösningen ges avu(t) = Ae−t+Bte−t.

3.6 Analytiska lösningar till andra ordningens ODE

Vi studerar två klasser av andra ordningens linjära homogenaODEdär vi kan beräkna analytiska lösningar.
Därefter ger vi exempel på inhomogena ekvationer där vi kan härleda partikulärlösningar. Vi börjar med
att låta koefficienterna a0(x), a1(x) och a2(x), vara konstanta.
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Sats 3.8 (Konstanta koefficienter) Låt u(t) vara lösningen till

a
d2u

dt2
+ b

du

dt
+ cu = 0, (3.73)

där a, b, c ∈ R och a ̸= 0. Vidare låt den karaktäristiska ekvationen ar2+br+c = 0 ha lösningar
r1, r2 ∈ C. Den allmänna lösningen ges av

om b2 > 4ac u(t) = Aer1t +Ber2t, (olika reella rötter)
om b2 = 4ac u(t) = Aert +Btert, r = r1 = r2 (reell dubbelrot),
om b2 < 4ac u(t) = Aeαt cos(βt) +Beαt sin(βt), r = α± iβ (complexa rötter),

(3.74)
därA,B ∈ R är konstanter.

Bevis. Vi ansätter lösningen u(t) = ert. Insättning i ekvation (3.73) ger den karaktäristiska ekvationen
(ar2 + br + c)ert = 0med lösningar

r =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
. (3.75)

Om b2 > 4ac får vi två reella rötter r1, r2 ∈ R till den karaktäristiska ekvationen ar2 + br+ c = 0.
Den allmänna lösningen ges då som linjärkombinationen av de två oberoende lösningarna er1t och er2t

det vill säga
u(t) = Aer1t +Ber2t. (3.76)

Om b2 = 4ac får vi en dubbelrot till den karaktäristiska ekvationen, r1 = r2 = r. Detta ger en
oberoende lösning u1(t) = ert. Den andra oberoende lösningen får vi genom att ansätta u = vu1. Insatt
i ekvation (3.73) ger det

0 = av′′u1 + 2av′u′1 + avu′′1 + bv′u1 + bvu′1 + cvu1 (3.77)
= (av′′ + (2ar + b)v′ + (ar2 + br + c)v)ert (3.78)
= av′′ert, (3.79)

eftersom ar2 + br + c = 0 och r = − b
2a . Därför gäller att v′′ = 0 och därmed v = A + Bt. Den

allmänna lösningen ges då av u(t) = Aert +Btert.
Slutligen om b2 < 4ac får vi komplexkonjugerade lösningar r1,2 = α ± iβ där α = − b

2a och
β =

√
4ac−b2

2a , α, β ∈ R. Två oberoende (komplexvärda) lösningar ges av ũ1(t) = e(α+iβ)t och ũ2(t) =
e(α−iβ)t. Eftersom man kan multiplicera med konstant och addera lösningarna och fortfarande få en lös-
ning kan vi välja två olika linjärkombinationer av ũ1 och ũ2 som ger två reella oberoende lösningar. Vi
får

u1(t) =
ũ1(t) + ũ2(t)

2
= eαt

eiβt + e−iβt

2
= eαt cos(βt), (3.80)

där vi använder de Moivres formel. På liknande sätt fås

u2(t) =
ũ1(t)− ũ2(t)

2i
= eαt

eiβt − e−iβt

2i
= eαt sin(βt). (3.81)

Den allmänna lösningen ges då avAeαt cos(βt) +Beαt sin(βt).
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Exempel 3.17 (Andra ordningens ODEmed konstanta koefficienter) Lös den homogena
differentialekvationen u′′+5u′− 6u = 0. Den karaktäristiska ekvationen ges av r2+5r− 6 = 0
med lösningar r1 = 1 och r2 = −6. Den allmänna lösningen ges då av u(t) = Aet +Be−6t.

Exempel 3.18 (Andra ordningens ODEmed konstanta koefficienter) Lös den homogena
differentialekvationenu′′+4u = 0.Denkaraktäristiska ekvationenges avr2+4 = 0med lösningar
r1 = 2i och r2 = −2i. Den allmänna lösningen ges då av u(t) = A cos(2t) +B sin(2t).

Denna lösningsteknik kan generaliseras till högre ordningens linjäraODE.Vi lämnar somövning, Pro-
blem 9, att ta fram en allmän lösning till en tredje ordningens ODE. En annan typ av andra ordningens
homogenODE vars lösning kan bestämmas analytiskt är Eulers ekvation. Istället för konstanta koefficien-
ter låter vi a2(x) = ax2, a1(x) = bx och a0(x) = c, där a, b, c ∈ R.

Sats 3.9 (Eulers ekvation) Eulers ekvation ges av

ax2
d2u

dx2
+ bx

du

dx
+ cu = 0, (3.82)

där a, b, c ∈ R, a ̸= 0 och x > 0. Den tillhörande karaktäristiska ekvationen (som fås igenom
ansatsen u = xr) ges av ar2 + (b− a)r+ c = 0med rötter r1, r2 ∈ C. Den allmänna lösningen
u(x) ges av

om (b− a)2 > 4ac u(x) = Axr1 +Bxr2 ,
om (b− a)2 = 4ac u(x) = Axr +B ln(x)xr, r = r1 = r2,
om (b− a)2 < 4ac u(x) = Axα cos(β ln(x)) +Bxα sin(β ln(x)), r = α± iβ,

(3.83)
därA,B ∈ R är konstanter.

Bevis. Insättning ger attxr löser ekvation (3.82) omar2+(b−a)r+cr = 0.Rötterna till denkaraktäristis-

ka ekvationen ges av r =
a−b±
√

(b−a)2−4ac

2a .Om r1 ̸= r2 ger detta två oberoende lösningaru1(x) = xr1 ,
u2(x) = xr2 . Är r1 och r2 reella (alltså om (b− a)2 > 4ac) får vi därför u(x) = C1x

r1 + C2x
r2 .

Om r1 och r2 är komplexkonjugerade, r = α± iβ, kan vi skriva

xr = xα±iβ = xαx±iβ = xαe±iβ ln(x) = xα(cos(β ln(x)) + i sin(β ln(x))). (3.84)

Detta ger den allmänna reellvärda lösningen u(x) = Axα cos(β ln(x)) +Bxα sin(β ln(x)).
Slutligen om r1 = r2 = r = a−b

2a får vi direkt en lösning u1(x) = xr. Den andra oberoende
lösningen fås genom att sätta in u = u1v = xrv i ekvation (3.82) och beräkna v(x). Vi får

0 = ax2u′′(x) + bxu′(x) + cu(x) (3.85)
= axr+2v′′(x) + (2ar + b)xr+1v′(x) + (ar2 + (b− a)r + c)xrv(x) (3.86)
= axr+2v′′(x) + axr+1v′(x) (3.87)
= axr+1(xv′′(x) + v′(x)). (3.88)

Eftersom x > 0 måste xv′′(x) + v′(x) = 0. Denna ekvation kan reduceras till en separabel första ord-
ningens differentialekvation och har lösningen v(x) = A+B ln(x). Den allmänna lösningen till ekvation
(3.82) ges därför av u(x) = Axr +B ln(x)xr.
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Exempel 3.19 (Eulers ekvation) Bestäm den allmänna lösningen till x2u′′(x) + xu(x) −
2u(x) = 0,x > 0. Vi låteru(x) = xr och sätter in i ekvationen.Vi får0 = (r(r−1)+r−2)xr =
(r2 − 2)xr. Eftersom x > 0 är xr ̸= 0 och därför måste r = ±

√
2. Den allmänna lösningen ges

av u(x) = C1x
√
2 + C2x

−
√
2.

Vi går nu vidare till partikulärlösningar. Sats 3.7 säger att den allmänna lösningen av en andra ordning-
ens linjär ODE kan skrivas som summan av den allmänna homogenlösningen och en partikulärlösning.
Detta innebär att vi endast behöver hitta en partikulärlösning som kombinerad med de allmänna homo-
genlösningarna ger hela lösningen. Det finnsmånga tekniker för att hitta partikulärlösningar. Enmetod är
att använda testlösningar. Det bygger på att göra en ansats för partikulärlösningen baserat på högerledet.

Låt u vara lösning till följande andra ordningens differentialekvation med konstanta koefficienter

a
d2u

dx2
+ b

du

dx
+ cu = f(x). (3.89)

LåtPn vara godtyckligt polynomavgradn.Omf(x) = Pn(x)e
kx cos(lx) ellerf(x) = Pn(x)e

kx sin(lx),
k, l ≥ 0, ansätter vi partikulärlösningar up(x) enligt följande,

up(x) = xmekxQn(x) cos(lx) + xmekxRn(x) sin(lx), (3.90)

där m = 0, 1, 2 är det minsta tal sådant att ingen term i polynomet är homogenlösning till ekvationen
ochQn ochRn är polynom av grad n. Notera att både l och k kan väljas lika med 0. Vi avslutar med två
exempel.

Exempel 3.20 (Partikulärlösning) Bestäm en partikulärlösning till

u′′(x) + 2u′(x)− 2u(x) = x2. (3.91)

Vi ansätter up(x) = Ax2 +Bx+C . Vi får 2A+ 4Ax+ 2B − 2Ax2 − 2Bx− 2C = x2. När
vi separerar termer av olika grad får vi

x2 : − 2A = 1, (3.92)
x : 4A− 2B = 0, (3.93)
1 : 2A+ 2B − 2C = 0. (3.94)

Vi drar slutsatsen att A = −1
2 , B = 2A = −1 och C = −3

2 . En partikulärlösning ges alltså av
up(x) = −1

2x
2 − x− 3

2 .

Exempel 3.21 (Partikulärlösning) Bestäm en partikulärlösning till

u′′(x) + u(x) = cos(x). (3.95)

Vi noterar att sin(x) och cos(x) är homogenlösningar till ekvationen. Eftersom högerledet är en
homogenlösning måste vi enligt tekniken ovan ansätta up(x) = Ax cos(x) + Bx sin(x) där
A,B ∈ R. Hade vi ansatt A sin(x) + B cos(x) hade vi bara fått homogenlösningar. Denna spe-
ciella situation kallas för resonans och leder till svängningar som ökar i magnitud då x ökar. Vi får
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Figur 3.5: Funktionen x sin(x)
2 är partikulärlösning till ekvationen u′′(x) + u(x) = cos(x).

att

u′′(x) + u(x) =
d

dx
(A cos(x)−Ax sin(x) +B sin(x) +Bx cos(x)) (3.96)

+Ax cos(x) +Bx sin(x)
= −A sin(x)−A sin(x)−Ax cos(x) +B cos(x) +B cos(x)−Bx sin(x)

(3.97)
+Ax cos(x) +Bx sin(x)

= 2B cos(x)− 2A sin(x). (3.98)

Därför måsteA = 0 ochB = 1
2 . Partikulärlösningen ges av up(x) = 1

2x sin(x). I figur 3.5 ser vi
hur svängningarna ökar i magnitud då x ökar på grund av resonanseffekten.

I nästa kapitel introducerar vi en teknik för att lösaODEmed konstanta koefficienter somkallas Lapla-
cetransform. Speciellt ger den metoden ett mer generellt verktyg för att lösa inhomogena ekvationer.
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Övningar

3.1 Introduktion till differentialekvationer

Övning 3.1 Avgör differentialekvationens ordning och om den är partiell eller ordinär.
(a) dy

dx = y2 (b) ∂z
∂x + k ∂2z

∂y2
= 0 (c) x(4)(t)− tx′′(t) = 1 (d) ∂2u

∂x∂y = x3u
2

Övning 3.2 Avgör differentialekvationens ordning och om den är partiell eller ordinär.
(a) ∂u(x,t)

∂t + c(x)∂u(x,t)∂x = 0 (b) sin(x(t))d
4x(t)
dt4

= x(t) cos(t) (c) mẍ(t) =
F (t, x(t), ẋ(t))

(d)−∂2u(x,y)
∂x2 − ∂2u(x,y)

∂y2
= f(x, y)

Övning 3.3 Avgör om funktionen är en lösning till u′′ + u = 0.
(a) cos(x) (b) sin(3x) (c) 2 cos(x) + 3 sin(x) (d) sin(x− 1)

Övning 3.4 Avgör om u = f(x) löser differentialekvationen.
(a) u′ = u2, f(x) = 1

C−x (b) u = 2/u′, f(x) =
√
x (c) sin(2x)

u′ = 2u, f(x) = sin(x)
(d) 2uu′ = u′′, f(x) = k tan(kx)

Övning 3.5 Gissa en funktion som löser differentialekvationen.
(a) u′ = 3 (b) u′ = u (c) u′′ − k2u = 0 (d) u2 + u′ = 2u− 1

3.2 Picards sats

Övning 3.6 Visa att problemet har entydig lösning, alternativt bestäm två olika lösningar.
(a) u′ = u, u(0) = 1 (b) u′ = ku, u(0) = 2 (c) u′ = 4u3/4, u(0) = 0 (d) u′ = 1− u2,
u(0) = 2

Övning 3.7 Lös differentialekvationen med fixpunktsiteration genom att använda begynnelse-
värdet som startgissning.
(a) u′ = 2u, u(0) = 1 (b) u′ = −xu, u(0) = 1 (c) u′ = u − x, u(0) = 2 (d)
u′ = 2x(1 + u), u(0) = 0

3.3 Analytiska tekniker för första ordningens ODE

Övning 3.8 Lös differentialekvationen.
(a) du

dx = 3x
u (b) du

dx = x2u (c) du
dx + xu = u (d) du

dx −
sin(x)
u = x

u

Övning 3.9 Lös differentialekvationen.
(a) du

dx = eu cos(x) (b) du
dx = u2 (c) dx

du = 4− x2 (d) v dv
ds = g
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Övning 3.10 Lös differentialekvationen.
(a) du

dx = u2+xu
x2 (b) du

dx = x2−xu
xu−u2 (c) du

dx = u
x + e

u
x (d) xdu

dx =
√
xu+ u

Övning 3.11 Lös begynnelsevärdesproblemet.
(a) du

dx − x2 = x2u, u(0) = 2 (b) u′ = u
x + 1

cos
(

u
2x

) , u(1) = 2 (c) xu′ = 1
1+3u2 , u(1) = 2

(d) du
dx = e−xu − u

x , u(2) = 0

Övning 3.12 Lös differentialekvationen.
(a) du

dx + u
x = x (b) du

dx = 1
x2 − u

x (c) xdu
dx = x2 − 3u (d) du

dx + 2u = −2xu+ e−x2

3.4 Andra ordningens ordinära differentialekvationer

Övning 3.13 Visa att u = f(x) löser differentialekvationen.
(a) u′′ + 2u′ = 3u, f = e−3x (b) 1

4u
′′ + u = 0, f = cos(2x) (c) x3u′′ + 2xu′ = 2u,

f = Cx (d) x2u′′ + 2u = 2xu′, f = x2

Övning 3.14 Lös differentialekvationen.
(a) u′′x = u′ (b) u′′ = (u′)2/u (c) u′′ = 2u′u (d) u′′ + u′ = x

Övning 3.15 Lös begynnelsevärdesproblemet.
(a) u′′ = x(u′)3, u′(0) = 1, u(0) = 0 (b) u′′ + 2 sin(x)

√
u′ = 0, u′(0) = 1, u(0) = 1

(c) u′′ + 2x(u′)2 = 0, u′(0) = 1/4, u(0) = 0 (d) u′′ + (u′) tan(x) = 0, u′(0) = 2, u(0) = 0

Övning 3.16 Lös begynnelsevärdesproblemet.
(a) u′′ = sin(x) cos(x)

u′ , u′(0) = 0, u(0) = 0 (b) u′′ = 3x2e−u′ , u′(1) = 0, u(1) = −3
(c)
√
2xu′′ = e

√
2x−u′ , u′(0) = 0, u(0) = 0 (d) u′′ + 2x(u′)2 = 0, u′(0) = −1, u(0) = 1

3.5 Linjära ordinära differentialekvationer

Övning 3.17 Visa attuh är homogenlösning ochup partikulärlösning och bestämA ochB givet
begynnelsevillkoren
(a) u′′ + 9u = 9x2 + 2, uh(x) = A sin(3x) +B cos(3x), up = x2, u(0) = 0, u′(0) = 1
(b) u′′ + 5u′ + 6u = 6x+ 5, uh(x) = Ae−3x +Be−2x, up = x, u(0) = 0, u′(0) = 0
(c) x2u′′ − 4xu′ + 6u = 12

x , uh(x) = Ax2 +Bx3, up = x−1, u(1) = 0, u′(−1) = 1

(d) x2u′′ + 3xu′ + u = 4x, uh(x) =
A ln(x)

x + B
x , up = x, u(1) = 5, u′(1) = 1

Övning 3.18 Visa att u = f(x) är en lösning och bestäm den generella lösningen.
(a) u′′ − 2u′ + u = 0, f(x) = ex (a) u′′ − 3u′ + 2u = 0, f(x) = ex

(c) u′′ − 4u′ + 3u = 0, f(x) = e3x (d) u′′ + 5u′ + 6u = 0, f(x) = e−2x
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Övning 3.19 Visa att u = f(x) är en lösning och bestäm den generella lösningen.
(a) x2u′′ + 3xu′ − 3u = 0, f(x) = x (b) u′′ + u′ − 3

4u = 0, f(x) = ex/2
(c) u′′ + u = 0, f(x) = cos(x) (d) x2u′′ + 3xu′ + u = 0, f(x) = 1

x

Övning 3.20 Visa att u = f(x) är en lösning och bestäm den generella lösningen.
(a) x2u′′ + (x2 − 2x)u′ + (2− x)u = 0, f(x) = x (b) x2u′′ − 4xu′ + 6u = 0, f(x) = x2

(c) x2u′′ − 2xu′ + 2u = 0, f(x) = x2 (d) u′′ + 4u = 0, f(x) = sin(2x)

3.6 Analytiska lösningar

Övning 3.21 Bestäm den allmänna lösningen.
(a)u′′+2u′−3u = 0 (b)u′′+4u′+4u = 0 (c)u′′+8u′+7u = 0 (d)u′′+2u′+u = 0

Övning 3.22 Bestäm den allmänna lösningen.
(a) u′′− 2u′ +5u = 0 (b) u′′ +4u′ +8u = 0 (c) u′′ +8u′ = 0 (d) u′′− 2u′ +10u = 0

Övning 3.23 Bestäm den allmänna lösningen.
(a) 2x2u′′ + 10xu′ + 6u = 0 (b) x2u′′ + 3xu′ + 5u = 0 (c) 2x2u′′ + 6xu′ + 2u = 0
(d) x2u′′ − 3xu′ − 5u = 0

Övning 3.24 Bestäm partikulärlösningen.
(a) u′′ + 2u′ + u = ex (b) u′′ − 3u′ + 2u = e2x (c) u′′ − 3u′ + 2u = sin(x)
(d) u′′ + 4u′ + 2u = x

Övning 3.25 Bestäm partikulärlösningen.
(a) 3u′′−u′+u = 2x2 (b)u′′+9u = cos(3x) (c)u′′+u = xe2x (d)u′′−2u′+u = xex

Problem

3.1 Existens och entydighet

Problem 3.1 Avgör om begynnelsevärdesproblemet u′ =
√
u− 1, u(1) = 1, har entydig

lösning.

Problem 3.2 Låt ∥f∥Lp([a,b]) =
(∫ b

a |f(x)|
p dx

)1/p
med 1 ≤ p < ∞ för en kontinuerlig

funktion f på intervallet [a, b] definiera en norm. Visa att ∥f∥p ≤ (b− a)1/p maxx∈[a,b] |f(x)|.

3.2 Första ordningens ODE
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Problem 3.3 Exponentialfunktionen kan definieras som lösning till ekvationen u′(x) = u(x)
med begynnelsevillkor u(0) = 1. Visa att ekvationen har entydig lösning och visa att produkten
av lösningar v = u2 uppfyller ekvationen v′(x) = 2v(x), v(0) = 1 genom att använda denna
definition.

Problem 3.4 Lös integralekvationen u(x) = 1 +
∫ x
2 u2(x) dx.

3.3 Andra ordningens ODE

Problem 3.5 Bestäm lösningen till y′′(x) = (y′(x))2 med begynnelsevillkor y(0) = 0 och
y′(0) = 1.

Problem 3.6 Visa att xr ln(x) är en lösning till en Euler-ekvation vars karaktäristiska ekvation
har dubbelrot r1 = r2 = r.

3.4 Linjära ODE

Problem 3.7 Bestäm en lösning u(t) till u(4)(t) + u(t) = 0, t > 0, sådan att u går mot noll då
t→∞. Ansätt ert och ta först fram fyra oberoende lösningar.

Problem 3.8 Ta framden allmänna lösningen till den homogena differentialekvationenu′′′(t)+
2u′′(t)− u′(t) + 2u(t) = 0.

3.5 Partikulärlösningar

Problem 3.9 Bestäm en partikulärlösning till x2u′′(x) + xu′(x) + u(x) = x2.

Problem 3.10 Visa att u(x, t) = u(x − ct), där c ∈ R är en konstant och u : R → R
deriverbar, löser ekvationen du(x,t)

dt + cdu(x,t)dx = 0.
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Laplacetransform är en analytisk metod för att lösa tidsberoende ordinära differentialekvationer och
integralekvationer. Till skillnad från andra analytiska tekniker vi studerat kan Laplacetransformen
hantera diskontinuerliga data och impulser, som är vanligt förekommande i tillämpningar inom elekt-
riska nät och mekaniska system. Laplacetransformen transformerar differentialekvationen till en al-
gebraisk ekvation, i en ny variabel, som är enklare att lösa. Sedan transformeras lösningen tillbaka till
tidsdomänen.

4.1 Definition av Laplacetransform

Laplacetransformen är en integraltransformmed vilken ett givet problem transformeras från tidsvariabeln
t till ennyvariabels. Poängen är att integral- ochdifferentialekvationer är enklare att lösapå transformsidan
eftersom de transformeras till algebraiska ekvationer. När lösningen är bestämd kan man sedan gå tillbaka
till tidsdomänen med hjälp av tabeller eller invers Laplacetransform.

För att ge en motivering till hur och varför Laplacetransform fungerar börjar vi med ett exempel.

Exempel 4.1 (Motiverande exempel) Vi vill lösa begynnelsevärdesproblemet

u′(t) + u(t) = e−2t, t > 0, (4.1)

med begynnelsevillkoret u(0) = 0. Vi har tidigare använt integrerande faktor för att lösa denna
ekvation. Nu vill vi istället introducera en ny metod. Vi multiplicerar ekvationen med en funktion
e−st, där s > 0, och integrerar från 0 till∞. Vi antar tillsvidare att integralerna är väldefinierade,
vilket kräver att limt→∞(|u′(t)|+ |u(t)|)e−st = 0. Vi får∫ ∞

0
u′(t)e−st dt+

∫ ∞

0
u(t)e−st dt =

∫ ∞

0
e−2te−st dt. (4.2)

Vi integrerar den första termen partiellt och använder att den övre gränsen blir noll på grund av att

72
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f(t) F(s)
L

L−1

Figur 4.1: LaplacetransformenL transformerar funktioner uttryckta i t till en ny variabel s. Den inversa Lapla-
cetransformenL−1 transformerar tillbaka till t.

limt→∞ |u(t)|e−st = 0 och den undre gränsen blir noll eftersom u(0) = 0. Detta ger ekvationen

s

∫ ∞

0
u(t)e−st dt+

∫ ∞

0
u(t)e−st dt =

∫ ∞

0
e−(s+2)t dt =

[ −1
s+ 2

e−st
]∞
0

=
1

s+ 2
. (4.3)

Vi inför beteckningen U(s) =
∫∞
0 u(t)e−st dt och ser att vi får en algebraisk ekvation som be-

stämmerU(s)

(s+ 1)U(s) =
1

s+ 2
. (4.4)

Med hjälp av partialbråksuppdelning får vi

U(s) =
1

s+ 1
· 1

s+ 2
=

A

s+ 1
+

B

s+ 2
=

1

s+ 1
− 1

s+ 2
, (4.5)

eftersom vi får att A + B = 0 och 2A + B = 1 med lösning A = 1 och B = −1 när vi gör
liknämnigt. Frågan är nu om vi kan hitta en funktion u(t) sådan att∫ ∞

0
u(t)e−st dt =

1

s+ 1
− 1

s+ 2
. (4.6)

Vi vet redan att
∫∞
0 e−2te−st dt = 1

s+2 . På samma sätt fås
∫∞
0 e−te−st dt = 1

s+1 . Därför har vi
också att∫ ∞

0
(e−t − e−2t)e−st dt =

[
−1
s+ 1

e−(s+1)t − −1
s+ 2

e−(s+2)t

]∞
0

=
1

s+ 1
− 1

s+ 2
. (4.7)

Vi noterar här att så länge s > 0 så konvergerar alla integraler eftersom limt→∞ e−st = 0. Vi
identifierar lösningen som u(t) = e−t − e−2t.

I exemplet ser vi att vi transformerar en differentialekvation i variabeln t till en algebraisk ekvation i
variabeln s. Vi löser sedan den algebraiska ekvationen och transformerar tillbaka till t.

Efter dennamotivering är vi redo att definiera Laplacetransformen. Variabeln s kommer i definitionen
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tillåtas vara komplex. Laplacetransformen av en funktion f(t) är en generaliserad integral med avseende
på tiden t från 0 till∞ av funktionen viktad med e−st där s ∈ C.

Definition 4.1 (Laplacetransform) Låt f(t) : [0,∞)→ R vara begränsad av |f(t)| ≤ Ceat

för några konstanterC och a. Laplacetransformen av f(t) ges av

F (s) =

∫ ∞

0
e−stf(t) dt, s ∈ C, Re(s) > a. (4.8)

Vi använder två olika notationer för Laplacetransformen av en funktion f(t). Dels F (s) som ovan
och delsL(f(t))(s). Den första är kortare och att föredra omman jobbar med funktioner f(t) och g(t).
Den senare är att föredra om man har explicita uttryck t2, sin(t) som till exempel i tabeller eller som data
i ekvationer.

Laplacetransformen är definierad under förutsättning att integralen är konvergent. I följande sats visar
vi varför villkoret |f(t)| ≤ Ceat leder till en väldefinierad Laplacetransform förRe(s) > a.

Sats 4.1 (Väldefinierad Laplacetransform) Låt f(t) : [0,∞) → R vara begränsad av
|f(t)| ≤ Ceat för några konstanter C, a ≥ 0. Laplacetransformen av f(t) är väldefinierad för s
sådana attRe(s) > a.

Bevis. Låt s = x+ iy där x, y är reella och x > a. Vi får

|F (s)| ≤
∫ ∞

0
|e−stf(t)| dt =

∫ ∞

0
|e−xt||e−iyt||f(t)| dt =

∫ ∞

0
|e−xt||f(t)| dt, (4.9)

där vi använder att |eiy| = | cos(y) + i sin(y)| =
√

cos2(y) + sin2(y) = 1. Vi får vidare att

|F (s)| ≤ C

∫ ∞

0
e(a−x)t dt = lim

R→∞
C
[e(a−x)t

a− x

]R
0
=

C

x− a
<∞, (4.10)

eftersom x > a.

I exempel 4.1 gäller att Laplacetransformerna är väldefinierade eftersom vi kan väljaC = 1 och a = 0.
Under förutsättning att |f(t)| ≤ Ceat och Re(s) > a kommer bidraget från den övre gränsen i den
generaliserade integralen försvinna vid evaluering av primitivfunktionen.

Exempel 4.2 (Exponentialfunktionens Laplacetransform) Låt f(t) = et. Därmed upp-
fyller |f(t)| ≤ Ceat medC = a = 1. Vi låterRe(s) > 1 och får

F (s) =

∫ ∞

0
e−stet dt =

∫ ∞

0
e(1−s)t dt =

[ 1

1− s
e(1−s)t

]∞
0

=
1

s− 1
. (4.11)

Eftersom vi har s = x+ iy med x > 1 så gäller att

lim
t→∞
|e(1−s)t| = lim

t→∞
|e−iyt||e(1−x)t| = lim

t→∞
e(1−x)t = 0. (4.12)
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Exempel 4.3 (Laplacetransformen av en konstant) Låt f(t) = 1. Därmed uppfyller
|f(t)| ≤ Ceat medC = 1 och a = 0. FörRe(s) > 0 får vi

F (s) =

∫ ∞

0
e−st dt =

[
1

−s
e−st

]∞
0

=
1

s
. (4.13)

Den övre integrationsgränsen ger inget bidrag eftersom för s = x+ iy med x > 0 gäller att

lim
t→∞
|e−st| = lim

t→∞
|e−xt||e−iyt| = lim

t→∞
e−xt = 0. (4.14)

Laplacetransformen är en linjär operator vilket innebär att givet två tal α, β ∈ R och två funktioner
f(t) och g(t), sådana att Laplacetransformen är väldefinierad, gäller

L(αf(t) + βg(t))(s) =

∫ ∞

0
e−st(αf(t) + βg(t)) dt (4.15)

= α

∫ ∞

0
e−stf(t) dt+ β

∫ ∞

0
e−stg(t) dt (4.16)

= αL(f(t))(s) + βL(g(t))(s). (4.17)

Detta följer alltså direkt av integralens egenskaper.
Det finns även en invers Laplacetransform definierad på följande vis.

Definition 4.2 (Invers Laplacetransform) Givet F (s) definierad förRe(s) = a gäller att

f(t) =
1

2πi
lim

R→∞

∫ R

−R
F (a+ iω)e(a+iω)t dω. (4.18)

För att använda den inversa formeln krävs ofta djupare kunskaper om integration i det komplexa tal-
planet än vad som ingår i denna framställning. Därför nöjer vi oss med att konstatera att en invers finns.
Det går även att visa att Laplacetransformen är entydig upp till variationer i enskilda punkter, det vill säga
om två funktioner har samma Laplacetransform så är de lika utom möjligen i ett ändligt antal punkter.
På grund av entydigheten kan vi använda Laplacetransformen för att beräkna tabeller och sedan hitta den
inversa transformen som Laplacetransformen till ett känt uttryck. Detta tillvägagångssätt är analogt med
att bestämma primitivfunktioner genom att studera tabeller av derivator.

4.2 Skalning

Det finns ett antal tekniker som förenklar bestämning av Laplacetransformer. Vi introducerar först en
teknik som kallas skalning.

Sats 4.2 (Skalning) Låt f(t) vara en given funktion med Laplacetransform F (s) och α > 0
vara ett givet tal. Vi bildar g(t) = f(αt). Då gäller att Laplacetransformen G(s) av g(t) ges av
G(s) = 1

αF ( sα).
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Bevis. Vi har

G(s) =

∫ ∞

0
f(αt)e−st dt =

{
τ = αt,

dτ

dt
= α

}
=

1

α

∫ ∞

0
f(τ)e−

s
α
τ dτ =

1

α
F
( s
α

)
. (4.19)

Exempel 4.4 (Skalning) Låt g(t) = e3t. Vi vet att Laplacetransformen av f(t) = et ges av
F (s) = 1

s−1 . Sats 4.2 ger därför attG(s) = 1
3

1
s
3
−1 = 1

s−3 .

Här skalas alltså tidsvariabeln om mellan f(t) och g(t). Nästa teknik kallas exponentiell skalning.

Sats 4.3 (Exponentiell skalning) Låt f(t) vara en given funktion med Laplacetransform
F (s) och α > 0 vara ett givet tal. Vi bildar g(t) = eαtf(t). Då gäller att Laplacetransformen
G(s) av g(t) ges avG(s) = F (s− α).

Bevis. Vi har

G(s) =

∫ ∞

0
eαtf(t)e−st dt =

∫ ∞

0
f(t)e−(s−α)t dt = F (s− α). (4.20)

Exempel 4.5 (Exponentiell skalning) Låt g(t) = eαt. Vi använder nu istället exponentiell
skalning. Vi har g(t) = eαtf(t), där f(t) = 1med LaplacetransformF (s) = 1

s . Vi får genom att
använda exponentiell skalningG(s) = F (s− α) = 1

s−α .

Kan vi Laplacetransformera f(t) går alltså eαtf(t) enkelt att transformera. Det finns andra tekniker
också men vi nöjer oss för tillfället för att gå vidare till Laplacetransform av derivata och integral som är en
huvudpoäng med Laplacetransform.

4.3 Laplacetransform av derivator och integraler

Laplacetransformen används för att lösa differential- och integralekvationer. Anledningen till att den läm-
par sig för dessa problem är att Laplacetransformen av både derivator och integraler är enkel att räkna ut
om man känner Laplacetransformen av integranden eller funktionen som ska deriveras.

Sats 4.4 (Laplacetransform av derivata) Låt f(t) vara en deriverbar funktion sådan att
|f(t)| ≤ Ceat. Låt vidare Laplacetransformen av f(t) vara F (s). Då gäller att L(f ′(t))(s) =
sF (s)− f(0).

Bevis. Vi använder partiell integration

L(f ′(t))(s) =

∫ ∞

0
e−stf ′(t) dt =

[
e−stf(t)

]∞
0

+ s

∫ ∞

0
e−stf(t) dt = −f(0) + sF (s), (4.21)



Kapitel 4. Laplacetransform 77

omRe(s) > a eftersom med s = x+ iy gäller att

lim
t→∞
|e−(x+iy)tf(t)| ≤ lim

t→∞
|e−xt||e−iyt||f(t)| ≤ lim

t→∞
Ce(a−x)t = 0, (4.22)

då x = Re(s) > a.

Exempel 4.6 (Laplacetransform av högre ordningens derivata) Genom att upprepa for-
meln för Laplacetransform av derivatan kan vi härleda en formel för högre ordningens derivata.
Givet att f(t) är två gånger kontinuerligt deriverbar gäller

L(f ′′(t))(s) = sL(f ′(t))(s)− f ′(0) = s2L(f(t))(s)− sf(0)− f ′(0). (4.23)

För tredjederivatan gäller

L(f ′′′(t))(s) = sL(f ′′(t))(s)− f ′′(0) = s3L(f(t))(s)− s2f(0)− sf ′(0)− f ′′(0). (4.24)

Den allmänna formeln ges av följande sats.

Sats 4.5 (Laplacetransform av högre ordningens derivata) Låt f(t) vara n gång-
er kontinuerligt deriverbar. Låt vidare Laplacetransformen av f(t) vara F (s). Då gäller att
L(f (n)(t))(s) = snF (s)−

∑n
i=1 s

n−if (i−1)(0).

Bevis. Formeln för Laplacetransform av derivata ger att satsen gäller för n = 1. Vi antar nu att den gäller
för n− 1 alltsåL(f (n−1)(t))(s) = sn−1F (s)−

∑n−1
i=1 sn−1−if (i−1)(0) och visar att relationen gäller

förn. Vi låter vidare g(t) = f (n−1)(t). Vi fårG(s) = sn−1F (s)−
∑n−1

i=1 sn−1−if (i−1)(0) och g(0) =
f (n−1)(t) så

L(fn(t))(s) = L(g′(t))(s) (4.25)
= sG(s)− g(0) (4.26)

= s · sn−1F (s)− s
n−1∑
i=1

sn−1−if (i−1)(0)− f (n−1)(0) (4.27)

= snF (s)−
n∑

i=1

sn−if (i−1)(0). (4.28)

Satsen följer nu genom induktion.

Deriveringmotsvarar alltså multiplikationmed s på transformsidan. För integralen, som är derivatans
invers, gäller att Laplacetransformen istället motsvarar division med s.

Sats 4.6 (Laplacetransform av integral) Låt f(t) vara en integrerbar funktion sådan att
|f(t)| ≤ Ceat. Låt vidare Laplacetransformen av f(t) vara F (s). Vi bildar g(t) =

∫ t
0 f(τ) dτ

och antar vidare att |g(t)| ≤ Ceat. Då gäller att L(g(t))(s) = 1
sF (s) under förutsättning att

Re(s) > a.
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Bevis. Vi använder partiell integration för att få

L(g(t))(s) =
∫ ∞

0
e−st

∫ t

0
f(τ) dτ dt =

[−1
s
e−stg(t)

]∞
0

+
1

s

∫ ∞

0
e−stg′(t) dt =

1

s
F (s), (4.29)

eftersom g(0) = 0 och gränsvärdet i∞ också blir 0. Detta ses genom att använda att Re(s) > a, låta
s = x+ iy och studera

lim
t→∞
|e−(x+iy)tg(t)| ≤ lim

t→∞
|e−xt||e−iyt||g(t)| ≤ lim

t→∞
Ce(a−x)t = 0, (4.30)

då x = Re(s) > a.

Exempel 4.7 (Laplacetransform av integral) Låt f(t) = 1, med Laplacetransform 1
s , och

g(t) =
∫ t
0 1 dτ = t. Då ges Laplacetransformen av t av

L(t)(s) = L
(∫ t

0
1 dτ

)
(s) =

1

s2
. (4.31)

På samma sätt gäller att

L(t2)(s) = L
(∫ t

0
2τ dτ

)
(s) =

2

s3
, (4.32)

och genom upprepning

L(tn)(s) = n!

sn+1
. (4.33)

Derivering på transformsidan motsvaras i sin tur av multiplikation med−t i tidsdomänen.

Sats 4.7 (Multiplikationmed t) Låt f(t) vara en given funktionmedLaplacetransformF (s).
Då gäller att g(t) = tf(t) har LaplacetransformG(s) = −F ′(s).

Bevis. Vi har
F ′(s) =

d

ds

∫ ∞

0
e−stf(t) dt = −

∫ ∞

0
te−stf(t) dt = −G(s). (4.34)

Exempel 4.8 (Laplacetransform med hjälp av derivata) Vi bestämmer Laplacetransfor-
men av tke−t. Genom att använda sats 4.7 får vi att

L(te−t)(s) = − d

ds

1

s+ 1
=

1

(s+ 1)2
. (4.35)

På samma sätt gäller

L(t2e−t)(s) = − d

ds

1

(s+ 1)2
=

2

(s+ 1)3
, (4.36)

och i allmänhet
L(tke−t)(s) =

k!

(s+ 1)k+1
. (4.37)
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4.4 Faltning

Man skulle kunna tro att Laplacetransformen av produkten av två funktioner är lika med produkten av
Laplacetransformerna men så enkelt är det inte. Istället gäller att Laplacetransformen av en speciell inte-
gral, faltningsintegralen, mellan två funktioner är lika med produkten av Laplacetransformerna. När man
löser ordinära differentialekvationer med Laplacetransform är det viktigt att kunna transformera tillbaka
produkter av kända Laplacetransformer. Därför är faltning ett viktigt begrepp i detta kapitel.

Definition 4.3 (Faltning) Faltningen av två funktioner, f(t) och g(t), ges av (f ∗ g)(t) :=∫ t
0 f(t− u)g(u) du.

Faltningen mellan två funktioner är kommutativ vilket innebär att,

(f ∗ g)(t) =
∫ t

0
f(u)g(t− u) du = {t̄ = t− u} = −

∫ 0

t
f(t− t̄)g(t̄) dt̄ = (g ∗ f)(t). (4.38)

Sats 4.8 (Laplacetransform av faltning) För två kontinuerliga funktioner f(t) och g(t)
som uppfyller |f(t)|+ |g(t)| ≤ Ceat gäller,

L((f ∗ g)(t))(s) = L(f(t))(s) · L(g(t))(s). (4.39)

Bevis. Vi låter h(t) = (f ∗ g)(t) =
∫ t
0 f(u)g(t− u) du och betecknar dess LaplacetransformH(s). Vi

får då att

H(s) =

∫ ∞

0
e−sth(t) dt (4.40)

=

∫ ∞

0
e−st

∫ t

0
f(u)g(t− u) du dt (4.41)

=

∫ ∞

0

∫ t

0
e−stf(u)g(t− u) du dt = { vi byter integrationsordning } (4.42)

=

∫ ∞

0

∫ ∞

u
e−stf(u)g(t− u) dt du = {t̄ = t− u} (4.43)

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0
e−s(u+t̄)f(u)g(t̄) dt̄ du (4.44)

=

∫ ∞

0
e−suf(u) du

∫ ∞

0
e−st̄g(t̄) dt̄ (4.45)

= L(f(t))(s)L(g(t))(s). (4.46)

I figur 4.2 ser vi integrationsområdet i tu-planet. När vi byter ordning på integralerna kommer gränserna
istället gå från 0 till∞ i u och från u till∞ i t.

Exempel 4.9 (Faltning) Bestäm den inversa Laplacetransformen till H(s) = 1
s2(s+1)

. Vi vet
sedan tidigare attL(t) = s−2 ochL(e−t) = (s+ 1)−1 såH(s) = F (s)G(s)med f(t) = t och
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t

u

Figur 4.2: Byte av integrationsordning.

g(t) = e−t. Vi använder sats 4.8 och får

h(t) = (f ∗ g)(t) (4.47)

=

∫ t

0
(t− u)e−u du (4.48)

= t

∫ t

0
e−u du−

∫ t

0
ue−u du (4.49)

= t(1− e−t) +
[
ue−u

]t
0
−
∫ t

0
e−u du (4.50)

= t(1− e−t) + te−t − (1− e−t) = e−t + t− 1. (4.51)

4.5 Impulser och diskontinuerliga funktioner

I tillämpningar är det viktigt att kunna hantera diskontinuerliga funktioner och impulser som t.ex. upp-
kommer när en elektrisk krets slås på. För att uttrycka denna typ av fenomen matematiskt återkommer vi
till Heavisides stegfunktion.

Definition 4.4 (Heavisides stegfunktion) Heavisides stegfunktion θ(t) = 1 för t > 0 och
θ(t) = 0 för t ≤ 0.

Eftersom θ(t) = 0 för t ≤ 0 har den Laplacetransform L(θ(t))(s) = L(1)(s) = 1
s . Diskon-

tinuiteten i 0:an påverkar inte integralen eftersom vi har definierat integralen för styckvis kontinuerliga
funktioner och integralens värde påverkas inte av funktionens värde i en enskild punkt.

Genom definitionen av Heavisides stegfunktion kan vi även studera fördröjning. I tillämpningar in-
nebär fördröjning till exempel att en spänning slås på vid en given tidpunkt T i framtiden. Vi har nu nytta
av att vi definierat integralen för stykvis kontinuerliga funktioner.
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Sats 4.9 (Fördröjning) Låt f(t) vara en given funktion med Laplacetransform F (s), T > 0
vara ett tal och θ(t) vara Heavisides stegfunktion. Då gäller

L(f(t− T )θ(t− T ))(s) = e−sTF (s). (4.52)

Bevis. Vi har

L(f(t− T )θ(t− T ))(s) =

∫ ∞

0
e−stf(t− T )θ(t− T ) dt (4.53)

=

∫ ∞

T
e−stf(t− T ) dt = {τ = t− T} (4.54)

=

∫ ∞

0
e−s(τ+T )f(τ) dτ = e−sTF (s). (4.55)

Exempel 4.10 (Laplacetransform vid fördröjning) För att bestämma Laplacetransformen
av den funktion som beskriver att en spänning av storlekE slås på vid tiden t = 1, kan vi använda
Heavisides stegfunktion och sats 4.9. Vi har f(t) = Eθ(t− 1). Vi får

L(Eθ(t− 1))(s) = E
e−s

s
, (4.56)

eftersomL(θ(t)) = L(1) = 1
s .

Ett annat fenomen som är vanligt i tillämpningar är krafter som verkar med stor styrka under kort tid,
så kallade impulser. Om vi låter ϵ > 0 vara ett litet tal så definierar vi den diskontinuerliga funktionen
δϵ(t) på följande vis,

δϵ(t) =


0, t ≤ −ϵ
1
2ϵ , −ϵ < t < ϵ,
0, t ≥ ϵ.

(4.57)

I figur 4.3 ser vi hur funktionen δϵ(t) för mindre ochmindre värden på ϵ växer mot en impuls i origo men
att integralen förblir konstant

∫∞
−∞ δϵ(t) dt = 1 för alla ϵ. Vi har även att limϵ→0 δϵ(t) = 0 för alla t ̸= 0.

Vi vill studera den generaliserade funktion δ som uppkommer då vi låter ϵ→ 0.

Definition 4.5 (Diracs delta) Diracs delta är en idealiserad enhetspuls i t = 0 sådan att δ(t) =
limϵ→0 δϵ(t) = 0 för alla t ̸= 0 och med

∫∞
−∞ δϵ(t) dt = 1 för alla ϵ > 0.

En impuls i tidpunkt t0 > 0 uttrycks som δ(t− t0). En viktig egenskap för Diracs delta är att givet en
kontinuerlig funktion f(t) gäller att,∫ ∞

0
δ(t−t0)f(t) dt = lim

ϵ→0+

∫ ∞

0
δϵ(t−t0)f(t) dt = lim

ϵ→0+

1

2ϵ

∫ t0+ϵ

t0−ϵ
f(t) dt = lim

ϵ→0+
f(t0+cϵ) = f(t0).

(4.58)
Vi använder medelvärdessatsen för integraler som säger att

∫ t0+ϵ
t0−ϵ f(t) dt = 2ϵf(t0 + cϵ) för något

cϵ ∈ [t0 − ϵ, t0 + ϵ]. Integralen av produkten mellan δ(t − t0) och en kontinuerlig funktion f(t) blir
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t

δε (t)

ε=0.1

ε=0.25

ε=0.5

Figur 4.3: Funktionen δϵ(t) där ϵ = 0.5, 0.25, 0.1.

alltså funktionens värde i t0. Denna egenskap brukar användas för att definiera Diracs delta. Diracs delta
uppfyller inte de krav vi har satt upp på funktioner för att de ska kunna ha en Laplacetransform, nämligen
|f(t)| ≤ Ceat. Den uppfyller inte ens kravet på att vara en funktion utan brukar betraktas som en gene-
raliserad funktion. Integralen i vänsterledet av (4.58) är inte heller definierad i den vanliga meningen, men
ges en mening av (4.58). Detta kan användas för att definiera Laplacetransformen av δ.

Sats 4.10 (Laplacetransform av Diracs delta) Vi har att

L(δ(t− t0))(s) = e−st0 , (4.59)

för alla t0 ≥ 0. Speciellt gällerL(δ(t))(s) = 1.

Bevis. Vi antar först att t0 > 0 och ϵ < t0 och studerar Laplacetransformen av δϵ(t− t0):

L(δϵ(t− t0))(s) =

∫ ∞

0
e−stδϵ(t− t0) dt =

∫ t0+ϵ

t0−ϵ

e−st

2ϵ
dt =

1

2ϵs
e−st0(esϵ − e−sϵ). (4.60)

Vi kan nu låta ϵ→ 0+. L’Hôpitals regel ger att limϵ→0+
esϵ−e−sϵ

2sϵ = 1. Därför gäller

L(δ(t− t0))(s) = e−st0 . (4.61)

Vi utvidgar nu resultatet till t0 = 0 genom att gå i gräns:

L(δ(t))(s) = lim
t0→0+

e−st0 = 1. (4.62)
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4.6 Lösning av begynnelsevärdesproblem

Vi går nu tillbaka till det ursprungliga problemet att lösa linjäraODE sommotiverade införandet av Lapla-
cetransformen.Metoden fungerar om koefficienterna till ekvationen är konstanta. Fördelenmed Laplace-
transform är att den ger ett systematiskt sätt att beräkna partikulärlösningar utan att man behöver ansätta
en lösning.Diskontinuerliga högerled och impulser kandessutomhanteras.Vid lösningmedLaplacetrans-
form följer vi fyra steg som vi såg redan i det första motiverande exemplet. Principen är följande:

1. Laplacetransformera differentialekvationen.

2. Sätt in begynnelsevillkoren.

3. Lös den algebraiska ekvationen (här behövs ofta partialbråksuppdelning användas).

4. Använd tabell för att beräkna den inversa Laplacetransformen som ger lösningen till differentia-
lekvationen.

I nedanstående sats sammanfattar vi några Laplacetransformer.

Sats 4.11 (Tabell av Laplacetransformer) Låt F (s) och G(s) vara Laplacetransformer till
f(t) respektive g(t). Då gäller

L(αf(t) + βg(t))(s) = αF (s) + βG(s) (4.63)

L(f(at))(s) = 1

a
F
(s
a

)
(4.64)

L(f(t− T )θ(t− T ))(s) = e−sTF (s) (4.65)
L(δ(t))(s) = 1 (4.66)

L(θ(t))(s) = 1

s
(4.67)

L(tn)(s) = n!

sn+1
(4.68)

L(tne−t)(s) =
n!

(s+ 1)n+1
(4.69)

L(e−at)(s) =
1

s+ a
(4.70)

L(sin(at))(s) = a

s2 + a2
(4.71)

L(cos(at))(s) = s

s2 + a2
(4.72)

(4.73)

Bevis. Alla utom de sista två ges som exempel i texten ovan. Vi låter f(t) = sin(at). Den komplexa expo-
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nentialfunktionen kan skrivas eiat = cos(at) + i sin(at). Vi har att sin(at) = eiat−e−iat

2i vilket ger

F (s) =

∫ ∞

0
e−st e

iat − e−iat

2i
dt (4.74)

=
1

2i

∫ ∞

0
e(ia−s)t − e(−ia−s)t dt (4.75)

=
1

2i

[
1

ia− s
e(ia−s)t +

1

s+ ia
e−(ai+s)t

]∞
0

(4.76)

=
1

2i

(
1

s− ia
− 1

s+ ia

)
(4.77)

=
1

2i

2ia

s2 + a2
(4.78)

=
a

s2 + a2
. (4.79)

Vi kan använda Laplacetransformen för derivata för att transformera cos(at). Vi har

L(cos(at))(s) = L(1
a

d

dt
sin(at)) =

s

a
F (s)− 1

a
sin(0) =

s

s2 + a2
. (4.80)

Vi börjar med två exempel på ordinära differentialekvationer som kan lösas med Laplacetransform.

Exempel 4.11 (Begynnelsevärdesproblem) Vi studerar följande ordinära differentialekva-
tion. Låt u(t) vara lösning till

u′′(t) + 2u′(t) + u(t) = e−t, u(0) = 0, u′(0) = 1. (4.81)

Vi Laplacetransformerar ekvationen och låterU(s) beteckna Laplacetransformen av u(t)

s2U(s)− su(0)− u′(0) + 2sU(s)− 2u(0) + U(s) = L(e−t)(s) =
1

s+ 1
. (4.82)

Här använder vi sats 4.4 omLaplacetransformen av derivator. Genom att sätta in begynnelsevärde-
na och flytta om termer får vi

(s2 + 2s+ 1)U(s) =
1

s+ 1
+ 1, (4.83)

vilket ger

U(s) =
1

(s+ 1)3
+

1

(s+ 1)2
. (4.84)

Vi använder nu sats 4.11,L(tne−t)(s) = n!
(s+1)n+1 , för att dra slutsatsen attu(t) = 1

2 t
2e−t+te−t.

I exemplet ser vi att den karaktäristiska ekvationen r2 + 2r + 1 = 0 har en dubbelrot r = −1.
Laplacetransformen hanterar detta, utan speciella ansatser, med hjälp av partialbråksuppdelning. Vi ser
även hur tabellen av Laplacetransformer används för att transformera tillbaka till tidsdomänen.

Ett stort tillämpningsområde för Laplacetransform är elektriska nät. Relationen mellan ström, spän-
ning, resistans och induktans kan beskrivas med hjälp av en ODE.
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Exempel 4.12 (Elektrisk krets) En spole med resistansR och induktansL är seriekopplad till
en generator med spänning u(t) = E. Strömmen i(t) kan då beräknas som lösningen till ekvatio-
nen

Ri(t) + L
di(t)

dt
= u(t) = E, i(0) = 0. (4.85)

Vi låter Laplacetransformen till i(t) vara I(s) och får

RI(s) + LsI(s) =
E

s
. (4.86)

Omskrivning ger

I(s) =
E

s(R+ Ls)
=

E
L

s(s+ R
L )

. (4.87)

Sats 4.8 om faltning ger att

i(t) =
E

L

∫ t

0
1 · e−

R
L
τ dτ =

E

L

[
− L

R
e−

R
L
τ
]t
0
=

E

R

(
1− e−

R
L
t
)
. (4.88)

Vi ger nu ännu ett exempel på en elektrisk krets som leder till något som kallas en integro- differentia-
lekvation. Det är en differentialekvation som även innehåller en integral.

Exempel 4.13 (Elektrisk krets) En spole med induktans L, en resistor med resistans R och
en kondensator med kapacitansC är seriekopplade med en spänningskälla med spänningE(t) =
e−2t. Strömmen i(t) ges då som lösningen till ekvationen

Li′(t) +Ri(t) +
1

C

∫ t

0
i(τ) dτ = E(t). (4.89)

LåtL = 1,R = 4,C = 1
3 och beräkna strömmen i(t) om i(0) = 0. Vi Laplacetransformerar och

får
sI(s) + 4I(s) +

3

s
I(s) =

1

s+ 2
. (4.90)

Vi multiplicerar med s och löser ut I(s)

I(s) =
s

s+ 2
· 1

s2 + 4s+ 3
=

s

(s+ 2)(s+ 1)(s+ 3)
, (4.91)

eftersom s2+4s+3 = 0 har lösningar s1 = −1 och s2 = −3. Vi genomför nu partialbråksupp-
delning:

s

(s+ 1)(s+ 2)(s+ 3)
=

A

s+ 1
+

B

s+ 2
+

C

s+ 3
. (4.92)

Genom att göra liknämnigt får vi ekvationen

s = A(s+ 2)(s+ 3) +B(s+ 1)(s+ 3) + C(s+ 1)(s+ 2) (4.93)
= As2 + 5As+ 6A+Bs2 + 4Bs+ 3B + Cs2 + 3Cs+ 2C (4.94)
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som ska gälla för alla s. Detta leder till tre ekvationer med tre obekanta, nämligen ekvationerna för
s2, s och 1 termerna

0 = A+B + C, (4.95)
1 = 5A+ 4B + 3C, (4.96)
0 = 6A+ 3B + 2C. (4.97)

EftersomA+B +C = 0 ger den andra ekvationen att 1 = 2A+B och den tredje 0 = 4A+B
eller B = −4A. Sätter vi in det får vi 1 = 2A − 4A vilket innebär att A = −1

2 , B = 2, och
därmedC = −A−B = −3

2 . Vi får alltså att

I(s) = −1

2

1

s+ 1
+

2

s+ 2
− 3

2

1

s+ 3
. (4.98)

Genom att använda sats 4.11 kan vi Laplacetransformera tillbaka och slutligen få

i(t) = −1

2
e−t + 2e−2t − 3

2
e−3t. (4.99)
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Övningar

4.1 Definition av Laplacetransform

Övning 4.1 Bestäm för vilka s ∈ C Laplacetransformen av f(t) är väldefinierad.
(a) f(t) = et cos(t) (b) f(t) = e3t sin(t) (c) f(t) = t+ 2 (d) f(t) = 3000

Övning 4.2 Bestäm för vilka s ∈ C Laplacetransformen av f(t) är väldefinierad.
(a) f(t) = t2 (b) f(t) = (t+ 1)(t− 1) (c) f(t) = tet (d) f(t) = e2t sin2(t)

Övning 4.3 Beräkna uttrycket givet attL(t)(s) = 1
s2

ochL(t2)(s) = 2
s3

.
(a)L(3t+ t2)(s) (b)L(t+ 3t2)(s) (c) L(2t−2t2)(s)

s (d)L(t(a+ bt))(s)

Övning 4.4 Bestäm f(t) för den Laplacetransformerade funktionen F (s).
(a) F (s) = 7

s2
(b) F (s) = 12

s4
(c) F (s) = 1

s2
+ 1

s3
+ 6

s4
(d) F (s) = 3

s−4

Övning 4.5 Om möjligt, ange a och C så att |f(t)| ≤ Ceat för alla t ≥ 0, annars motivera
varför det inte går.
(a) f(t) = 10 sin(t2)e3t (b) f(t) = 5te5t (c) f(t) = et

2 (d) f(t) = ln(t+ 1)et

4.2 Tekniker för att beräkna Laplacetransform

Övning 4.6 Använd skalning för att bestämma Laplacetransformen till f(t).
(a) f(t) = e5t + (3t)2 (b) f(t) = te−t + et (c) f(t) = sin(2t) + cos(2t) (d) f(t) =
et + e2t + ...+ ent

Övning 4.7 Bestäm Laplacetransformen till f(t) samt för vilka s ∈ C Laplacetransformen är
väldefinierad.
(a) f(t) = e4t cos(t) (b) f(t) = t2e3t (c) f(t) = e2tt+ 2e2t (d) f(t) = t(et + e2t)

Övning 4.8 Bestäm den funktion vars Laplacetransform är F (s).
(a) F (s) = 5

s2+3s−4
(b) F (s) = 2s−5

s2−5s+6
(c) F (s) = s+1

s2+1
(d) F (s) = 1

(s+1)2

Övning 4.9 Bestäm den funktion vars Laplacetransform är F (s).
(a) F (s) = s

s2−6s+5
(b) F (s) = s2+s+2

s3+2s2
(c) F (s) = s+4

s3
(d) F (s) = 2s2+5s+50

s3+25s

Övning 4.10 Bestäm den funktion vars Laplacetransform är F (s).
(a)F (s) = 1

s(s+1) (b)F (s) = 3s2−2s−4
s3−s2−4s+4

(c)F (s) = 2s−2
s2−2s−15

(d)F (s) = s3+3s2+12
s4+4s2

4.3 Laplacetransform av derivator och integraler
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Övning 4.11 Låt f(t) vara en given funktion sådan att f(0) = 3, f ′(0) = 7, f ′′(0) = −4 och
f ′′′(0) = 11. Låt Laplacetransformen av f(t) betecknas med F (s). Bestäm Laplacetransformen
av uttrycket i termer av F (s).
(a) f ′(t) (b) f ′′(t) (c) f ′′′(t) (d) f ′′′′(t)

Övning 4.12 Bestäm Laplacetransformen för ODE:n.
(a) f ′′(t)+3f ′(t) = e−t, f(0) = 1, f ′(0) = 0 (b) f ′′(t)−2f ′(t) = t2, f(0) = 0, f ′(0) = 2
(c) 4f ′′(t) + f ′(t) + 3f(t) = sin(2t), f(0) = 1, f ′(0) = 2 (d) f ′′′(t) + 2f ′′(t) + f(t) =
10, f(0) = 1, f ′(0) = 2, f ′′(0) = 3

Övning 4.13 Bestäm Laplacetransformen för f(t).
(a) f(t) = t cos(t) (b) f(t) = t sin(3t) (c) f(t) = te3t (d) f(t) = t2e3t

Övning 4.14 Bestäm Laplacetransformen för f(t).
(a) f(t) =

∫ t
0 cos(τ) dτ (b) f(t) =

∫ t
0 e

2τ dτ (c) f(t) =
∫ t
0 τe

−τ dτ (d) f(t) =
d
dt sin(5t)

Övning 4.15 Bestäm Laplacetransformen för ODE:n.
(a) f ′′′(t)− f ′(t) + f(t) = t, f(0) = 1, f ′(0) = 1, f ′′(0) = 0
(b) f ′′′(t) + f ′′(t)− f(t) = e2t f(0) = 2, f ′(0) = 1, f ′′(0) = 1
(c) f ′′(t) + 5f ′(t)− 5f(t) = cos(3t) f(0) = −1, f ′(0) = 2
(d) f ′′′′(t)− 3f(t) = t2 f(0) = 2, f ′(0) = 1, f ′′(0) = 1, f ′′′(0) = 2

4.4 Faltning, impuls och diskontinuerliga funktioner

Övning 4.16 Utifrån den givna Laplacetransformen H(s), beräkna dess inversa funktion h(t)
genom att använda faltning.
(a)H(s) = 1

s(s+1) (b)H(s) = 2
s4+4s2

(c)H(s) = 1
s2−4

(d)H(s) = s2

(s2+1)(s2+4)

Övning 4.17 Bestäm Laplacetransformen till impulsfunktionen f(t).
(a) f(t) = 3δ(t−2)+ δ(t−1) (b) f(t) = 2δ(t+2)− δ(t+1) (c) f(t) = δ(t+1)+ δ(t)
(d) f(t) = −2δ(t− 2) + 2δ(t− 2)

Övning 4.18 Bestäm gränsvärdet.
(a) limϵ→0

∫ 1
−1 δϵ cos(x) dx (b) limϵ→0

∫∞
−∞ δϵx

2 dx (c) limϵ→0

∫ 1
−1 δϵe

2x dx (d)
limϵ→0

∫ 1
−1 δϵx sin(x) dx

Övning 4.19 Bestäm Laplacetransformen för f(t) där θ är Heavisides stegfunktion.
(a) f(t) = θ(t − T )e−t (b) f(t) = t2θ(t − T ) (c) f(t) = sin(2t)θ(t − 3T ) (d)
f(t) = θ(t− T )t2e−t
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Övning 4.20 Bestäm Laplacetransformen för f(t) .
(a) f(t) = θ(t)− θ(t− 2) (b) f(t) = θ(t+ 2)− θ(t− 2) (c) f(t) = θ(t− 3) + θ(t+ 1)
(d) f(t) = θ(t−m)− θ(t− k), 0 < k < m

4.5 Lösning av ODE med Laplacetransform

Övning 4.21 Använd Laplacetransform för att lösa differentialekvationen.
(a) u′′(t) = δ(t), u(0) = 0, u′(0) = 0 (b) u′(t) + 2u(t) = t, u(0) = 0 (c) u′′(t)− u(t) =
e−2t, u(0) = 0, u′(0) = −1. (d) u′′(t) + 9u(t) = 3, u(0) = 0, u′(0) = 0.

Övning 4.22 Använd Laplacetransform för att lösa differentialekvationen.
(a) u′(t) + ku(t) = t, u(0) = 0 (b) u′(t) + u(t) = et, u(0) = 2 (c) u′′(t) = 12t2,
u(0) = 0, u′(0) = 0 (d) u′(t) + 3u(t) = 3, u(0) = 1

Övning 4.23 Använd Laplacetransform för att lösa differentialekvationen.
(a) 2u′(t) + 4u(t) = 1, u(0) = 3. (b) u′′(t) + 9u(t) = 3δ(t), u(0) = −9, u′(0) = 0 (c)
u′(t)− 3u(t) = et, u(0) = 2 (d) u′(t) = sin(3t), u(0) = 4

Övning 4.24 Använd Laplacetransform för att lösa differentialekvationen.
(a)
∫ t
0 u(τ) dτ + 3u(t) = 2 (b)

∫ t
0 3u(τ) dτ + u(t) = −t (c) 4

∫ t
0 u(τ) dτ + u′(t) = 2,

u(0) = 0 (d)
∫ t
0 u(τ) dτ = t2

Övning 4.25 Använd Laplacetransform för att lösa differentialekvationen.
(a) u′′(t) + u(t) = 0, u(0) = 1, u′(0) = −1 (b) 2u′′(t)− u′(t) = −1, u(0) = 0, u′(0) = 0
(c) u′(t) + 4u(t) = δ(t), u(0) = 3 (d) u′′(t) + 4u(t) = e2t, u(0) = 0, u′(0) = 2

Problem

4.1 Definition av Laplacetransform

Problem 4.1 Antag att |f(t)|+ |f ′(t)| ≤ Ceat för några a,C ≥ 0. Visa att lims→∞ F (s) = 0
genom att använda partiell integration.

4.2 Tekniker för att bestämma Laplacetransform

Problem 4.2 Bestäm Laplacetransformen av sin(t+ 1).

Problem 4.3 Bestäm Laplacetransformen av f(t) = tn. Gäller |f(t)| ≤ Ceat för några a,C ≥
0?

4.3 Laplacetransform av derivator och integraler
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Problem 4.4 Antag att limt→0
f(t)
t existerar. Visa attL(f(t)t )(s) =

∫∞
s F (z) dz.

Problem 4.5 Bestäm Laplacetransformen till sin(t)
t .

4.4 Impuls och diskontinuerliga funktioner

Problem 4.6 Visa att θ(t) = limϵ→0+

∫ t
−∞ δϵ(τ) dτ .

Problem 4.7 Låt f(t) = t, 0 < t < 1, f(t) = 1, 1 ≤ t < 2, f(t) = 3 − t, 2 ≤ t < 3 och
annars 0. Uttryck f(t)med hjälp av stegfunktioner och bestäm dess Laplacetransform.

4.5 Lösning av begynnelsevärdesproblem med Laplacetransform

Problem 4.8 AnvändLaplacetransform för att lösa ekvationen,u′′+2u′+u = f(t),u(0) = 0,
u′(0) = 1, där f(t) uppfyller |f(t)| ≤ Ceat.

Problem 4.9 Lös begynnelsevärdesproblemet u′(t)− 2u(t)+
∫ t
0 u(s) ds = et, där u(0) = 1.

Problem 4.10 Bestäm lösningarna u1(t) och u2(u) till det kopplade begynnelsevärdesproble-
met

u̇1(t) + u2(t) = 2t+
1

6
t3, (4.100)

u̇2(t)− u1(t) = 0, (4.101)

med begynnelsevillkor u1(0) = 1 och u2(0) = 0 genom att Laplacetransformera båda ekvatio-
nerna.



5. System av ODE

5.1 Introduktion till linjär algebra 91

5.2 System av första ordningens ODE 96

5.3 Högre ordningens ODE 99

5.4 Existens och entydighet av lösning 101

5.5 Alternativ definition av exp(x) och ln(x) 104

5.6 Alternativ definition av cos(x) och sin(x) 107

System av ordinära differentialekvationer är vanligt förekommande inom mekanik, matematisk bio-
logi, kemi och många andra discipliner. I detta kapitel introducerar vi matris-vektornotation för att
enklare kunna arbeta med system av ODE. Vi visar att högre ordningens ODE kan skrivas om som
system av första ordningen genom införandet av hjälpvariabler. Existens och entydighet av lösning för
ekvationer med Lipschitz-kontinuerliga högerled följer genom en generalisering av Picards sats. Vi an-
vänder existensresultatet för att ge alternativa definitioner till elementära funktioner som lösningar
till differentialekvationer.

5.1 Introduktion till linjär algebra

Vi börjar med en kort introduktion till linjär algebra, för att kunna införa lämplig notation för system av
ODE. Ett centralt begrepp inom linjär algebra är vektorer.

Definition 5.1 (Vektornotation) En vektor v⃗ =
[
v1 v2 . . . vn

]
är en uppsättning av

n ∈ N tal vi ∈ R, i = 1, . . . , n. Talen vi kallas komponenter. Vi skriver v ∈ Rn.

Vektorer har en rad karakteristiska algebraiska egenskaper. De kan adderas och multipliceras med tal
(skalärer). Givet två vektorer v⃗ =

[
v1 v2 . . . vn

]
och w⃗ =

[
w1 w2 . . . wn

]
med lika

många element fås summan genom att summera komponentvis

v⃗ + w⃗ =
[
v1 + w1 v2 + w2 . . . vn + wn

]
. (5.1)

Multiplikation mellan en skalär α ∈ R och en vektor v⃗ fås genom att multiplicera varje komponent med
skalären

αv⃗ =
[
αv1 αv2 . . . αvn

]
. (5.2)

Vektorn u = αv + βw med α, β ∈ R kallas linjär kombination av v ochw.
Vektorer kan även multipliceras med varandra förutsatt att de har lika många element. Skalärproduk-

ten tar två vektorer som indata och ger ut ett tal, en skalär, som utdata.

91
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Definition 5.2 (Skalärprodukt och längd) Låt v⃗ = [v1 v2 . . . vn] och w⃗ =
[w1 w2 . . . wn] vara två vektorer. Skalärprodukten ges av v⃗ · w⃗ =

∑n
i=1 viwi. Längden ges

av |v⃗| = (v⃗ · v⃗)1/2 =
(∑n

i=1 v
2
i

)1/2.
Exempel 5.1 (Längd och skalärprodukt) Bestäm skalärprodukten av vektorerna v⃗ =[
2 1 −2

]
och w⃗ =

[
0 −2 −2

]
samt längden av v⃗. Vi får v⃗ · w⃗ = 2 · 0 + 1 · (−2) +

(−2) · (−2) = 2. Längden ges av |v⃗| =
√
22 + 12 + (−2)2 = 3.

Längden av en vektor v⃗ = [v1 v2] ∈ R2 ges alltså av
√

v21 + v22 vilket är avståndet mellan origo och
punkten (v1, v2) enligt Pythagoras sats. På samma sätt motsvarar längden i högre dimension avståndet
mellan punkten och origo, som kan härledas genom upprepad användning av Pythagoras sats.

Vi inför enhetsvektorerna e⃗1 =
[
1 0 0 0 . . . 0

]
, e⃗2 =

[
0 1 0 0 . . . 0

]
till och

med e⃗n =
[
0 0 0 0 . . . 1

]
innehållande n element. Varje vektor v⃗ =

[
v1 v2 . . . vn

]
kan skrivas som en linjärkombination av enhetsvektorernamultipliceratmed vektorns element på följande
vis

v⃗ =

n∑
i=1

vie⃗i. (5.3)

Enhetsvektorerna har längd |e⃗i| = 1. Skalärprodukten mellan enhetsvektorerna ges av e⃗i · e⃗i = 1 och
e⃗i · e⃗j = 0 om i ̸= j.

Vektorer har även en geometrisk tolkning som en riktad sträcka i Rn. De brukar representeras som
pilar. I figur 5.1 ser vi en vektor v⃗ ∈ R2 tillsammansmed enhetsvektorerna e⃗1 och e⃗2. Vi noterar att vektorn
v⃗ representerar den riktade sträckan mellan punkten (v1, v2, . . . , vn) ∈ Rn och origo och dess längd |v⃗|
är alltså sträckans längd. De geometriska tolkningarna av addition av vektorer och multiplikation med

e1

e2

v

Figur 5.1: En vektor v⃗ ∈ R2 tillsammans med enhetsvektorerna e⃗1 och e⃗2.

skalär illustreras i figur 5.2 med exemplen
[
2 1

]
+
[
1 2

]
=
[
3 3

]
(vänster) och 3

[
1 1

]
=[

3 3
]
(höger).

Även skalärprodukten har en geometrisk tolkning. Den geometriska skalärprodukten definieras som

v · w = |v||w| cos(ϕ), (5.4)

därϕ är denmellanliggande vinkeln. Skalärprodukten är sommest produkten av längderna och somminst
minus produkten av längderna eftersom cos(x) tar värden mellan−1 och 1. Om den mellanliggande vin-
keln är π/2 blir produkten noll. Vi säger då att vektorerna är vinkelräta eller ortogonala mot varandra.
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Figur 5.2: Geometrisk tolkning av summan av två vektorer (vänster) och multiplikation med skalär (höger).

Detta gäller till exempel enhetsvektorerna. Om vinkeln är 0 blir skalärprodukten lika med produkten av
vektorernas längder.

De två definitionerna av skalärprodukt är ekvivalenta. Vi kan se det med följande argument. Vi bildar
den geometriska skalärprodukten mellan en vektor v⃗ =

[
v1 v2 . . . vn

]
och enhetsvektorn e⃗i. Vi

får

v⃗ · e⃗i = |v| cos(ϕ) = vi, (5.5)

därϕ är vinkelnmellan v⃗ och e⃗i. I figur 5.3 illustrerar vi detta resultat genom att välja koordinatsystemet så
att den horisontella axeln går i riktningen av e⃗i. Detta innebär att definitionerna är ekvivalenta för skalär-

viei

v

φ

Figur 5.3: En vektor v⃗ i ett koordinatsystem där x-axeln väljs i linje med enhetsvektorn e⃗i. Vinkeln mellan vek-
torerna ges av ϕ och längden av v⃗-vektorns komponent i riktning e⃗i ges av talet vi.

produkt mellan en godtycklig vektor och en enhetsvektor. Men en godtycklig vektor kan skrivas som en
linjärkombination av enhetsvektorer w⃗ =

∑n
i=1wie⃗i så därför gäller att den geometriska definitionen

leder till den algebraiska

v⃗ · w⃗ = v⃗ ·
n∑

i=1

wie⃗i =
n∑

i=1

wi(v⃗ · e⃗i) =
n∑

i=1

wivi. (5.6)

Vi går nu vidare till matriser.
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Definition 5.3 (Matrisnotation) En n × m matris A, med n rader och m kolumner, är ett
rektangulärt talschema. MatrisenAmed element aij , 1 ≤ i ≤ n och 1 ≤ j ≤ m skrivs

A =


a11 a12 . . . a1m
a21 a22 . . . a2m
...

... . . . ...
an1 an2 . . . anm

 . (5.7)

Addition av matriser och multiplikation med skalär görs elementvis på samma sätt som för vektorer


a11 a12 . . . a1m
a21 a22 . . . a2m
...

... . . . ...
an1 an2 . . . anm

+


b11 b12 . . . b1m
b21 b22 . . . b2m
...

... . . . ...
bn1 bn2 . . . bnm

 =


a11 + b11 a12 + b12 . . . a1m + b1m
a21 + b21 a22 + b22 . . . a2m + b2m

...
... . . . ...

an1 + bn1 an2 + bn2 . . . anm + bnm,


(5.8)

och

α


a11 a12 . . . a1m
a21 a22 . . . a2m
...

... . . . ...
an1 an2 . . . anm

 =


αa11 αa12 . . . αa1m
αa21 αa22 . . . αa2m

...
... . . . ...

αan1 αan2 . . . αanm

 . (5.9)

En vektor kan ses som ett specialfall av en matris med antingen endast en rad eller en kolumn.

Definition 5.4 (Rad- och kolumnvektor) Enn×1matris kallas en kolumnvektor. En 1×m
matris kallas radvektor.

En kolumnvektor kan skrivas med följande notation v⃗ = [v1 v2 . . . vn]
T . Beteckningen T står för

transponat och kan även appliceras på matriser enligt följande, där elementen aij och aji byter plats:


a11 a12 . . . a1m
a21 a22 . . . a2m
...

... . . . ...
an1 an2 . . . anm


T

=


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
am1 am2 . . . amn

 . (5.10)

En matris kan multipliceras med en vektor om antalet kolumner i matrisen är samma som antal rader
i vektorn.

Definition 5.5 (Matris-vektormultiplikation) LåtA vara n×mmatrisen

A =


a11 a12 . . . a1m
a21 a22 . . . a2m
...

... . . . ...
an1 an2 . . . anm

 , (5.11)
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och låt x⃗ varam× 1 kolumnvektorn

x⃗ =


x1
x2
...

xm

 . (5.12)

Då ges produkten avA och x⃗ som en n× 1 vektor där varje rad är skalärproduktenmellan motsva-
rande rad iA och vektorn x⃗, alltså

Ax⃗ =


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1mxm
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2mxm

...
an1x1 + an2x2 + · · ·+ anmxm

 . (5.13)

Exempel 5.2 (Matris-vektor multiplikation) Beräkna följande matris-vektorprodukt

[
1 4 −2
0.5 3 0

] 3
1
0

 =

[
1 · 3 + 4 · 1 + (−2) · 0
0.5 · 3 + 3 · 1 + 0 · 0

]
=

[
7
4.5

]
. (5.14)

Vi ser att produkten beräknas som skalärprodukt mellan rader i matrisen och kolumnvektorn.

En linjär ekvation med n obekanta har formen

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = b, ai ∈ R, i = 1, . . . , n. (5.15)

Med matrisnotationen kan vi skriva system av sådana ekvationer och senare system av ordinära differenti-
alekvationer, på ett kompakt sätt.

Definition 5.6 (Linjära ekvationssystem) Ett linjärt ekvationssystem med n ekvationer och
n obekanta kan skrivas 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...
...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

(5.16)

eller på matrisform som
Ax⃗ = b⃗, (5.17)

därmatrisenA har elementen aij och kolumnvektorerna x⃗ och b⃗ har komponenternaxi respektive
bi, 1 ≤ i, j ≤ n.
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Exempel 5.3 (Linjärt ekvationssystem) Skriv följande ekvationssystem på matrisform:
x1 + x2 + x3 = 3
x1 − x2 − x3 = −1

2x1 + x2 − 3x3 = 0
(5.18)

Vi låter

A =

 1 1 1
1 −1 −1
2 1 −3

 , x⃗ =

 x1
x2
x3

 , b⃗ =

 3
−1
0

 . (5.19)

Det linjära ekvationssystemet kan då skrivas som

Ax⃗ = b⃗. (5.20)

Linjära ekvationssystem kan lösas på ett systematiskt sätt med Gauss-elimination. Har vi endast två
eller tre obekanta kan vi lösa systemen för handmed substitution. Detta beskrivs enklast med ett exempel.

Exempel 5.4 (Substitution) Om vi vill lösa det linjära ekvationssystemet från föregående ex-
empel kan vi till exempel lösa ut x1 = −1 + x2 + x3 ur den andra ekvationen och sätta in i den
första och sista. Vi får då två ekvationer och två obekanta x2 och x3 nämligen

−1 + x2 + x3 + x2 + x3 = 2x2 + 2x3 − 1 = 3, (5.21)
−2 + 2x2 + 2x3 + x2 − 3x3 = 3x2 − x3 − 2 = 0. (5.22)

Vi använder nu den andra ekvationen för att lösa ut x3 = 3x2 − 2 och sätter in det i den första

2x2 + 2x3 = 8x2 − 4 = 4 (5.23)

vilket gerx2 = 1. Givetx2 = 1 har vix3 = 3x2−2 = 1 ochx1 = −1+x2+x3 = 1. Lösningen
blir alltså x1 = x2 = x3 = 1.

5.2 System av första ordningens ODE

Vi är nu redo att studera system av första ordningens ODE och vi börjar med det linjära fallet. För linjä-
ra system är matris-vektornotationen speciellt användbar. Både ekvationen och begynnelsevillkoren kan
uttryckas på ett kompakt sätt.

Definition 5.7 (Linjärt system av första ordningens ODE) Ett linjärt ekvationssystemmed
n första ordningens differentialekvationer och n obekanta funktioner ui(x) kan skrivas på formen

d
dxu1(x) = a11(x)u1(x) + a12(x)u2(x) + · · ·+ a1n(x)un(x) + b1(x)
d
dxu2(x) = a21(t)u1(x) + a22(x)u2(x) + · · ·+ a2n(x)un(x) + b2(x)

...
...

d
dxun(x) = an1(x)u1(x) + an2(x)u2(x) + · · ·+ ann(x)un(x) + bn(x)

(5.24)
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med begynnelsevillkor uj(0) = cj , j = 1, . . . , n. På matrisform får vi

d

dx
u⃗(x) = A(x)u⃗(x) + b⃗(x), u⃗(0) = c⃗ (5.25)

där matrisen A(x) har elementen aij(x) och vektorerna u⃗(x), b⃗(x) och c⃗ har elementen ui(x),
bi(x) respektive ci, där 1 ≤ i, j ≤ n.

Vi har n ekvationer och lika många obekanta ui, i = 1, . . . , n. Dessutom krävs n begynnelsevillkor
för att bestämma en unik lösning.

Exempel 5.5 (Linjär ODE på matrisform) Skriv följande system av ordinära differentialekva-
tioner på matrisform: {

d
dxu1(x) = 2u2(x), u1(0) = 0,
d
dxu2(x) = −u1(x), u2(0) = 1.

(5.26)

Vi låter,

A =

[
0 2
−1 0

]
, u⃗(x) =

[
u1(x)
u2(x)

]
, c⃗ =

[
0
1

]
. (5.27)

Det linjära ekvationssystemet kan då skrivas som

d

dx
u⃗(x) = Au⃗(x), u⃗(0) = c⃗. (5.28)

På samma sätt som för linjära ekvationssystem kan substitution användas för att lösa system av linjära
ODE.

Exempel 5.6 (Linjärt system av ODE) Lös systemet av ordinära differentialekvationer med
substitution: {

d
dxu1(x) = 2u2(x), u1(0) = 0,
d
dxu2(x) = −u1(x), u2(0) = 1.

(5.29)

Vi sätter in u2(x) =
1
2

d
dxu1(x) från första ekvationen i den andra och får

d2

dx2
u1(x) + 2u1(x) = 0. (5.30)

Den karaktäristiska ekvationen r2 + 2 = 0 har rötter r1,2 = ±i
√
2. Lösningen ges av

u1(x) = A cos(x
√
2) +B sin(x

√
2). (5.31)

Begynnelsevillkoren ger u1(0) = A = 0 och u2(0) =
1
2

d
dxu1(0) =

B√
2
= 1 vilket ger u1(x) =√

2 sin(
√
2x) och u2(x) = cos(

√
2x).

Vi går nu till en mer generell beskrivning av system av första ordningens ODE. Vi använder vektorno-
tationen för att uttrycka ett allmänt system på kompakt form.
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Definition 5.8 (Allmänt system av första ordningens ODE) Ett allmänt ekvationssystem
med n första ordningens differentialekvationer och n obekanta funktioner ui(t) skrivs på formen

d
dxu1(x) = f1(x, u1(x), . . . , un(x))
d
dxu2(x) = f2(x, u1(x), . . . , un(x))

...
...

d
dxun(x) = fn(x, u1(x), . . . , un(x))

(5.32)

med begynnelsevillkor uj(0) = cj , j = 1, . . . , n. På vektorform får vi

d

dx
u⃗(x) = f⃗(x, u⃗(x)), u⃗(0) = c⃗ (5.33)

där vektorn f⃗ har elementen fi och vektorerna u⃗ och c⃗ har elementen ui respektive ci, där 1 ≤ i ≤
n.

Vi har fortfarande n ekvationer, n obekanta samt n begynnelsevillkor. Vektornotationen kan alltså
även användas för icke-linjära system av ODE. Vi fortsätter med ett klassiskt exempel på ett icke-linjärt
system av ODE som modellerar dynamiken i ett slutet system av predatorer och bytesdjur.

Exempel 5.7 (Rävar och kaniner) En enkel modell för dynamiken i djurpopulationer är
Volterra-Lotkas ekvation som beskriver populationen av predatorer och bytesdjur i ett slutet sy-
stem. Rävarna (predatorerna) äter endast kaninerna (bytesdjuren) medan kaninerna har gott om
mat. Vi låter antal rävar som funktion av tiden ges av y(t) och antal kaniner avx(t). Lotka-Volterras
modell ger följande icke-linjära första ordningens system av ODE

dx(t)

dt
= x(t)(a− by(t)), x(0) = x0 (5.34)

dy(t)

dt
= −y(t)(c− kx(t)), y(0) = y0 (5.35)

där termen ax(t) anger att populationen kaniner ökar exponentiellt i avsaknad av rävar. Det finns
alltså obegränsat med mat för kaninerna. Termen −bx(t)y(t) påverkar kaninbeståndet negativt
och beskriver effekten av att rävar och kaniner träffar på varandra. Motsvarande term i rävarnas
ekvation kx(t)y(t) verkar positivt på rävbeståndet. Slutligen avtar rävbeståndet exponentiellt i av-
saknad av kaniner−cy(t). Vi kan skriva systemet med vektornotation genom att införa

v⃗ =

[
x
y

]
, f⃗(x, y) =

[
x(a− by)
−y(c− kx)

]
(5.36)

och v⃗0 =
[
x0
y0

]
. På vektorform får vi

d

dt
v⃗(t) = f⃗(t, v⃗(t)), v⃗(0) = v⃗0. (5.37)

I figur 5.4 visar vi ett exempel på hur lösningen kan se ut. Vi börjar med 30 kaniner (orange) och
50 rävar (grön) och låter a = 1, b = 0.07, c = 1 och k = 0.05. Sluttiden sätts till T = 40.
Vi ser att när det finns ont om kaniner avtar rävarna i antal men då får kaninerna möjlighet att



Kapitel 5. System av ODE 99

öka igen vilket gör att rävarna får mer mat och börjar öka igen. Lösningarna är periodiska. Det
finns två jämviktspunkter när populationerna inte ändras mer. Det kan fås fram genom att sätta
dx
dt = dy

dt = 0, alltså x(a − by) = 0 och−y(c − kx) = 0med lösningar x = 0 och y = 0 eller
x = c

k = 20 och y = a
b = 100

7 . Notera att vi tillåter djurantalet att ej vara heltal.
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Figur 5.4: Antal rävar (grön) och kaniner (orange) som funktion av tiden.

5.3 Högre ordningens ODE

I tillämpningar är systemen av ODE inte alltid av första ordningen. Positionerna i rummet för solsyste-
mets planeter bestäms av ett system av andra ordningens ODE. Vi kan dock enkelt skriva om ett högre
ordningens system till ett första ordningens system. Vi formulerar denna teknik i följande sats.

Sats 5.1 (Högre ordningens ODE som systemav första ordningen) LåtF : R×Rn → R
vara en given funktion och {ci}n−1

i=0 en uppsättning reella tal. En n:te ordningens ODE

u(n) = F (x, u, u(1), u(2), . . . , u(n−1)), u(i)(0) = ci, i = 0, . . . , n− 1, (5.38)

kan skrivas som ett system av första ordningens ODE. Här är u(i) = di

dxiu.

Bevis. Låt ui = u(i−1), i = 1, . . . , n, där u(0) = u. Då kan ekvation (5.38) skrivas på formen
d
dxu1(x) = u2(x)
d
dxu2(x) = u3(x)

... =
...

d
dxun(x) = F (x, u1(x), . . . , un(x)),

(5.39)
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vilket är ett system av första ordningen. Bergynnelsevillkoren ges av ui(0) = ci−1, i = 1, . . . , n.

Exempel 5.8 (Vågutbredning) Vi studerar longitudinell vågutbredning i ett system där två
massor är sammanlänkade i fasta ytterväggar med tre fjädrar, se figur (5.5). Vi låter fjädrarna ha fjä-
derkonstant k och massorna massa m. Vi ställer upp ett system av första ordningens ODE vars
lösning är avvikelsen från jämviktslägena x1(t) och x2(t) för de två massorna.
Newtons andra lag (F = mẍ, kraften är lika med massan gånger accelerationen) och Hookes lag
(F = kx, kraften är proportionell mot förskjutning från jämviktsläget x) ger två ekvationer som
beskriver kraftjämvikt för de två massorna

mẍ1(t) = −kx1(t) + k(x2(t)− x1(t)), (5.40)
mẍ2(t) = −k(x2(t)− x1(t))− kx2(t). (5.41)

Vi inför nu två nya variabler x3(t) = ẋ1(t) och x4(t) = ẋ2(t) och får följande system
ẋ1(t)
ẋ2(t)
ẋ3(t)
ẋ4(t)

 =


0 0 1 0
0 0 0 1

−2k/m k/m 0 0
k/m −2k/m 0 0




x1(t)
x2(t)
x3(t)
x4(t)

 . (5.42)

medbegynnelsevärdenxi(t) = ci för i = 1, 2, 3, 4. Vi kan alltså skriva om systemet som ett system
av första ordningens ODE.

Figur 5.5: Konfiguration av massorm och fjädrar k i exempel 5.8.

En stor mängd matematiska problem kan beskrivas som system av första ordningens ordinära diffe-
rentialekvationer, inte minst på grund av att även högre ordningens ODE kan skrivas som system av första
ordningen. En viktig fråga som då behöver besvaras är under vilka förutsättningar ett system av första ord-
ningens ODE har unik lösning. I det skalära fallet ger Picards sats svaret på den frågan. Vi ska nu studera
hur Picards sats kan generaliseras till system av ODE.
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5.4 Existens och entydighet av lösning

På samma sätt som för skalära ODE av första ordningen kan vi garantera existens och entydighet av lös-
ning under vissa antaganden på funktionen f⃗ . Vi börjar med att definiera funktionsrummetC([a, b])n av
funktioner som tar värden iRn, så kallade vektorvärda funktioner.

Definition 5.9 (Kontinuerliga funktioner i Rn) En vektorvärd funktion av en variabel
u⃗ : R → Rn är kontinuerlig på intervallet [a, b] om samtliga komponenter ui ∈ C([a, b]),
i = 1, . . . , n, är kontinuerliga. Vi skriver u⃗ ∈ C([a, b])n.

Vi behöver nu definiera normen (storleken) av en funktion i C([a, b])n. Skillnaden från det skalära
fallet är att längden på vektorn ersätter absolutbeloppet. Notationen är dock den samma.

Definition 5.10 (Norm av vektorvärd funktion) Vi definierar normen (storleken) på en
kontinuerlig vektorvärd funktion f⃗ ∈ C([a, b])n som ∥f⃗∥ = maxx∈[a,b] |f⃗(x)|.

Banachs fixpunktssats går att generalisera till vektorvärda funktioner.

Sats 5.2 (Banachs fixpunktssats för vektorvärda funktioner) Givet u⃗0 ∈ C([a, b])n

och r > 0 låt S = {u⃗ ∈ C([a, b])n : ∥u⃗ − u⃗0∥ ≤ r}. Låt vidare G vara en avbildning från S
in i sig själv,G : S → S. Dessutom natar vi attG är en kontraktion, det vill säga det finns något
0 ≤ γ < 1 så att

∥G(u⃗)−G(z⃗)∥ ≤ γ∥u⃗− z⃗∥, ∀u⃗, z⃗ ∈ S. (5.43)

Då harG en unik fixpunkt u⃗ = G(u⃗), u⃗ ∈ S. Dessutom konvergerar fixpunktsiterationen u⃗i =
G(u⃗i−1) givet u⃗0 ∈ S, det vill säga det finns u⃗ ∈ S sådant att ∥u⃗− u⃗i∥ → 0 då i→∞.

Bevis. Beviset liknar Banachs fixpunktssats och bygger på fullständigheten hos C([a, b])n istället för hos
de reella talen.

Figur 5.6 illustrerar mängdenS i falletn = 1. Kurvan är u⃗0 och streckade linjernamotsvarar det band
med avstånd r från kurvan där funktionerna i S får ligga om de ska uppfylla ∥u⃗− u⃗0∥ ≤ r.

S

Figur 5.6: De streckade linjerna illustrerar det avstånd från en given kurva u⃗0 som funktionerna iS ligger inom.
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Vi formulerar och bevisar nu satsen om existens och entydighet av lösning som är en generalisering av
Picards sats. Satsen ger existens och entydighet i en omgivning till begynnelsevillkoretx0−δ ≤ x ≤ x0+δ
precis som Picards sats.

Sats 5.3 (Existens och entydighet) Vi studerar begynnelsevärdesproblemet{
du⃗
dx = f⃗(x, u⃗), x ∈ R
u⃗(x0) = u⃗0,

(5.44)

där u⃗(x), u⃗0 ∈ Rn för alla x ∈ R och f⃗ : Rn+1 → Rn. Låt vidareR = {v⃗ ∈ Rn : ai ≤ vi ≤
bi, i = 1, . . . , n} vara en generaliserad rektangel iRn sådan att u⃗0 ∈ R. Om f⃗ är kontinuerlig
i x-variabeln på intervallet [a, b] innehållande x0 och lokalt Lipschitz-kontinuerlig i u⃗-variabeln,
det vill säga

∥f⃗(x, u⃗1)− f⃗(x, u⃗2)∥ ≤ K∥u⃗1 − u⃗2∥, u⃗1, u⃗2 ∈ R, x ∈ [a, b], (5.45)

så existerar unik lösning u⃗(x) till begynnelsevärdesproblemet i intervallet x0 − δ ≤ x ≤ x0 + δ
för något δ > 0.

Bevis. ⋆ Beviset är analogt med Picards sats för skalära ODE. Vi repeterar beviset i korthet. Vi integrerar
(5.44) från x0 till x

u⃗(x) = u⃗0 +

∫ x

x0

f⃗(t, u⃗(t)) dt. (5.46)

Om ekvation (5.46) har en lösning u⃗(x) så är den deriverbar och löser (5.44). Fixpunktsiteration ger en
avbildningG : Rn → Rn definierad av

ϕ⃗i := G(ϕ⃗i−1) = u⃗0 +

∫ x

x0

f⃗(t, ϕ⃗i−1(t)) dt, i = 1, . . . . (5.47)

Eftersom f⃗ är kontinuerlig gäller att |f⃗(x, u⃗)| ≤M , för x ∈ [a, b] och u⃗ ∈ R. Vi låter I = [x0−δ, x0+

δ] ⊂ [a, b] för något δ > 0 och bildar funktionsmängden S = {ϕ⃗ ∈ C(I)n : ∥ϕ⃗(x)− u0∥ ≤ r}, med
r = Mδ och δ så liten att S ⊂ R. Vi ser att för v⃗ ∈ S gäller att

∥G(v⃗)− u⃗0∥ ≤ max
x∈I

∣∣ ∫ x

x0

f⃗(t, v⃗(t)) dt
∣∣ ≤Mδ = r. (5.48)

Alltså har vi attG : S → S. Vidare gäller för v⃗, w⃗ ∈ S att

∥G(v⃗)−G(w⃗)∥ ≤ max
x∈I
|
∫ x

x0

(f⃗(t, v⃗(t))− f⃗(t, w⃗(t))) dt| ≤ δK∥v⃗ − w⃗∥. (5.49)

Om δ ävenuppfyller δK < 1 ärG enkontraktionochBanachs fixpunktssats 5.2 garanterar enunik lösning
u⃗ ∈ S i intervallet x0 − δ ≤ x ≤ x0 + δ.

Under starkare antaganden, nämligen kontinuitet för alla x ∈ R och global Lipschitz-kontinuitet i u⃗,
visar vi även existens och entydighet för alla x ∈ R. Resultatet håller naturligtvis även i specialfallet när
n = 1.
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Sats 5.4 (Existens och entydighet av global lösning) Vi studerar begynnelsevärdespro-
blemet {

du⃗
dx = f⃗(x, u⃗),
u⃗(x0) = u⃗0,

(5.50)

där u⃗(x), u⃗0 ∈ Rn för alla x ∈ R och f⃗ : Rn+1 → Rn. Om f⃗ är kontinuerlig i x-variabeln och
globalt Lipschitzkontinuerlig i u⃗,

∥f⃗(x, u⃗1)− f⃗(x, u⃗2)∥ ≤ K∥u⃗1 − u⃗2∥, u⃗1, u⃗2 ∈ Rn, (5.51)

existerar det en unik lösning u⃗(x) till begynnelsevärdesproblemet för alla x ∈ R.

Bevis. ⋆Beviset är likt beviset av sats 5.3men innehåller några skillnader. Vi låter igen I = [x0−δ, x0+δ]
och bildarS = {u⃗ ∈ C(I)n : ∥u⃗−u⃗0∥ ≤ r} för något δ > 0 och r > 0. Fixpunktsiteration ger upphov
till avbildningen

G(v⃗) := u⃗0 +

∫ x

x0

f⃗(t, v⃗(t)) dt. (5.52)

Vi vill välja δ så attG : S → S och attG är en kontraktion. Vi noterar att eftersom f⃗ är kontinuerlig på I
och därmedbegränsad (av något talM > 0) ix-variabeln och (globalt) Lipschitzkontinuerlig i u⃗-variabeln
gäller att för u⃗ ∈ S

∥f⃗(u⃗)∥ ≤ ∥f⃗(u⃗0)∥+ ∥f⃗(u⃗)− f⃗(u⃗0)∥ ≤M +K∥u⃗− u⃗0∥ ≤M +Kr. (5.53)

Vi får därför att

∥G(u⃗)− u⃗0∥ = max
x∈I
|
∫ x

x0

f⃗(t, u⃗(t)) dt| ≤ max
x∈I
|x− x0|(M +Kr) ≤ δ(M +Kr). (5.54)

Om G(u⃗) ∈ S måste därför δ(M + Kr) ≤ r. Vi låter δ = 1
2K och r = M

K . Med dessa val gäller att
G : S → S. Dessutom gäller att

∥G(v⃗)−G(w⃗)∥ ≤ max
x∈I

∣∣ ∫ x

x0

f⃗(t, v⃗(t)) dt−
∫ x

x0

f⃗(t, w⃗(t)) dt
∣∣ ≤ max

t∈I
δK|v⃗(t)−w⃗(t)| = 1

2
∥v⃗−w⃗∥.

(5.55)
Banachs fixpunktssats ger att det finns en unik lösning u⃗ ∈ S till begynnelsevärdesproblemet i intervallet
x0−δ ≤ x ≤ x0+δ. Eftersom δ bara beror påK kan vi göra om samma argumentmed begynnelsevillkor
i (x0+ δ, u(x0+ δ)). Samma resonemang ger då unik lösning i intervallet [x0, x0+2δ]. Detta argument
kan sedan upprepas till vi har existens av lösning för alla x ≥ 0. För x < 0 kan vi lösa baklänges på samma
vis genom att göra transformqationen x̄ = −x.

Sista steget i beviset där vi går från lokal lösning i [x0 − δ, x0 + δ] till global lösning i helaR är intres-
sant. När Lipschitz-konstanten är global ser vi att δ kan väljas oberoende av begynnelsevillkoret nämligen
δ = 1

2K . Det innebär att vi kan börja om på x0 + δ med u(x0 + δ), som vi vet existerar, som begynnelse-
villkor. Detta ger existens och entydighet även i intervallet [x0, x0 +2δ] och så vidare. I figur 5.7 ser vi hur
lösningarna fogas samman till en global lösning. I sats 5.3 antar vi bara att f är Lipschitz-kontinuerlig på en
begränsad mängd R i u-variabeln (lokalt Lipschitz-kontinuerlig). Då skulle Lipschitz-konstanten kunna
öka med storleken på R och därmed skulle intervallens längd kunna minska och till slut konvergera mot
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x0 x0 +δ x0 +2δ

u0

x

u

Figur 5.7: En global lösning sammanfogas av lokala lösningar på delintervall.

ett ändligt värde. Det är precis det som händer i exemplet med ekvationen u′ = u2 med begynnelsevillkor
u(0) = 1. För det problemet existerar bara lösningen på intervallet [0, 1).

Det gäller att linjära ODE med kontinuerliga koefficienter på formen 5.25 är ett specialfall av globalt
Lipschitz-kontinuerliga högerled som omfattas av satsen. Sats 5.4 ger alltså existens och entydighet av lös-
ning för linjära system av ODE för alla x ∈ R. Eftersom högre ordningens ODE kan skrivas om som
system av första ordningen är resultaten mycket användbara. Sats 5.4 kan till exempel även användas för
att definiera elementära funktioner som ex, cos(x), sin(x) och mer exotiska funktioner. Vi studerar nu
detta närmare.

5.5 Alternativ definition av exp(x) och ln(x)

I och med att vi har visat att ett system av första ordningens ODE med högerled som är globalt Lipschitz-
kontinuerligt har unik lösning kan vi presentera alternativa definitioner av de elementära funktionerna
som lösningar till differentialekvationer. Om en elementär funktion löser ett system av ODE med Lip-
schitzkontinuerligt högerled kan vi använda detta som definitionen för funktionen. Sedan återstår att visa
funktionernas egenskaper utifrån den nya definitionen. Eftersom de elementära funktionerna beskriver
fysikaliska fenomen som populationstillväxt och svängningar visar det sig att de ofta löser enkla och fun-
damentala differentialekvationer. Vi börjar med exp(x) och dess invers ln(x).

Ett sätt att definiera talet e är följande gränsvärde

e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

. (5.56)

Logaritmen kan med hjälp av integralen definieras som

ln(x) =
∫ x

1

1

u
du. (5.57)

Vi vill nu definiera exponentialfunktionen som lösning till en differentialekvation.
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Definition 5.11 (Alternativ definition av exponentialfunktionen) Vi definierar u(x) =
exp(x) som den unika lösningen till ekvationen

u′(x) = u(x), (5.58)

med begynnelsevillkor u(0) = 1.

Existens och entydighet följer direkt av sats 5.4 med f(x, u) = u eftersom f som funktion av u är
globalt Lipschitz-kontinuerlig. Ekvationen som definierar exponentialfunktionen modellerar ett system
där förändringen (derivatan) är proportionell mot populationens storlek.

Vi kan utgående från denna definition härleda exponentialfunktionens egenskaper och gränsvärdes-
definitionen av talet e = exp(1). Vi har direkt att exponentialfunktionen är sin egen derivata eftersom
u′(x) = u(x) per definition. I följande exempel härleder vi två av exponentialfunktionens egenskaper.

Exempel 5.9 (Exponentialfunktionen) Bestäm vilken ekvationen exp(kx) löser, där k ∈ R.
Vi deriverar exp(kx) och får

(exp(kx))′ = k exp(kx), x ∈ R, ek·0 = 1. (5.59)

Alltså är u(x) := exp(kx) den unika lösningen till ekvationen u′(x) = ku(x) med begynnelse-
villkoret u(0) = 1.

Exempel 5.10 (Produkt av exponentialfunktioner) Låt u1 lösa u′1 = k1u1 med begynnel-
sevillkoret u1(0) = 1 och u2 lösa u′2 = k2u2 med begynnelsevillkor u2(0) = 1. Per definition är
alltså u1(x) = exp(k1x) och u2(x) = exp(k2x). Då gäller att u3 = u1u2 löser

u′3(x) = u′1(x)u2(x) + u1(x)u
′
2(x) = (k1 + k2)u1(x) · u2(x) = (k1 + k2)u3(x), (5.60)

med begynnelsevillkoret u3(0) = u1(0)u2(0) = 1. Denna ekvation har enligt exempel 5.9
lösningen u3(x) = exp((k1 + k2)x). Alltså har vi härlett egenskapen exp(k1x) exp(k2x) =
exp((k1 + k2)x) utifrån den nya definitionen.

Vi kan även härleda gränsvärdesdefinitionen för talet e genom att använda en numerisk metod, som
vi återkommer till i kapitel 6, för att approximera lösningen.

Exempel 5.11 (Härledning av talet e) Vi utgår från begynnelsevärdesproblemet

u′(x) = u(x), u(0) = u0 = 1. (5.61)

Vi vill beräkna en approximation till u(1) genom att dela in intervallet [0, 1] i n delintervall av
längd 1

n . För att hitta en approximativ lösning byter vi ut derivatan mot en differenskvot u′(x) ≈
ui+1−ui

1/n , där ui är approximationer till u
(
i
n

)
. Högerledet i ekvatonen, u(x), approximeras av ui

på intervallet [xi, xi+1], alltså

ui+1 − ui
1/n

= ui, i = 1, 2, . . . , u0 = 1 (5.62)
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eller

un = un−1 +
1

n
un−1 = (1 +

1

n
)un−1 = · · · = (1 +

1

n
)nu0 = (1 +

1

n
)n. (5.63)

Den numeriska metod vi använder här kallas Eulers metod. Vi visar i sats 6.1 att den beräknade
lösningen konvergerar mot den exakta då n→∞. Därför gäller att

e = u(1) = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

.

I figur 5.8 ser vi hur lösningarna konvergerar mot den exakta lösningen då antal delintervall n ökar
n = 2, 4, 8, 16, 32, 64.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

2.2

2.4

2.6

2.8

u2

u4

u8

u16

u32

Figur 5.8: Konvergens av numeriska approximationer av exponentialfunktionen för n = 2, 4, 8, 16, 32, 64.

Vi har nu visat att definitionen av exponentialfunktionen som lösning till en ODE överensstämmer
med konstruktionen av talet e och vi drar slutsatsen att exp(x) = ex.

I nästa exempel använder vi definitionen av exponentialfunktionen för att härleda definitionen av lo-
garitmen.

Exempel 5.12 (Logaritmen) Vi vill definiera den naturliga logaritmen som inversen till
exponentialfunktionen. Vi har u′(x) = u(x) samt u(0) = 1 och vill bestämma v(u) så att
x = v(u(x)). Vi deriverar uttrycket med avseende på x och använder kedjeregeln

1 =
dx

dx
=

dv(u(x))

dx
=

dv(u)

du

du

dx
= v′(u) · u. (5.64)

Alltså gäller v′(u) = 1
u samt v(1) = v(u(0)) = 0. Integration från 1 till x ger

v(x)− v(1) =

∫ x

1

1

u
du. (5.65)

Inversen till exponentialfunktionen ges därmed av ln(x) =
∫ x
1

1
u du.
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5.6 Alternativ definition av cos(x) och sin(x)

Vi går nu över till att definiera cos och sin. Traditionellt definieras cos och sin med hjälp av enhetscirkeln,
som i figur 5.9. Varje punkt på cirkeln ges av koordinaterna (cos(x), sin(x)), där x är vinkeln mellan den
horisontella axeln och den linje som passerar genom (cos(x), sin(x)) och origo.

x

cos(x)

sin(x)

1

1

Figur 5.9: Definition av cos(x) och sin(x) som närliggande respektive motstående katet genom hypotenusan
(lika med ett) i en rätvinklig triangel.

På samma sätt som för exp(x) kan vi istället definiera cos(x) och sin(x) som lösningar till en differen-
tialekvation.

Definition 5.12 (Alternativ definition av cosinus) Vi definierar u(x) = cos(x) som den
unika lösningen till ekvationen

u′′(x) + u(x) = 0, (5.66)

med begynnelsevillkor u(0) = 1 och u′(0) = 0.

Definition 5.13 (Alternativ definition av sinus) Vi definierar z(x) = sin(x) som den unika
lösningen till ekvationen

z′′(x) + z(x) = 0, (5.67)

med begynnelsevillkor z(0) = 0 och z′(0) = 1.

Unik lösning existerar till båda ekvationerna på grund av sats 5.4 eftersom vi kan skriva om ekvationer-
na som system av första ordningenmed ett Lipschitzkontinuerligt högerled. Låt u1 = u och u2 = du

dx . Vi
får,

d

dx
u⃗(x) =

[
u′1(x)
u′2(x)

]
=

[
0 1
−1 0

]
·
[
u1(x)
u2(x)

]
= Au⃗. (5.68)

Högerledet är linjärt i u⃗. Vi har att

|Av⃗ −Aw⃗| =
∣∣ [ v2 − w2

w1 − v1

] ∣∣ =√(v2 − w2)2 + (v1 − w1)2 = |v⃗ − w⃗|. (5.69)
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Alltså är högerledet (globalt) Lipschitz-kontinuerligt med konstant L = 1. Sats 5.4 ger existens och enty-
dighet av lösning för alla x ∈ R. Utifrån den alternativa definitionen av cos(x) och sin(x) kan vi härleda
alla trigonometriska räkneregler.

Exempel 5.13 (Deriveringsregel) För att visa att d
dx sin(x) = cos(x) gör vi följande kalkyl.

Låt z(x) = sin(x) enligt Definition 5.13. Vi deriverar ekvationen och får

z′′′(x) + z′(x) = 0, z′(0) = 1, z′′(0) = −z(0) = 0. (5.70)

Men eftersom z′(x) är unik lösning till samma ekvationen som u(x) = cos(x), enligt definition
5.12, och med samma begynnelsevillkor gäller z′(x) = u(x) = cos(x).

Exempel 5.14 (Trigonometriska ettan) För att härleda trigonometriska ettan noterar vi att
med u(x) = cos(x) och z(x) = sin(x) enligt definitionerna ovan gäller

d

dx
(u(x)2 + z(x)2) = 2u(x)u′(x) + 2z(x)z′(x) = 2u(x)(z′′(x) + z(x)) = 0. (5.71)

Alltså är u(x)2 + z(x)2 = C för någon konstant C . Men vi har u(0)2 + z(0)2 = 1 = C alltså
u(x)2 + z(x)2 = 1 det vill säga cos2(x) + sin2(x) = 1.

För att visa att vår nya definition överensstämmer med den traditionella definitionen av sin(x) med
enhetscirkeln låter vi x parametrisera kurvanC = (u(x), z(x)) = (u(x),−u′(x)), x ∈ R. På grund av
trigonometriska ettan som vi just härlett ligger alla punkter iC på enhetscirkeln, se figur 5.10, och punkten
(u(x),−u′(x)) rör sig kontinuerligt längs kurvan.Hastigheten sompunkten (u(x),−u′(x)) rör sigmed

(y(x),z(x))

(z(x),−y(x))

Figur 5.10: Parametrisering av kurvanC = (u(x),−u′(x)).

runt enhetscirkeln ges direkt av derivatan av positionen

d

dx
(u(x),−u′(x)) = (u′(x),−u′′(x)) = (u′(x), u(x)) = (−z(x), u(x)). (5.72)
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Hastighetens riktning är vinkelrät mot linjen som går genom (u(x), z(x)) och origo. Det följer av att
skalärprodukten mellan dem är noll

(u(x), z(x)) · (−z(x), u(x)) = u(x)z(x)− z(x)u(x) = 0. (5.73)

Farten (som är beloppet av hastigheten) är konstant lika med 1 eftersom√
(−u′)2 + (u)2 = 1, ∀x ∈ R. (5.74)

Punkten (u(x), z(x)) rör sig med konstant fart 1 längs enhetscirkeln moturs eftersom begynnelsehas-
tigheten är (0, 1). På ett varv går alltså x från 0 till 2π eftersom enhetscirkelns omkrets är 2π, u(x) =
u(x+ 2π · n) för alla n ∈ Z. Detta innebär att u(x) överensstämmer med den traditionella definitionen
och u(x) = cos(x).

Vi kan även härleda övriga trigonometriska räkneregler. I nästa exempel visar vi att sin(x + w) =
sin(w) cos(x) + cos(w) sin(x) och motsvarande resultat för cosinus.

Exempel 5.15 (Summan av vinklar i argumentet) Vi låter z(x) lösa ekvationen

z′′(x) + z(x) = 0, z(0) = α, z′(0) = β. (5.75)

Vi ser att z(x) = α cos(x) + β sin(x) eftersom det är en linjärkombination av lösningar till den
homogena ekvationen samt att begynnelsevillkoren är uppfyllda. Vi låter nu α = sin(w) och β =
cos(w). Detta motsvarar en punkt på enhetscirkeln med vinkelnw, se figur 5.11.
Definitionen av sinus ger att z(x) = sin(x+ w) löser ekvationen

z′′(x) + z(x) = 0, z(0) = sin(w), z′(0) = sin′(w) = cos(w). (5.76)

Men eftersom lösningarna är unika gäller

sin(x+ w) = α cos(x) + β sin(x) = sin(w) cos(x) + cos(w) sin(x).

Genom derivering får vi också att cos(x + z) = d
dx sin(x + z) = d

dx sin(w) cos(x) +
cos(w) sin(x) = cos(w) cos(x) − sin(w) sin(x). Dessutom följer direkt att sin(2x) =
2 cos(x) sin(x) och cos(2x) = cos2(x)− sin2(x).

(cos(w),sin(w))

(cos(w+x),sin(w+x))

w

x

Figur 5.11: Funktionerna cos(x+ w) och sin(x+ w) illustrerade med hjälp av enhetscirkeln.
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Andra elementära funktioner löser också differentialekvationer som är vanligt förekommande i mo-
dellering av fysikaliska förlopp. I figur 5.12 ser vi funktionerna sinh och cosh. De kan även uttryckas med

2 1 0 1 2
6

4

2

0

2

4

6

cosh(x)

sinh(x)

Figur 5.12: Funktionerna cosh(x) och sinh(x).

hjälp av exponentialfunktionen som

cosh(x) =
ex + e−x

2
, (5.77)

sinh(x) =
ex − e−x

2
. (5.78)

De löser också andra ordningens ODE. Vi har att u(x) = cosh(x) löser

u′′(x)− u(x) = 0, u(0) = 1, u′(0) = 0, (5.79)

och z(x) = sinh(x) löser

z′′(x)− z(x) = 0, z(0) = 0, z′(0) = 1. (5.80)

Funktionen cosh(x) beskriver en kedja som hänger fritt mellan två punkter under inverkan av gravitation.
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Övningar

5.1 Linjär algebra

Övning 5.1 Givet vektorerna v⃗ =
[
2 1 −2

]
och w⃗ =

[
0 3 −1

]
beräkna vektorerna.

(a) v⃗ + w⃗ (b) 3v⃗ − w⃗ (c) 3w⃗ (d) v⃗ − 2w⃗

Övning 5.2 Beräkna längden av vektorerna.
(a)
[
2 1 1.5

]
(b)
[
2 1

]
(c)
[
−2 −2 −2 −2

]
(d)
[
1 1 . . . 1

]
∈ Rn

Övning 5.3 Beräkna skalärprodukterna.
(a)
[
3 −1 4

]
·
[
0 1 −1

]
(b)
[
2 5

]
·
[
1 0

]
(c)
[
1 1 1

]
·
[
0 0 −1

]
(d)
[
1 2 3 4

]
·
[
1 2 3 4

]
Övning 5.4 Beräkna vinklarna mellan vektorerna.
(a)
[ √

3 0 0
]
och

[
3
√
3 0

]
(b)
[
1 1 1

]
och

[
1 −2 −1

]
(c)
[
1 0

]
och

[
1
√
3
]

(d)
[
1 0 . . . 0

]
∈ Rn och

[
1 1 . . . 1

]
∈ Rn.

Övning 5.5 Lös ekvationssystemen.
(a) {

2x + 3y = 8
x − y = −1

(b) {
x + y = 2
2x − 2y = 0

(c) 
x + y + z = 6

+ 2y + z = 7
− y + z = 1

(d) 
x − y − 3z = 3

y + z = 2
− 3y + 2z = −1

Övning 5.6 Skriv övning 5.5 på matrisform,Ax = b.

Övning 5.7 Beräkna produkten avA =

 1 0 3
−1 2 0
0 2 1

 och vektorerna.
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(a) x⃗ =

 1
0
2

 (b) x⃗ =

 −13
0

 (c) x⃗ =

 0.5
0
2

 (d) x⃗ =

 1
1
1


5.2 System av första ordningen

Övning 5.8 Bestäm lösningen till d
dt u⃗ = Au⃗, med begynnelsevillkor u⃗(0) = u⃗0 genom att

skriva om systemet till en andra ordningens ODE.

(a)A =

[
0 −1
4 0

]
och u⃗0 =

[
0
1

]
. (b)A =

[
0 1
1 0

]
och u⃗0 =

[
1
0

]
.

(c)A =

[
−2 1
−1 0

]
och u⃗0 =

[
1
1

]
. (d)A =

[
3 0
0 4

]
och u⃗0 =

[
2
1

]
.

Övning 5.9 Skriv om systemet d
dt u⃗ = f⃗(t, u⃗) till en andra ordningens ODE i variabeln u(t) =

u1(t).

(a) f⃗(t, u⃗) =
[
u2(t)
tu1(t)

2

]
(b) f⃗(t, u⃗) =

[
u2(t)
sin(u1(t))

]
(c) f⃗(t, u⃗) =

[
u2(t)

2

u1(t)

]
(d) f⃗(t, u⃗) =

[
u1(t) + u2(t)
u1(t)

]

Övning 5.10 Bestäm lösingen till d
dt u⃗ = f⃗(t, u⃗), med begynnelsevillkor u⃗(0) = u⃗0 genom att

skriva om systemet till en andra ordningens ODE.

(a) f⃗ =

[
−v
−v2

]
och u⃗(0) =

[
0
1

]
(b) f⃗ =

[
t
u2

]
och u⃗(0) =

[
0
1

]
(c) f⃗ =

[
tu2

u

]
och u⃗(0) =

[
−2
0

]
(d) f⃗ =

[
u

v + u2

]
och u⃗(0) =

[
1
1

]

Övning 5.11 Bestäm lösningen till d
dt u⃗+Au⃗ = b⃗(t), med begynnelsevillkor u⃗(0) = u⃗0, genom

att skriva om systemet som en andra ordningens ODE.
(a)

A =

[
0 1
−1 0

]
, b⃗ =

[
sin(2t)
cos(2t)

]
, och u⃗0 =

[
1
1

]
(b)

A =

[
0 −1
−2 1

]
, b⃗ =

[
0
1

]
, och u⃗0 =

[
1
2
−2

]
(c)

A =

[
0 −1
−6 −1

]
, b⃗ =

[
0

e−2t

]
, och u⃗0 =

[
1
−11

5

]
(d)

A =

[
0 k2

1 0

]
, b⃗ =

[
0
0

]
, och u⃗0 =

[
−k
0

]
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Övning 5.12 Skriv följande system som en tredje ordningens ODE. u̇1
u̇2
u̇3

 =

 0 0 −1
−1 0 1
2 1 0.5

 u1
u2
u3

 ,

 u1(0)
u2(0)
u3(0)

 =

 2
1
−1

 .

5.3 Högre ordningens ODE som system av första ordningen

Övning 5.13 Skriv följande andra ordningens ODE som ett system av två första ordningens
ODE.
(a)

u′′ − 2u′ − 3u = x, u(0) = 1, u′(0) = 0.

Skriv systemet på matrisfrom. Bestäm lösningen.

Övning 5.14 Skriv följande andra ordningens ODE som ett system av två första ordningens
ODE,

u′′ + sin(u) = x cos(x), u(0) = 1, u′(0) = 1.

Övning 5.15 Skriv följande differentialekvationu′′′(x)+x sin(u′(x)) = x,u(0) = 1,u′(0) =
0, u′′(0) = 1 som ett system av första ordningen.

Övning 5.16 Skriv följande ODE som ett system av första ordningen,

u′′(x)− 8u′(x) + 3u(x) = xex, u(0) = 2, u′(0) = 3.

Övning 5.17 Skriv följande ODE som ett system av första ordningen,

u(4)(x)− 2u′′(x) + 3u′(x) + xu(x) = e2x + cos(x),

med begynnelsevillkor u(0) = 2, u′(0) = 3, u′′(0) = 1, u(3)(0) = 2.

Övning 5.18 Skriv följande ODE som ett system av första ordningen,

u′′(x) + u2u′(x) = ex, u(0) = −1, u′(0) = 2.

5.4 Existens och entydighet av lösning

Övning 5.19 Bestäm enLipschitzkonstant för f⃗(t, u⃗) =
[
−v
4u

]
med avseende på u⃗ =

[
u
v

]
.

Har systemet d
dt u⃗(t) = f⃗(t, u⃗), med begynnelsevillkor u⃗(0) = u⃗0, entydig lösning för alla t?

Övning 5.20 Är f⃗(t, v⃗) =
[

v
v2

]
Lipschitzkontinuerligt för alla v⃗ =

[
u
v

]
∈ R2?
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Övning 5.21 Ekvationen u′(x) = 4u3/4(x) med begynnelsevillkor u(0) = 0 har åtminstone
två lösningar u = 0 och u = x4. Vad i sats 5.3 är inte uppfyllt (eftersom lösningen inte är unik)?

5.5 Alternativ definition av elementära funktioner

Övning 5.22 Låt exponentialfunktionen y(x) = exp(x) vara definierad som lösning till ek-
vationen y′(x) = y(x), med begynnelsevillkoret y(0) = 1. Visa utifrån denna definition att
u(x) = y(x)2 löser ekvationen u′(x) = 2u(x), där u(0) = 1.

Övning 5.23 Härled logaritmlagen ln(xy) = ln(x)+ln(y),x, y > 0utifrån relationen exp(x+
y) = exp(x) exp(y).

Övning 5.24 Härled logaritmlagen ln(xp) = p ln(x), x, p > 0, utifrån relationen exp(xy) =
exp(x)y .

Övning 5.25 Visa att cosh(x) = ex+e−x

2 och sinh(x) = ex−e−x

2 löser ekvationen u′′(x) −
u(x) = 0.

Problem

5.1 Linjär algebra

Problem 5.1 Givet två vektorer v⃗, w⃗ ∈ R2 med mellanliggande vinkel θ, visa att v⃗ · w⃗ =
cos(θ)|v⃗||w⃗|med hjälp av cosinussatsen |v⃗ − w⃗|2 = |v⃗|2 + |w⃗|2 − 2|v⃗||w⃗| cos(θ).

Problem 5.2 Låt A vara en 2 × 2 matris med koefficienter aij , 1 ≤ i, j ≤ 2. Formulera ett
antagande på koefficienterna så att det linjära systemet Ax⃗ = b⃗ har unik lösning för alla högerled
b⃗ ∈ R2.

5.2 System av första ordningen

Problem 5.3 LåtA vara en två gånger två matris sådan att v⃗TAv⃗ < 0 för att 0 ̸= v⃗ ∈ R2. Visa
att lösningen u⃗(t) ∈ R2 till ekvationen d

dt u⃗(t) = Au⃗(t)med begynnelsevillkor u⃗(0) = u⃗0 ∈ R2

uppfyller olikheten |u⃗(t)| ≤ |u⃗0| för alla t ≥ 0.Tips:Multiplicera ekvationen med u⃗T från vänster
och utnyttja att uiu′i = 1

2
d
dt(u

2
i ), i = 1, 2.

Problem 5.4 Låt a = b = c = d = 1 i exempel 5.7. Avgör om högerledet i ODE’n är Lipschitz-
kontinuerligt för alla 0 ≤ x, y ≤ 10. Beräkna jämviktspunkterna då x′ = y′ = 0.

5.3 Högre ordningens ODE som system av första ordningen
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Problem 5.5 Låt fjädrarna i exempel 5.8 ha olika fjäderkonstanter k1, k2 och k3. Låt även mas-
sorna vara olika och ges avm1 ochm2. Härled motsvarande system av första ordningens ODE.

Problem 5.6 Låt tre planeter med massor m1, m2 och m3 befinna sig i positionerna
x⃗1(0), x⃗2(0), x⃗3(0) ∈ R3 med begynnelsehastighet d

dt x⃗1(0),
d
dt x⃗2(0),

d
dt x⃗3(0) vid tiden t = 0.

Gravitationskraften från planet j verkande på planet i ges av formeln Fij = −Gmimj(x⃗i−x⃗j)
|x⃗i−x⃗j |3 .

Newtons andra lag relaterar planeternas acceleration d2

dt2
x⃗1(t),

d2

dt2
x⃗2(t),

d2

dt2
x⃗3(t) genom relatio-

nen mi
d2

dt2
x⃗i(t) =

∑
j ̸=i Fij . Sätt upp ett system av tre andra ordningens ODE som beskriver

planeternas rörelse och skriv om systemet till första ordningen.

5.4 Existens och entydighet av lösning

Problem 5.7 Visa att ekvationen u′′(t) − 4u(t) = 0, med begynnelsevillkor u(0) = 1 och
u′(0) = 1, har en unik lösning genomatt skriva om ekvationen som ett system av första ordningens
ODE och visa att högerledet är globalt Lipschitz-kontinuerligt.

5.5 Alternativ definition av elementära funktioner

Problem 5.8 Studera ekvationen u′(x) = u(x), u(0) = 1 som definierar exponentialfunk-
tionen. Härled formeln e = limn→∞(1 − 1

n)
−n genom att använda följande approximation till

ui+1−ui

1/n = ui+1 i exempel 5.11.

Problem 5.9 Vilken trigonometrisk funktion kan definieras av följande ODE,

u′(x) = 1 + u(x)2, u(0) = 0?

Är högerledet Lipschitz-kontinuerligt för alla u? Har vi existens av unik lösning för alla x?

Problem 5.10 Låtu(x) lösau′′(x)−u(x) = 0medbegynnelsevillkoru(0) = 1 ochu′(0) = 0.
Visa att u(x)2 + u′(x)2 = 1 för alla x.
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Vi har presenterat flera analytiska metoder för att lösa ordinära differentialekvationer. För en stor
mängd realistiska problem räcker inte de analytiska teknikerna till. Numeriska metoder för att lösa
ODE är ett generellt verktyg för att beräkna approximativa lösningar. Vi presenterar tre numeris-
ka metoder för att lösa ODE i detta kapitel. Metoderna har olika för- och nackdelar och därmed
olika användningsområden. Vi studerar metodernas konvergens och stabilitet. Sedan generaliserar vi
resultaten till system av ODE och diskuterar slutligen numerisk lösning av randvärdesproblem.

6.1 Numeriska metoder

Låt u(t) vara lösning till den ordinära differentialekvationen{
u̇(t) = f(t, u(t)), t0 < t ≤ T,
u(t0) = u0.

(6.1)

Notationen u̇ = du
dt är en mer kompakt och används endast för tidsderivata. Vi vill beräkna en numerisk

approximation tillu(t), på tidsintervallet t ∈ [t0, T ], därT är sluttiden. Vi börjar med att dela upp tidsin-
tervallet [t0, T ] i en partition av n delintervall t0 < t1 < · · · < ti < · · · < tn = T med ki = ti − ti−1,
i = 1, . . . , n, som steglängd. Idén med att dela upp intervallet i en partition känner vi igen från nume-
risk integration och Riemann-summor. I de numeriska metoder vi studerar approximeras tidsderivatan u̇

på intervallet [ti−1, ti] alltid med differenskvoten u̇ ≈ u(ti)−u(ti−1)
ki

. Evalueringen av högerledet f(t, u)
kommer däremot göras på olika sätt.Detta ger de numeriskametoderna olika egenskaper och därmed olika
användningsområden.

Eulers metod approximerar f(t, u(t)) på intervallet t ∈ [ti−1, ti]med värdet i den vänstra punkten
f(ti−1, u(ti−1)).

Definition 6.1 (Eulers metod) Låt t0 < t1 < · · · < tn = T vara en partition av intervallet
[t0, T ] i n delintervall av längd ki = ti − ti−1, i = 1, . . . , n. Eulers metod för att beräkna en

116
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approximation un av lösningen u(tn) till ekvation (6.1) ges av

ui − ui−1

ki
= f(ti−1, ui−1), i = 1, . . . , n. (6.2)

En god egenskap som Eulers metod har är att nästkommande värde ui kan beräknas direkt genom
insättning av föregående värde ui−1 i formeln ui−1 + kif(ti−1, ui−1) utan att en algebraisk ekvation
behöver lösas. Vi säger, på grund av detta, att Eulers metod är en explicit metod.

Exempel 6.1 (Eulers metod) Låt u(t) vara lösning till{
u̇(t) = cos(u(t)), t > 0
u(0) = 1.

(6.3)

AnvändEulersmetod för att beräkna en approximation till lösningenu(π)medkonstant steglängd
k = π/10. Vi noterar först att högerledet är Lipschitz-kontinuerligt eftersom

| cos(z)− cos(u)| ≤ max
x∈R
| sin(x)||z − u| ≤ |z − u|, (6.4)

där vi använder att Lipschitz-konstanten är begränsad av derivatans ( d
dx cos(x) = − sin(x) ) max-

imala värde till absolutbelopp, det vill säga att Lipschitz-konstanten är lika med normen av deriva-
tan. Picards sats ger därmed att det finns en unik lösning u(t) definierad för alla t ≥ 0. Vi låter
ti = ik = iπ/10, i = 0, . . . , 10. I Eulers metod ges nästkommande värde av

ui = ui−1 + k cos(ui−1). (6.5)

Vi jämför Euler-approximationen med referenslösning beräknad på ett mycket finare nät.
Felet mellan Euler-approximationen med tio delintervall och referenslösningen vid sluttiden är
0.011574855438. I figur 6.1 ser vi hur väl den numeriska lösningen med Eulers metod (orange)
approximerar den exakta lösningen (grön).
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1.6

Figur 6.1: Approximationen tillu(t)uträknadmedEulersmetod (orange)med10delintervall tillsammansmed
den exakta lösningen (grön).

Bakåt Euler är snarlik Eulersmetod i formuleringen. Istället för att evaluera högerledet i f(ti−1, ui−1)
använder vi den högra ändpunkten f(ti, ui).
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Definition 6.2 (Bakåt Euler) Låt t0 < t1 < · · · < tn = T vara en partition av intervallet
[t0, T ] i n delintervall av längd ki = ti − ti−1, i = 1, . . . , n. Bakåt Euler-metoden för att beräkna
en approximation un av lösningen u(tn) till ekvation (6.1) ges av

ui − ui−1

ki
= f(ti, ui), i = 1, . . . , n. (6.6)

Exempel 6.2 (Bakåt Euler) Vi använder samma exempel som för Eulers metod för att kunna
jämföra approximationerna. Med bakåt Euler och ti = ik = iπ/10, i = 0, . . . , 10, får vi

ui = ui−1 + k cos(ui). (6.7)

Vi behöver lösa en algebraisk ekvation på formen x = g(x) := ui−1 + k cos(x) givet ui−1 och k.
Vi ser direkt att |g′(x)| ≤ k för allax ∈ R vilket innebär att fixpunktsiteration kommer konvergera
om k < 1. Vi startar iterationen med x = ui−1 Vi jämför även bakåt Euler-approximationen med
en referenslösning. Felet mellan bakåt Euler-approximationen med tio delintervall och den exakta
lösningen i sluttiden är 0.0124759125631, alltså av samma storleksordning som Eulers metod. I
figur 6.2 ser vi den exakta lösningen (grön) tillsammansmedbakåt Euler-approximationen (orange).
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1.5

1.6

Figur 6.2: Approximationen av u(t) uträknad med bakåt Euler (orange) med 10 delintervall tillsammans med
referenslösningen (grön).

Som vi ser i exemplet kräver bakåt Euler att en algebraisk ekvation löses i varje tidssteg för att beräkna
nästa värde ui. Metoden är därför inte explicit, som Eulers metod, utan implicit. I Eulers metod ges nästa
värde explicit genom insättning av föregående medan i bakåt Euler ges den implicit genom ekvationslös-
ning. Bakåt Euler går även under namnet implicit Euler.

Mittpunktsmetoden evaluerar, som namnet antyder, högerledet i mittpunkten på intervallet, det vill
säga f( ti+ti−1

2 , ui+ui−1

2 ). Detta innebär att mittpunktsmetoden är implicit precis som bakåt Euler, ef-
tersom den okända ui ingår i högerledet.

Definition 6.3 (Mittpunktsmetoden) Låt t0 < t1 < · · · < tn = T vara en partition av
intervallet [t0, T ] i n delintervall av längd ki = ti − ti−1, i = 1, . . . , n. Mittpunktsmetoden för
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att beräkna en approximation un av lösningen u(tn) till ekvation (6.1) ges av

ui − ui−1

ki
= f

(
ti + ti−1

2
,
ui + ui−1

2

)
, i = 1, . . . , n. (6.8)

Exempel 6.3 (Mittpunktsmetoden) Vi fortsätter med samma exempel. Mittpunktsmetoden
ges av

ui = ui−1 + k cos
(
ui−1 + ui

2

)
. (6.9)

Även här behöver vi lösa en algebraisk ekvation på formen x = g(x) := ui−1 + k cos(ui−1+x
2 )

givetui−1 och k. Vi ser att |g′(x)| ≤ k
2 för allax ∈ R vilket innebär att fixpunktsiteration kommer

konvergera för k < 2. Som startgissning kan vi använda ui−1. I figur 6.3 jämförs mittpunktsmeto-
den (orange)med referenslösningen (grön). Felet är nu bara 0.000639866293157 i sluttiden, vilket
är ungefär 20 gånger mindre än för de andra metoderna. Det är svårt att se skillnad på approxima-
tionen och den exakta lösningen i figuren.
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Figur 6.3: Approximationen till u(t) uträknad med mittpunktsmetoden (orange) med 10 delintervall och re-
ferenslösningen (grön). Kurvorna går nästan helt i varandra.

Felet i approximationen avtar snabbare när antal intervall ökas för mittpunktsmetoden i jämförelse
med både Eulers metod och bakåt Euler. Vi ska nu studera konvergensen mer i detalj.

6.2 Konvergens

Vi har redan sett att felet i mittpunktsmetodens approximation var betydligt mindre än motsvarande fel
för Eulers metod och bakåt Euler i exemplen med ekvationen u̇ = cos(u). Begreppet konvergensordning
används för att beskriva noggrannheten i en numerisk metod.

Definition 6.4 (Konvergensordning) En numerisk metod för att lösa ett
begynnelsevärdesproblem med konstant steglängd k är av ordning n om felet vid sluttiden är pro-
portionellt mot kn.
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Vi formulerar satsen om konvergens för Eulers metod. Beviset bygger på Taylorutveckling av den ex-
akta lösningen i varje tidssteg.

Sats 6.1 (Konvergens av Eulers metod) Låt u(t) lösa begynnelsevärdesproblemet

u̇ = f(t, u), u(t0) = u0, (6.10)

där den kontinuerliga funktionen f(t, u) är globalt Lipschitz-kontinuerlig i u med Lipschitz-
konstant L och lösningen uppfyller maxt∈[t0,T ] |d

2u
dt2
| ≤ M . Låt vidare un vara Euler-

approximationen av u(tn)med konstant steglängd k, där tn = nk, n = 0, 1, 2, . . . . Då gäller

|u(tn)− un| ≤
Mk

2L

(
eL(tn−t0) − 1

)
. (6.11)

Bevis. Vi studerar först felet ei = u(ti)−ui på intervallet [ti−1, ti]. Taylors formel kring punktenu(ti−1)
ger

u(ti) = u(ti−1) + ku′(ti−1) +
k2

2
u′′(ηi), (6.12)

för något ηi ∈ [ti−1, ti]. Av ekvationen u′(t) = f(t, u(t)) följer att

u(ti) = u(ti−1) + kf(ti−1, u(ti−1)) +
k2

2
u′′(ηi). (6.13)

Eulers metod ger att ui = ui−1 + kf(ti−1, ui−1). Vi får

ei = ei−1 + k(f(ti−1, u(ti−1))− f(ti−1, ui−1)) +
k2

2
u′′(ηi). (6.14)

och eftersom f är Lipschitz-kontinuerlig i umed konstantL och andra derivatan av u är begränsad avM
får vi

|ei| ≤ |ei−1|+ kL|ei−1|+
k2M

2
= (1 + kL)|ei−1|+

k2M

2
. (6.15)

Om vi upprepar denna räkning från i = n ner till i = 1 får vi för det globala felet efter n steg

|en| ≤ (1 + kL)|en−1|+
k2M

2
(6.16)

≤ (1 + kL)2|en−2|+ (1 + kL)
k2M

2
+

k2M

2
(6.17)

≤ (1 + kL)n|e0|+
k2M

2
(1 + (1 + kL) + (1 + kL)2 + · · ·+ (1 + kL)n−1) (6.18)

=
k2M

2

n−1∑
i=0

(1 + kL)i, (6.19)

eftersom |e0| = |u(t0)− u0| = 0. Summationsformeln för geometrisk summa ger

|u(tn)− un| = |en| ≤
k2M

2

(1 + kL)n − 1

kL
≤ Mk

2L
(enkL − 1) =

Mk

2L
(e(tn−t0)L − 1), (6.20)

där vi använder att 1+x ≤ ex, med x = kL. Detta följer eftersom vi har likhet för x = 0 och högerledet
har derivata strikt större än ett för x > 0.
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Bakåt Euler är också en första ordningens metod medan mittpunktsmetoden är av andra ordningen.
Beviset för bakåt Euler är snarlikt det för Eulers metod och lämnas som övning. För mittpunktsmetoden
används Taylors formel både för u(ti) och uti−1 kring mittpunkten till och med tredjederivator, vilket
leder till kancellation av andraderivatorna. I övrigt är idén densamma.

6.3 Stabilitet

Om vi använder Eulers metod för att lösa en ODE vars lösning varierar snabbt, uppträder ett fenomen
som kallas instabilitet. Vi illustrerar det med ett exempel.

Exempel 6.4 (Stabilitet) Låt u(t) lösa

u′(t) = −4.2u(t), u(0) = 1. (6.21)

Den analytiska lösningen ges av u(t) = e−4.2t. Vi beräknar lösningen fram till T = 5med Eulers
metod. I figur 6.4 (vänster) är den röda linjen den analytiska lösningen, grön motsvarar stegläng-
den k = 5/40, blå k = 5/20 och orange k = 5/10. För k = 5/10 beter sig den numeriska
approximationen märkligt. Lösningen börjar oscillera och växa trots att den analytiska lösningen
avtar. Motsvarande fenomen finns inte för bakåt Euler, som synes i figur 6.4 (höger). Vi säger att
bakåt Euler är stabil för detta problem medan Eulers metod med steglängd k = 5/10 är instabil.
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Figur 6.4: Eulers metod (vänster) och bakåt Euler (höger) med steglängd k = 5/10, 5/20, 5/40. Vi ser att
Eulers metod med steglängd k = 5/10 ger en instabil, växande, lösning medan bakåt Euler är stabil för alla k.

Exemplet visar på en svaghet med feluppskattningen i sats 6.1, som är applicerbar på detta problem.
Nämligen att faktorn eL(tn−t0) i uppskattningen kan bli väldigt stor vilket innebär att skattningen inte
säger så mycket för stora värden på T . Denna term uppstår eftersom vi i varje iteration multiplicerar felet
från föregående tidssteg med faktorn 1 + kL, därL är högerledets (f ’s) Lipschitz-konstant med avseende
på u. Om vi går tillbaka till ekvation (6.14) i beviset, som beskriver hur felet i tidssteg i beror av felet i
tidssteg i− 1, har vi för problemet i exemplet med f(t, u) = −4.2u att,

ei = ei−1+k(f(ti−1, u(ti−1))−f(ti−1, ui−1))+
k2

2
u′′(ηi) = (1−4.2k)ei−1+

k2

2
u′′(ηi). (6.22)

Om faktorn |1 − 4.2k| > 1 ser vi att vi riskerar att få en exponentiell tillväxt i felet. Det är precis den
effekten vi ser i figur 6.4 (vänster) då k = 5/10 vilket innebär att |1− 4.2 · 5/10| = 1.1 > 1.
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Det finns en teori för att avgöranär ennumeriskmetod är stabil.Vi använder en testekvationpå formen

u′(t) = λu(t), (6.23)

där λ ∈ C, som tillåts vara komplex. Lösningen är då u(t) = eλt som avtar exponentiellt om realdelen av
λ är mindre än noll och växer exponentiellt om realdelen av λ är större än noll. Vi definierar stabilitetsom-
rådet för en numerisk metod på följande sätt.

Definition 6.5 (Stabilitet av numerisk metod) Låt un vara en approximation till testekva-
tionen u′(t) = λu(t) som definieras av relationen ui = g(kλ)ui−i, där k är metodens konstanta
steglängd och i = 1, . . . , n. Då säger vi att metodens stabilitetsområde ges av alla kλ sådana att
|g(kλ)| < 1.

Vi noterar till exempel att g(kλ) = 1 + kλ för Eulers metod. Givet denna definition kan vi härleda
stabilitetsområdet för våra tre numeriska metoder.

Sats 6.2 (Stabilitetsområden) Stabilitetsområdet för Eulers metod ges av |1 + kλ| < 1, för
implicit Euler |1− kλ| > 1 och för mittpunktsmetoden |1+kλ/2

1−kλ/2 | < 1.

Bevis. Vi studerar testekvationen
u′(t) = λu(t), t > 0. (6.24)

Eulersmetod gerui = ui−1+kλui−1 = (1+kλ)ui−1, bakåt Eulerui = 1
1−kλui−1 ochmittpunktsme-

toden ui = ui−1 + kλui−1+ui

2 eller ui =
1+ kλ

2

1− kλ
2

ui−1. Enligt Definition 6.5 gäller då att Eulers metod har

stabilitetsområde |1+kλ| < 1, implicit Euler |1−kλ| > 1 ochmittpunktsmetoden |1+kλ/2
1−kλ/2 | < 1.

I figur 6.5 illustrerar vi stabilitetsområdena med grå färg i det komplexa talplanet för Eulers metod,
bakåt Euler ochmittpunktsmetoden. Vi ser att olika värden på kλ leder antingen till en stabil eller instabil
approximation.

3 2 1 0 1 2 3
2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

3 2 1 0 1 2 3
2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

3 2 1 0 1 2 3
2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

Figur 6.5: De grå områdena är värden kλ i det komplexa talplanet där Eulers metod (vänster) bakåt Euler (mit-
ten) och mittpunktsmetoden (höger) är stabila.

Det är tydligt att bakåt Euler har ett stort stabilitetsområde. I vårt exempel var k = 5/10 och λ =
−4.2 vilket innebär attkλ = −2.1 somär inombakåt Eulers stabilitetsområde. För Eulersmetoddäremot
hamnar vi utanför stabilitetsområdet.Dock kan vi genomattminskak komma in i stabilitetsområdet igen.
Det ser vi även i figur 6.4 (vänster) då vi låter k = 5/20 och k = 5/40.

Sammanfattningsvis drar vi slutsatsen att både bakåt Euler ochmittpunktsmetoden har ett stort stabi-
litetsområde. De ger därför tillförlitliga lösningar för en stor klass problem. Eulers metod har däremot ett
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litet stabilitetsområde vilket innebär att det imånga fall krävs en väldigt liten steglängdk för att lösningarna
ska vara tillförlitliga över längre tidsintervall.

Våra tre numeriska metoder har alltså olika fördelar och nackdelar. Med Eulers metod slipper vi lösa
algebraiska ekvationer vilket är en stor fördel eftersom de kan ta mycket datorkraft i anspråk. Bakåt Euler
är den mest robusta metoden som nästan alltid fungerar. Mittpunktsmetoden har högre ordning vilket
innebär att om metoden är stabil för ett givet problem kommer lösningen konvergera mycket snabbare
än de övriga metoderna. Dock krävs att tredjederivatan av lösningen är begränsad för att en högre kon-
vergensordningen ska uppnås. Olika problemtyper behöver alltså olika numeriska metoder. Det finns fler
egenskaper somär viktiga för en numeriskmetod. En sådan ärmetodens förmåga att bevara egenskaper hos
den exakta lösningen, till exempel konservering av energi. Vi återkommer till detta längre fram i kapitlet.

6.4 Algoritmer

Vi är nu redo att formulera Eulersmetod somen algoritm, se algoritm 1. Sats 6.1 ger att felet i den beräknade
lösningen kan begränsas i termer av steglängden k, Lipschitz-konstanten L och begränsningen av andra-
derivatanM . Givet f kanL beräknas. KonstantenM är däremot svår att uppskatta när lösningen inte är
känd. Den kommer istället med som ett villkor i algoritmen. Vi låter för enkelhets skull steglängden vara
konstant.

Algoritm 1 Eulers metod
Indata: Kontinuerlig funktion f : R2 → R, Lipschitzkontinuerlig (L) i andra variabeln, startpunkt
t0, u0 ∈ R, steglängd k, slutpunkt tn = T
Utdata: Approximativ lösning û ∈ R sådan att |u(tn)− û| 6 kM

2L (eL(tn−t0) − 1)
Villkor: maxt∈[t0,tn] |u′′(t)| ≤M

1: i← 1
2: while ti−1 < tn do
3: ti ← ti−1 + k
4: ui ← ui−1 + kf(ti−1, ui−1)
5: i← i+ 1
6: end while
7: û← ui−1

De implicita metoderna, bakåt Euler och mittpunktsmetoden, är lite svårare att implementera ef-
tersom en algebraisk ekvation behöver lösas i varje tidssteg. Fixpunktsiteration är en naturlig metod att
använda för att lösa dessa ekvationer eftersom vi vill lösa ekvationer på formen x = g(x). För bakåt Euler
har vi att

g(x) = ui−1 + kif(ti, x), (6.25)

och för mittpunktsmetoden att

g(x) = ui−1 + kif

(
ti−1 + ti

2
,
ui−1 + x

2

)
. (6.26)

Vi har även en god startgissning i x0 = ui−1. Vi presenterar bakåt Euler i Algoritm 2 och mittpunktsme-
toden i Algoritm 3.
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Algoritm 2 Bakåt Euler
Indata: Kontinuerlig funktion f : R2 → R, Lipschitzkontinuerlig (L) i andra variabeln, startpunkt
t0, u0 ∈ R, steglängd k, slutpunkt tn
Utdata: Approximativ lösning û ∈ R sådan att |u(tn)− û| 6 Ck därC beror på tn,L ochM
Villkor: maxt∈[t0,tn] |u′′(t)| ≤M

1: i← 1
2: while ti−1 < tn do
3: ti ← ti−1 + k
4: ui ← g(ui) := ui−1 + kf(ti, ui) Löses med fixpunktsiteration!
5: i← i+ 1
6: end while
7: û← ui−1

Algoritm 3 Mittpunktsmetoden
Indata: Kontinuerlig funktion f : R2 → R, Lipschitzkontinuerlig (L) i andra variabeln, startpunkt
t0, u0 ∈ R, steglängd k, slutpunkt tn
Utdata: Approximativ lösning û ∈ R sådan att |u(tn)− û| 6 Ck2 därC beror på tn,L ochM
Villkor: maxt∈[t0,tn] |u′′′(t)| ≤M

1: i← 1
2: while ti−1 < tn do
3: ti ← ti−1 + k
4: ui ← g(ui) := ui−1 + kf( ti−1+ti

2 , ui−1+ui

2 ) Löses med fixpunktsiteration!
5: i← i+ 1
6: end while
7: û← ui−1

Banachs fixpunktssats ger att vi har konvergens om |g′(x)| < 1 för allax i ett intervall. För bakåt Euler
innebär det att

|g′(x)| = k| df
du

(ti, x)| < 1, (6.27)

för alla värden x i iterationen. I exemplen ovan med f(t, u) = cos(u) var derivatan till belopp | sin(u)|
begränsad av 1. Därför krävs att k < 1 för alla i. Motsvarande resultat för mittpunktsmetoden blir
|12 sin(u)| ≤ 1

2 eftersom den inre derivatan är 1
2 . Alltså konvergerar fixpunktsiteration för k < 2. Om

u-derivatan av f är stor för de aktuella värdena på x kan det vara bättre att skriva om fixpunktsiteratio-
nen på en annan form eller använda en annan metod som bisektion eller Newtons metod för ekvationen
x− g(x) = 0. Vi vill nämligen undvika ett för litet tidssteg som kan leda till långsamma beräkningar.

Det är inte självklart att de algebraiska ekvationer som uppkommer har reella lösningar för alla steg-
längder. Vi illustrerar detta i ett exempel.

Exempel 6.5 (Lösbarhet) Vi studerar

u′(x) = u(x)2, u(0) = 1, (6.28)

vars lösning, som ges av u(x) = 1
1−x , bara existerar på intervallet [0, 1). Vi vill nu beräkna en ap-

proximation förx < 1med bakåt Euler. I varje tidsteg behöver vi lösa följande algebraiska ekvation

ui = ui−1 + ku2i , (6.29)
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där k anger det konstanta tidssteget. Detta är en andragradsekvation i variabeln ui och lösningen
ges av

ui =
1

2k
±
√

1

4k2
− ui−1

k
. (6.30)

Eftersom ui ska närma sig ui−1 då k går mot noll representerar endast det negativa tecknet framför
rotuttrycket en lösning. Efter omskrivning får vi

ui =
1

2k

(
1−

√
1− 4kui−1

)
. (6.31)

Vi ser direkt att för i = 1 krävs att k < 1
4 för att ekvationen ska ha en reell lösning. När ui−1 ökar

krävs kortare och kortare tidssteg för att fixpunktsiterationen ska ge en lösning. I figur 6.6 studerar
vi hur lång tid vi kan genomföra beräkningen med olika konstanta tidssteg innan den algebraiska
ekvationen inte längre har någon (reell) lösning. Vi ser bakåt Euler-lösningen,med k likamed 1/24,
1/48 och 1/96, tillsammans med den exakta lösningen 1

1−x i röd. När linjerna avbryts finns inte
längre någon reell rot ui till den algebraiska ekvationen.Man kan även tänka sig ett varierande tids-
steg ki som minskar när ui ökar. En sådan metod som är anpassad till lösningen kallas en adaptiv
metod.
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Figur 6.6: Bakåt Euler-lösningen för k = 1/24, k = 1/48 och k = 1/96. Linjerna avbryts när ekvationerna
saknar reella lösningar. Den exakta lösningen u(x) = 1

1−x representeras av den röda linjen.

Förutom problemmed lösning av de algebraiska ekvationer som uppkommer och numerisk stabilitet
som vi behandlade tidigare, finns flera andra utmaningar vid numerisk lösning av ODE. En sådan, som
blir viktig om tidssteget är väldigt litet, är avrundningsfel. Vi lämnar nu algoritmerna och går vidare och
generaliserar våra resultat till system av ODE.
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6.5 Generalisering till system av ODE

De numeriska metoder vi presenterar kan direkt generaliseras till system av första ordningens differentia-
lekvationer.

Låt u⃗(t) ∈ Rd vara lösning till den ordinära differentialekvationen på ett intervall I = [t0, T ]{
d
dt u⃗(t) = f⃗(t, u⃗(t))
u⃗(t0) = u⃗0,

(6.32)

där u⃗0 ∈ Rd och f⃗(t, u⃗(t)) ∈ Rd. Vi låter den numeriska approximationen till u⃗(ti) i tidpunkten ti
betecknas u⃗i. Vi presenterar de tre metoderna igen, nu för system av ODE.

Definition 6.6 (Eulers metod) Låt t0 < t1 < · · · < tn = T vara en partition av intervallet
[t0, T ] i n delintervall av längd ki = ti − ti−1, i = 1, . . . , n. Eulers metod för att beräkna en
approximation u⃗n av lösningen u⃗(tn) till ekvation (6.32) ges av

u⃗i − u⃗i−1

ki
= f⃗(ti−1, u⃗i−1), i = 1, . . . , n. (6.33)

Definition 6.7 (Bakåt Euler) Låt t0 < t1 < · · · < tn = T vara en partition av intervallet
[t0, T ] i n delintervall av längd ki = ti − ti−1, i = 1, . . . , n. Bakåt Euler-metoden för att beräkna
en approximation u⃗n av lösningen u⃗(tn) till ekvation (6.32) ges av

u⃗i − u⃗i−1

ki
= f⃗(ti, u⃗i), i = 1, . . . , n. (6.34)

Definition 6.8 (Mittpunktsmetoden) Låt t0 < t1 < · · · < tn = T vara en partition av
intervallet [t0, T ] i n delintervall av längd ki = ti − ti−1, i = 1, . . . , n. Mittpunktsmetoden för
att beräkna en approximation u⃗n av lösningen u⃗(tn) till ekvation (6.32) ges av

u⃗i − u⃗i−1

ki
= f⃗(

ti + ti−1

2
,
u⃗i + u⃗i−1

2
), i = 1, . . . , n. (6.35)

Notera att de implicita metoderna (bakåt Euler och mittpunktsmetoden) nu kräver lösning av en al-
gebraisk ekvation som i detta fallet är vektorvärd. Dessa ekvationer löses också med fixpunktsiteration.
Genom att minska tidssteget k kan vi garantera att iterationen konvergerar med Banachs fixpunktssats.
Konvergenshastigheten påverkas av Lipschitz-konstantenL till funktionen f⃗ ,

|f⃗(t, u⃗)− f⃗(t, z⃗)| ≤ L|u⃗− z⃗|, t ∈ I, u⃗, z⃗ ∈ Rd, (6.36)

som kan bli mer komplicerad att räkna ut i det vektorvärda fallet i jämförelse med det skalärvärda.

Exempel 6.6 (Lipschitz-konstant) Vi låter d = 2 och studerar begynnelsevärdesproblemet

d

dt
u⃗(t) = f⃗(t, u⃗(t)), u⃗(0) = u⃗0, (6.37)
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där
f⃗(t, u⃗) =

[
f1(u1, u2)
f2(u1, u2)

]
=

[
1− 3u2

u1

]
. (6.38)

Bestäm Lipschitz-konstanten för f⃗ och avgör om ekvationen har unik lösning. Vi har vi att,

|f⃗(t, u⃗)− f⃗(t, z⃗)| ≤
√

(3z2 − 3u2)2 + (u1 − z1)2 (6.39)

≤ 3
√
(u1 − z1)2 + (u2 − z2)2 (6.40)

= 3|u⃗− z⃗|. (6.41)

En Lipschitz-konstant ges alltså avL = 3 och lösningen är unik och existerar för alla t.

Uppskattningen av felet följer samma mönster som i det skalära fallet. Vi nöjer oss med att formulera
resultatet för Eulers metod.

Sats 6.3 (Konvergensanalys för Eulers metod för system) Låt u⃗(t) lösa begynnelsevär-
desproblemet

du⃗

dt
= f⃗(t, u⃗), u⃗(t0) = u⃗0, (6.42)

där den kontinuerliga funktionen f⃗(t, u⃗) är Lipschitz-kontinuerlig i u⃗med Lipschitz-konstant L
och | d2

dt2
u⃗| ≤ M . Låt u⃗n vara Euler-approximationen av u⃗(tn) med konstant steglängd k, där

tn = nk, n = 0, 1, 2, . . . . Då gäller

|u⃗(tn)− u⃗n| ≤
Mk

2L

(
eL(tn−t0) − 1

)
. (6.43)

Bevis. Beviset följer av beviset av sats 6.1. Vi behöver Taylorutveckla i alla n komponenter och tolka absol-
utbeloppet som längden av vektorerna.

Konvergensordningen för Eulers metod är densamma som i det skalära fallet. Detsamma gäller bak-
åt Euler och mittpunktsmetoden som är av första respektive andra ordningen. Stabilitetsanalysen är mer
komplicerad för system avODEoch kräver kunskap omegenvärden från linjär algebra. Vi nöjer ossmed att
illustrera stabilitetsproblemet genom att använda Eulers metod för att beräkna lösningen till modellen för
rävar och kaniner, som vi presenterade redan i figur 5.4. Vi börjar med att lösa problemet med 400 delin-
tervall, vilket ger en steglängd på k = 0.1, och sedan med 40000 delintervall vilket motsvarar k = 0.001.
Sluttiden för beräkningen är satt till T = 40.

Vi ser att vi har tydliga problem med numerisk instabilitet i det första exemplet. Lösningen ökar i t
medan den exakta lösningen behåller samma magnitud över tid. I det andra exemplet har vi tillräckligt
liten steglängd för att Eulers metod ska vara stabil.

Det finns fler egenskaper hos en numerisk lösning som är eftersträvansvärd förutom stabilitet och kon-
vergens. En sådan är bevarande av egenskaper hos lösningen. Vi illustrerar detta med ett exempel.

Exempel 6.7 (Energibevarande) Vi går tillbaka till kapitel 5 och de alternativa definitionerna
av cos(t) och sin(t) som system av ODE. Vi har följande linjära system av ODE[

u′(x)
z′(x)

]
=

[
0 1
−1 0

] [
u(x)
z(x)

]
,

[
u(0)
z(0)

]
=

[
1
0

]
(6.44)
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Figur 6.7: Lösning för systemet med rävar och kaniner med Eulers metod och steglängd k = 0.1 (vänster)
respektive k = 0.001 (höger). Vi ser att lösningen för k = 0.1 är instabil medan den för k = 0.001 är stabil
på grund av tillräckligt litet tidssteg.

vars lösning ges av u(t) = cos(t) och z(t) = sin(t). Kvantiteten E(t) = 1
2(u(t)

2 + z(t)2) kan
tolkas som systemets energi tid tiden t. Trigonometriska ettan ger att E(t) = 1

2 för alla t, det vill
säga energin är bevarad.
Vi löser nu systemet på intervallet [0, 10π] med 1000 steg, k = 10π/1000, med Eulers metod,
bakåt Euler ochmittpunktsmetoden. I figur 6.8 plottar vi approximationerna till (u(t), z(t)) i pla-
net. Notera att den exakta lösningen ligger på enhetscirkeln. Eulers metod ger en lösning som tillför
energi och cirklarna växer medan bakåt Euler tar bort energi och cirklarnaminskar.Mittpunktsme-
todendäremot bevarar energin över tid.Detta är ännu en aspekt somkan vara viktig för ennumerisk
approximation och som är en styrka för mittpunktsmetoden.
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Figur 6.8: Vi ser att Eulers metod leder till att cirklarna vidgas (vänster) och bakåt Euler till att de krymper
(mitten) medan mittpunktsmetoden bevarar energin.

6.6 Randvärdesproblem

Så här långt har vi helt och hållet fokuserat på begynnelsevärdesproblem. Det finns dock en annan klass av
differentialekvationsproblem som är minst lika viktig i tillämpningar, nämligen randvärdesproblem. Me-
dan begynnelsevärdesproblemen endast har (begynnelse)villkor vid en startpunkt har randvärdesproble-
men (rand)villkor både i start- och slutpunkten. Vi ger ett exempel från värmeledning i en endimensionell
stav.
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Exempel 6.8 (Värmeledningekvationen) Vi studerar stationär värmeledning i en endimen-
sionell stav av längdL. Temperaturenu(x) löser följande randvärdesproblem somockså är enODE,{

− d
dx(κ

du
dx) = q(x), 0 < x < L,

u(0) = u(L) = 0,
(6.45)

där x är rumskoordinaten, κ är värmeledningskoefficienten och q(x) är värmetillförseln som be-
ror av positionen x. Genom att införa hjälpvariablerna u1 = u och u2 = du1

dx kan vi skriva om
ekvationen som ett system av första ordningens ODE,

du1
dx

= u2, (6.46)

du2
dx

= −q(x)

κ
, (6.47)

med begynnelsevillkor bara i den första variabeln u1(0) = 0 fast med det extra randvillkoret
u1(L) = 0.

Anledningen till att vi så här långt fokuserat på begynnelsevärdesproblemär att randvärdesproblemof-
ta leder till partiella differentialekvationer eftersomden oberoende variabeln vanligen är rumskoordinater i
R3. I fallet med staven gör vi en endimensionell approximation av ett tredimensionellt objekt. Begynnelse-
värdesproblemen har typiskt tiden som oberoende variabel vilken naturligt är endimensionell. En annan
anledning är att de mer kraftfulla numeriska metoderna för att lösa randvärdesproblem kräver djupare
kunskaper i linjär algebra.

Det finns dock en teknik som gör att våra ODE-lösare även kan användas för att lösa randvärdespro-
blem i en variabel. Metoden kallas inskjutning och idén är enkel. Vi gissar helt enkelt ett värde på z, och
sätter u2(0) = z i exemplet. Därmed har vi två begynnelsevillkor och kan genom att använda en ODE-
lösare (till exempel Eulers metod) beräkna u1(L) som kommer bli en funktion av z. Låt oss kalla den
f(z) = u1(L). För varje z kan alltså f(z) beräknas genom att lösa ett begynnelsevärdesproblem. Detta
innebär att funktionen f(z) är definierad implicit. Vi vill hitta ett z sådant att f(z) = 0 eftersom u1 och
u2 med begynnelsvillkoren u1(0) = 0 och u2(0) = z då kommer lösa randvärdesproblemet. Att funk-
tionen f(z) är definierad implicit hindrar oss inte från att använda till exempel bisektionsmetoden eller
Newtons metod för att lösa ekvationen f(z) = 0. Vi återgår till exemplet med endimensionell värmeled-
ning och visar hur en approximativ lösning kan beräknas med inskjutning.

Exempel 6.9 (Inskjutning) Vi låter κ = q = 1 i exemplet ovan och använder mittpunktsme-
toden med konstant steglängd k = 0.01 och startar med gissningarna u2(0) = z med z0 = 0.2
för att beräkna en första approximation och z1 = 0.9 för att beräkna en andra. Vi ser resultatet i
figur 6.9. Eftersom z0 och z1 är valda så att f(z0) < 0 och f(z1) > 0 vet vi att det finns en lösning
för något z ∈ [z0, z1] och att vi kan hitta lösningen med hjälp av bisektion. Vi låter z2 = z0+z1

2
vara mittpunkten och får då f(z2) < 0. Det innebär att z2 blir ny undre gräns och vi beräknar
z3 = z1+z2

2 . För varje iteration närmar vi oss målet. Namnet inskjutning kommer just ifrån att vi
försöker hitta den bana som träffar målet u(L) = 0.
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Figur 6.9: Inskjutningsmetoden med startvärden z0 = 0.2 och z1 = 0.9. Mittpunktsmetoden tillsammans
med bisektion används för att beräkna de approximativa lösningarna.

Övningar

6.1 Numeriska metoder

Övning 6.1 Studera ekvationen y′(x) = y(x), med begynnelsevillkor y(0) = 1. Vad blir ap-
proximation av y(1) beräknad med Eulers metod, givet att intervallet [0, 1] delas in i n lika stora
delintervall?

Övning 6.2 Studera ekvationen y′(x) = 2y(x), med begynnelsevillkor y(0) = 1. Vad blir
bakåt Euler approximationen till y(1), givet att intervallet [0, 1] delas in i n lika stora delintervall?

Övning 6.3 Studera ekvationen y′(x) = y(x)2, med begynnelsevillkor y(0) = 1. Vad blir
approximation av y(0.2) beräknad med Eulers metod, givet att intervallet [0, 0.2] delas in i 2 lika
stora delintervall?

Övning 6.4 Använd mittpunktsmetoden med konstant steglängd för att beräkna en approxi-
mation till e = y(1) där y(x) löser ekvationen y′(x) = y(x), y(0) = 1.

Övning 6.5 Använd Eulers metod med konstant steglängd k = 0.2 för att beräkna en approxi-
mation till y(0.4) där y(x) löser ekvationen y′(x) = 1− y(x)2, y(0) = 0.

Övning 6.6 Använd Eulers metod med konstant steglängd k = 0.2 för att beräkna en approxi-
mation till y(0.4) där y(x) löser ekvationen y′(x) = xy(x), y(0) = 1.
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Övning 6.7 Heuns metod för att lösa y′(t) = f(t, y(t)) där y(0) = y0 är en andra ordningens
metod som definieras i två steg,

ỹi = yi−1 + kf(ti−1, yi−1)

yi = yi−1 +
k

2
(f(ti−1, yi−1) + f(ti, ỹi)),

där k är steglängden. Är Heuns metod explicit eller implicit?

6.2 Konvergens

Övning 6.8 Studera begynnelsevärdesproblemet y′′′(t)+y′(t) = sin(t), y(0) = 1, y′(0) = 0,
y′′(0) = 1. Skriv som ett system av första ordningens ODE. Ange en numerisk metod som kan
användas för att lösa ekvationen samt metodens konvergensordning.

Övning 6.9 Studera ekvationen y′(x) + y(x) = x med begynnelsevillkor y(0) = 0. Lös
först ekvationen analytiskt. Dela in [0, 1] i 100 lika långa delintervall. Ange en uppskattning av
felet mellan Euler metod och det exakta lösningen y(1).

Övning 6.10 Studera ekvationen y′(x) = cos(y(x))med begynnelsevillkor y(0) = 0. Beräkna
en uppskattning av |y′′(x)|. Dela in [0, 2] i 100 lika långa delintervall. Ange en uppskattning av
felet mellan Eulers metod och det exakta värdet y(1).

Övning 6.11 Studera y′(x) = −y(x), y(0) = 1. Uppskatta felet i Euler approximationen
med steglängd k = 0.1 på intervallet t ∈ [0, T ] med hjälp av sats 6.1. Efter hur lång tid T är
feluppskattningen större än 1?

Övning 6.12 I exempel 6.3 ger en steglängd påπ/10 ett fel på 0.00064medmittpunktsmetoden
och 0.012 med Eulers metod. Hur stor steglängd behöver vi använda med Eulers metod för att få
samma fel som mittpunktsmetoden?

6.3 Stabilitet

Övning 6.13 Studera ekvationen y′(x) = −10y(x), y(0) = 1. Vilken steglängd krävs för att
Eulers metod respektive bakåt Euler ska vara stabila?

Övning 6.14 Visa att mittpunktsmetodens stabilitetsområde innehåller alla punkter på den ne-
gativ reella axeln, alltså alla kλ ∈ R sådana att kλ < 0.

Övning 6.15 Visa att bakåt Eulers stabilitetsområde innehåller alla punkter på den negativ reella
axeln, alltså alla kλ ∈ R sådana att kλ < 0.

6.4 Generalisering till system
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Övning 6.16 Formulera Eulers metod för systemet[
u̇
v̇

]
+

[
0 −1
−3 −2

] [
u
v

]
=

[
0
x

]
,

[
u(0)
v(0)

]
=

[
1
0

]
.

Låt steglängden k = 0.1 och beräkna lösningen efter ett steg.

Övning 6.17 Formulera Eulers metod för systemet[
u̇
v̇

]
+

[
0 −1
4 0

] [
u
v

]
=

[
0
0

]
,

[
u(0)
v(0)

]
=

[
0
1

]
.

Låt steglängden k = 0.1 och beräkna lösningen efter ett steg.

Övning 6.18 Formulera bakåt Euler för systemet[
u̇
v̇

]
+

[
0 −1
−3 −2

] [
u
v

]
=

[
0
x

]
,

[
u(0)
v(0)

]
=

[
1
0

]
.

Låt steglängden vara k.

Övning 6.19 Formulera bakåt Euler för systemet[
u̇
v̇

]
+

[
0 −1
4 0

] [
u
v

]
=

[
0
0

]
,

[
u(0)
v(0)

]
=

[
0
1

]
med steglängd k.

Övning 6.20 Studera begynnelsevärdesproblemet y′′(t) + y(t)2 = sin(t), y(0) = 1 och
y′(0) = 0. Skriv som ett system av första ordningen och utför ett steg med Eulers metod, med
steglängd k = 0.1.

Övning 6.21 Studera begynnelsevärdesproblemet y′′(t) − 4y(t) = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0.
Skriv som ett system av första ordningen ODE på matrisform. Utför ett steg av bakåt Euler med
steglängd k = 0.1.

6.5 Randvärdesproblem

Övning 6.22 Studera Exempel 6.8. Låt κ = L = 1 och välj q(x) sådant att lösningen blir
u(x) = x2(1− x).

Övning 6.23 Studera Exempel 6.8. Låt κ = L = 1 och välj q(x) sådant att lösningen blir
u(x) = sin(πx).
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Övning 6.24 Låt q(x) = x2 ochL = κ = 1 i Exempel 6.8. Räkna ut u(x) genom att integrera
ekvationen två gånger och använda randvillkoren.

Övning 6.25 Låt q(x) = sin(πx) ochL = κ = 1 i Exempel 6.8. Räkna ut u(x).

Problem

6.1 Numeriska metoder

Problem 6.1 Studera y′(t) = y2 där y(0) = 1. Låt k = 0.1 och beräkna y2 medHeuns metod
från övning 6.7.

Problem 6.2 Studera u′(t) =
√
u(t)med begynnelsevillkor u(0) = 0. Visa att Eulers metod

inte kan approximera lösningenu(t) = 1
4 t

2. Låtk = 0.1ochberäkna en approximation tillu(0.2)
med bakåt Euler.

6.2 Konvergens

Problem 6.3 Bevisa att bakåt Euler är en första ordningens metod.

Problem 6.4 Studera ekvationen u′(t) = f(t), u(0) = u0, där alltså f är oberoende av u. Visa
attu(t) = u0+

∫ t
0 f(s) ds och att för Eulersmetodmed konstant steglängd gäller |u(tn)−un| ≤

k2nM
2 där |u′′(t)| ≤M för alla t.

6.3 Stabilitet

Problem 6.5 Ge ett uttryck för stabilitetsområdet för Heuns metod presenterad i övning 6.7.

Problem 6.6 Låt u′(x) = f(x, u(x)) med u(0) = u0. En numerisk metod som kallas θ-
metoden är definierad som ui = ui−1 + k((1− θ)fi−1 + θfi) där≤ θ ≤ 1. Visa att θ-metoden
stabilitetsområde är vänstra halvplanet, Re(kλ) < 0, då θ ≥ 1

2 .

6.4 Generalisering till system

Problem 6.7 Skriv som system av första ordningen och genomför en iteration med bakåt Euler
metoden för differentialekvationen y′′(x) + y′(x) = 1 + x, y(0) = 1, y′(0) = 0, med steglängd
k = 0.1.

Problem 6.8 Visa att mittpunktsmetoden bevarar energin i exempel 6.7 i första tidsteget.

6.5 Randvärdesproblem
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Problem 6.9 Visa att
∫ L
0 u(x) dx ≥ 0 om q ≥ 0 är en konstant och κ = 1 i exempel 6.8. Tips:

Multiplicera ekvationen med u(x) och integrera från 0 tillL.

Problem 6.10 Vi studerar exempel 6.8 och låter L = κ = 1. Visa att u′(1) = −
∫ 1
0 xq(x) dx

genom att multiplicera ekvationen med x och integrera från 0 till 1.
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7.1 Tyngdpunkt

Bestämning av en kropps massa, momentet runt en given axel eller kroppens tyngdpunkt är alla tillämp-
ningar av integralen. Vi börjar med att studera dessa begrepp för en mängd punktmassor {mi}ni=1 place-
rade i planet med koordinater (xi, yi)ni=1. Den sammanlagda massan blir

m =
n∑

i=1

mi. (7.1)

Momenten avseende på linjerna x = x0 och y = y0 ges av

Mx=x0 =
n∑

i=1

mi(xi − x0), (7.2)

My=y0 =
n∑

i=1

mi(yi − y0). (7.3)

Momentet tas alltså med avseende på en linje i planet. I det här fallet linjer som är parallella med x- respek-
tive y-axeln. Momentets storlek ges av massan gånger hävarmen som ges av det vinkelräta avståndet (med
tecken) mellan massan och linjen som momentet tas med avseende på.

Punktmassornas tyngdpunkt är den punkt (x̄, ȳ) där bådeMx=x̄ = My=ȳ = 0. Tyngdpunkten har
alltså två koordinater i två dimensioner och d koordinater i d dimensioner. Vi kan ta fram formler för x̄
och ȳ på följande vis. Genom att låtaMx=x̄ =

∑n
i=1mi(xi − x̄) = 0 får vi

x̄m = x̄

n∑
i=1

mi =

n∑
i=1

mix̄ =

n∑
i=1

mixi = Mx=0 (7.4)

eller
x̄ =

Mx=0

m
=

∑n
i=1mixi
m

. (7.5)

135
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På samma sätt får vi även

ȳ =
My=0

m
=

∑n
i=1miyi
m

. (7.6)

Härledningen av tyngdpunkten för en punktmängd kan generaliseras till bestämning av tyngdpunkt
för en kropp i planet. Vi låterR utgöra ett område i planet mellan en given funktion f och x-axelnmellan
x = a och x = b och ρ = ρ(x) vara densiteten som tillåts variera enbart i x-led. Massan ges av integralen
över kroppen med densiteten som integrand

m =

∫ b

a
ρ(x)f(x) dx. (7.7)

Definitionen av tyngdpunkt är densamma för området som för punktmängden, nämligen att

x̄ =
Mx=0

m
, (7.8)

ȳ =
My=0

m
. (7.9)

Momentet med avseende på linjen x = 0 ges av integralen mellan x = a och x = b av f(x) gånger
densiteten ρ(x) gånger hävarmen x

Mx=0 =

∫ b

a
xρ(x)f(x) dx. (7.10)

Momentet med avseende på linjen y = 0 ges av integralen mellan x = a och x = b av f(x) gånger
densiteten ρ(x) gånger hävarmen 1

2f(x) eftersom densiteten är konstant i y-led och tyngdpunkten för
varje segment därför blir 1

2f(x). Vi får,

My=0 =
1

2

∫ b

a
f(x)2ρ(x) dx. (7.11)

Sammantaget har vi därför

x̄ =

∫ b
a f(x)xρ(x) dx∫ b
a f(x)ρ(x) dx

, (7.12)

ȳ =
1
2

∫ b
a f(x)2ρ(x) dx∫ b
a f(x)ρ(x) dx

. (7.13)

Dessa allmänna formler kan nu användas för att beräkna tyngdpunkten av ett område i planet.

Exempel 7.1 (Tyngdpunkt) Beräkna tyngdpunkten för det område i planet (med konstant
densitet) som begränsas av funktionen f(x) = x4 och linjen f(x) = 1. Symmetri ger att x̄ = 0
eftersom densiteten är konstant. För att beräkna ȳ så behöver vi räkna ut massan och momenten i
y-led med avseende på origo. Vi får

m =

∫ 1

−1
(1− x4) dx = 2− 2

5
=

8

5
, (7.14)
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och

My=0 =
1

2

∫ 1

−1
(1− x4)2 dx =

∫ 1

0
(1− x4)2 dx = 1− 2

5
+

1

9
=

32

45
, (7.15)

alltså,
ȳ =

My=0

m
=

4

9
. (7.16)

Hos ett objekt som har konstant densitet kallas tyngdpunkt för centroid. Eftersom densiteten är kon-
stant beror centroidens läge endast på objektets form. I formlerna för tyngdpunkt kan massan ersättas av
arean och densiteten sättas till ρ = 1.

Exempel 7.2 (Halvcirkelns centroid) Vi låter −a ≤ x ≤ a och studerar objektet som be-
gränsas av f(x) =

√
a2 − x2 och x-axeln, alltså en halvcirkel. På grund av symmetri har vi direkt

att x̄ = 0. För att beräkna centroidens y-koordinat använder vi formeln ȳ = 1
2

∫ a
−a f(x)

2 dx. Vi
får

ȳ =
1
2

∫ a
−a a

2 − x2 dx

πa2

2

=
4a

3π
. (7.17)

Exempel 7.3 (Triangelns centroid) Bestämcentroidenhos en triangelmedhörn i (0, 0), (2, 0)
och (0, 1). Arean ges av 1. Momentet med avseende på x = 0 ges avMx=0 =

∫ 2
0 x− x2

2 dx = 2
3 .

Momentet med avseende på y ges avMy=0 =
1
2

∫ 2
0

(
1− x

2

)2
dx = 1

3 . Vi får (x̄, ȳ) =
(
2
3 ,

1
3

)
.

I allmänhet gäller för en triangel med hörn i (x1, y1), (x2, y2) och (x3, y3) att centroiden ges av
(x̄, ȳ) =

(
x1+x2+x3

3 , y1+y2+y3
3

)
.

Centroiden kan även användas för att beräkna volym hos en rotationskropp på enkelt sätt. Volymen
av en kropp som roterar runt en linje är lika med arean gånger sträckan centroiden färdats.

Sats 7.1 (Guldins regler) (a) Volymen somuppstår då en kroppR i planet roterar runt en linje
l är lika med areanA avR gånger längden som masscentrum (givet konstant densitet) färdas

V = 2πrA, (7.18)

där r är det vinkelräta avståndet mellan masscentrum avR och l.
(b) Arean som uppstår då en kurva C i planet roterar runt en linje l är lika med längden L av C
gånger längden som masscentrum (givet konstant densitet) färdas

A = 2πrL, (7.19)

där r är det vinkelräta avståndet mellan masscentrum avC och l.

Beviset av första delen följer av att vi väljer ett koordinatsystem där l är y-axeln och R befinner sig
mellan x = a och x = b. Vi låter höjden av R som funktion av x variera kontinuerligt som enligt en
hjälpfunktion f(x)

Då gäller att r = x̄ kortaste avståndet till tyngdpunkten. Vi får att,

V = 2π

∫ b

a
xf(x) dx = 2πMx=0 = 2πx̄A = 2πrA. (7.20)
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Andra delen av satsen lämnas som övning.

Exempel 7.4 (Volymen av en torus) Vi vill beräkna volymen av en torus (doughnut). Låt
torusen bildas av en cirkel med radie r som roterar runt y-axeln. Vi låterR vara kortaste avståndet
från cirkelns centrum till y-axeln. Cirkelns area ges av πr2. Guldins första regel ger då att torusens
volym är

V = 2πRπr2 = 2π2r2R. (7.21)

7.2 Mekaniska system

7.3 Solsystemet
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Övningar

7.1 Tyngdpunkt

Övning 7.1 Bestäm centroiden.
(a) Området i planet som begränsas av y = 1− x2 och y = 0.
(b) Ett område som begränsas av f(x) = cos(x), x-axeln, x = 0 och x = π

2 .
(c) Området i planet som begränsas av y =

√
1− x2 och y = 0.

(d) Området i planet som begränsas av linjerna y = x, y = 3− 2x och y = 0.

Övning 7.2 Bestäm tyngdpunkten.
(a) En formation av sex identiska flygplan, som var och en har sin tyngdpunkt i punkterna (−2, 0),
(−1, 2), (0,−1), (0, 4), (1, 2) respektive (2, 0).
(b)Området planet sombegränsas avx-axeln,y-axeln och funktionenf(x) = 1−x vars densiteten
variera som ρ(x) = 1 + x.
(c) En triangeln med hörn i (0, 0), (1, 0) och (0, 1) vars densitet varierar som ρ(x) = 1 + x.
(d) Område i planet som begränsas av linjerna y = 1 − x, x = 0 och y = 0 vars densitet varierar
som ρ(x) = 1 + x.

Övning 7.3 Bestäm volymen av kroppen som uppkommer då ett givet område roterar runt y-
axeln.
(a) En kvadrat med hörn i punkterna (2, 0), (1, 1), (2, 2) och (3, 1).
(b) En cirkel med centrum i (2, 2) och radie 1.
(c) En triangel med hörn i (1, 0), (2, 0) och (1, 1).
(d) Området som begränsas av funktionen f(x) = 1− (x− 2)2 och x-axeln.

Problem

7.1 Centroid

Problem 7.1 Bevisa andra delen av Pappus sats.

Problem 7.2 ⋆ Visa att centroiden för en triangel med hörn i (x1, y1), (x2, y2) och (x3, y3)
ges av (x̄, ȳ) =

(
x1+x2+x3

3 , y1+y2+y3
3

)
.



Appendix A: Grekiska alfabetet

Lilla grekiska alfabetet

α

alpha

β

beta

γ

gamma

δ

delta

ε

epsilon

ζ

zeta

η

eta

θ

theta

ι

iota

κ

kappa

λ

lambda

µ

mu

ν

nu

ξ

xi

o

omicron

π

pi

ρ

rho

σ

sigma

τ

tau

υ

upsilon

ϕ

phi

χ

chi

ψ

psi

ω

omega

Bokstäverna ε, θ, σ och ϕ finns också i varianterna ϵ, ϑ, ς och φ.

Stora grekiska alfabetet

A
Alfa

B
Beta

Γ

Gamma

∆

Delta

E
Epsilon

Z
Zeta

H
Eta

Θ

Theta

I
Iota

K
Kappa

Λ

Lambda

M
Mu

N
Nu

Ξ

Xi

O
Omicron

∏
Pi

P
Rho

Σ

Sigma

T
Tau

Y
Upsilon

Φ

Phi

X
Chi

Ψ

Psi

Ω

Omega
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Appendix B: Programmering

Bokens datorövningar kan lösas i MATLAB eller valfritt programmeringsspråk (Fortran, C, C++, C#, Ja-
va, Python, Julia, Haskell, …). Här sammanfattas några vanliga kommandon som kan vara användbara för
att lösa bokens datorövningar i Python ellerMATLAB. Python-modulen pylab1 ger tillgång till funktio-
nalitet liknande den i MATLAB. Detta gör att många av de kommandon som krävs för att lösa bokens
datorövningar är identiska i MATLAB och Python.

Uppstart

Python MATLAB
from pylab import *

Placeras först i scriptet Kräver ingen import av extra funktionalitet

Visa plottar

Python MATLAB
show()
Placeras sist i scriptet Kräver inget kommando; plottar visas direkt

Iterera ett givet antal gånger

Python MATLAB
for n in range(10):
...

for n=1:10
...

end
Itererar över n = 0, 1, . . . , 9 Itererar över n = 1, 2, . . . , 10

Upprepa så länge ett villkor är uppfyllt

Python MATLAB
while condition:
...

while condition
...

end
Upprepar så länge condition är uppfyllt Upprepar så länge condition är uppfyllt

1Python-modulen pylab kombinerar de två Python-modulerna numpy och matplotlib, vilka ger tillgång till vektorer och
matriser (arrayer) och plottning.
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Definiera villkorssatser

Python MATLAB
if condition0:
...

elif condition1:
...

else:
...

if condition1
...

elseif condition2
...

else
...

end

Definiera funktioner

Python MATLAB
def foo(x):
...
y = ...
return y

function y = foo(x)
...
y = ...;

end
Måste läggas i fil med namn foo.m

Skapa linjär vektor (array) med x-värden

Python MATLAB
x = linspace(a, b, 101) x = linspace(a, b, 101);

Ger 101 punkter och 100 intervall Ger 101 punkter och 100 intervall

Skapa logaritmisk vektor (array) med x-värden

Python MATLAB
x = logspace(-16, 16, 33) x = logspace(-16, 16, 33);

Ger 33 punkter mellan 1× 10−16 och 1× 1016 Ger 33 punkter mellan 1× 10−16 och 1× 1016

Plotta en funktion

Python MATLAB
plot(x, y) plot(x, y)
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Sätta axelmarkörer och titlar

Python MATLAB
title('y = f(x)')
xlabel('x')
ylabel('y')

title('y = f(x)')
xlabel('x')
ylabel('y')

Använd '$x$' för LATEX-notation

Anpassa linjärt polynom till punkter

Python MATLAB
p = polyfit(x, y, 1) p = polyfit(x, y, 1);

Polynomet ges av p[0]*x+p[1] Polynomet ges av p(1)*x+p(2)

Evaluera polynom i punkter

Python MATLAB
y = polyval(p, x) y = polyval(p, x);

Spara plot till fil

Python MATLAB
savefig('foo.png')
savefig('foo.pdf')

print('foo', '-dpng')
print('foo', '-pdf')



Facit

Kapitel 1

Övningar

Ö1.1 (a) 1365 (b) 1925 (c) 70 (d)−1

Ö1.2 (a) Arean ges avA = limn→∞
∑n

i=1 f(xi)(xi − xi−1). Summan blir
∑n

i=1
3i
n

1
n = 3

n2
n(n+1)

2 . I
gräns får viA = 3/2.
(b) Summan blir

∑n
i=1(

i2

n2 + 1) 1n = 8n2+3n+1
6n2 . Med n→∞ får vi 4/3.

(c) Avståndet till y = 0 ges av 0− f , dvs.A = limn→∞
∑n

i=1(1−
i2

n2 )
1
n = 2/3 (En area är alltid

positiv).
(d) f är negativ på [0, 1], så summan blir 1

n

∑n
i=1 3 + 2 i

n − 2 i2

n2 = 3 + n+1
n − (n+1)(2n+1)

3n2 . I
gräns får viA = 10

3 .

Ö1.3 (a)AreanA = limn→∞
∑n

i=1 f(xi)(xi−xi−1). Summanblir
∑n

i=1 f(1+
2i
n )

2
n =

∑n
i=1

(
n+2i
n

)2 2
n =

26n2+24n+4
3n . I gräns får viA = 26/3.

(b) Summan blir
∑n

i=1

(
12− 5(3in − 2)

)
3
n =

∑n
i=1

66
n −

45i
n2 = 66− 45n+45

2n . Närn→∞ blir
A = 43.5
(c) f korsar x-axeln i x = 1/2 och intervallet behöver därför delas i två. Summan blir

∑n
i=1

1−i/n
4n +∑n

i=1

i/n
4n . AreanA = 1

8 + 1
8 = 1

4 .
(d) Summan blir

∑n
i=1

kia2

n2 = ka2 n
2+n
2n2 = ka2

2
n+1
n , vilket konvergerar motA = ka2

2 .

Ö1.4 (a) Arean ges avA = limn→∞
∑n

i=1(g(xi)− f(xi))(xi − xi−1) = 1/3.
(b) Vi summerar f − g = 2x+ x2 över intervallet och fårA = 16/3.
(c) f − g = x och svaret blirA = 12
(d) f − g = k, såA = k(b− a)

Ö1.5 (a)∆xi = 1. Imin =
∑3

i=1(i− 1)3 = 0 + 1 + 8 = 9. Imax =
∑3

i=1 i
3 = 1 + 8 + 27 = 36

(b)∆xi = 3/2. Imin =
∑2

i=1

√
9− (3i2 )

2×3
2 = 3

2

√
27
4 = 9

√
3

4 ≈ 3.90. Imax =
∑1

i=0

√
9− (3i2 )

2×
3
2 = 3

2(3 +
√

27
4 ) =

9
4(2 +

√
3) ≈ 8.40.

(c) ∆xi = 1/2. Imin =
∑4

i=1 e−i/2 × 1
2 = 1

2(e
−1/2 + e−1 + e−3/2 + e−2) ≈ 0.666. Imax =∑4

i=1 e−
i−1
2 × 1

2 = 1
2(1 + e−1/2 + e−1 + e−3/2) ≈ 1.099

(d) ∆xi = (5 − 1)/10 = 2/5. Imin =
∑10

i=1(
2(i−1)

5 + 1)2 25 =
∑10

i=1(
2i
5 + 3

5)
2 × 2

5 =
2

125

∑10
i=1(4i

2+12i+9) = 2
125

(
410(10+1)(2×10+1)

6 + 1210(10+1)
2 + 9× 10

)
= 916

25 = 36.64.

Imax =
∑10

i=1(
2i
5 +1)2×2

5 = 2
125

∑10
i=1(4i

2+20i+25) = 2
125

(
410(10+1)(2×10+1)

6 + 2010(10+1)
2 + 25× 10

)
=

144
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1156
25 = 46.24.

Ö1.6 (a)∆xi = π/4. Imin = π
4 (cos(−

π
2 )+cos(−π

4 )+cos(π4 )+cos(π2 )) =
π

2
√
2
. Imax =

π
4 (cos(−

π
4 )+

cos(0) + cos(0) + cos(π4 )) =
π

2
√
2
(1 +

√
2).

(b) ∆xi = 1
100 . Imin =

∑100
i=1−

(
i

100 − 1
)
× 1

100 +
∑100

i=1
i−1
100 ×

1
100 = 1

100(
∑100

i=1
i

100 −∑100
i=1

i
100 +

∑100
i=1 1 −

∑100
i=1

1
100) = 99

10000 = 0.99. Imax =
∑100

i=1−
(
i−1
100 − 1

)
× 1

100 +∑100
i=1

i
100 ×

1
100 = 1

100(
∑100

i=1
i

100 −
∑100

i=1
i

100 +
∑100

i=1 1 +
∑100

i=1
1

100) =
101
100 = 1.01.

(c) Imin = 1
3

∑3
i=1(i− 1)2 = 5/3. Imax =

1
3

∑3
i=1 i

2 = 14/3.
(d) ∆xi = 1. Imin =

∑k
i=1 ln i = ln 1 + ln 2 + ... + ln k = ln(1 × 2 × ... × k) = ln(k!).

Imax =
∑k

i=1 ln(i+ 1) = ln(2× 3× ...× k × (k + 1)) = ln((k + 1)!).

Ö1.7 (a) Förenkla:
∫ b
a f(x)dx− 2

∫ b
a f(x)dx = −

∫ b
a f(x)dx.

(b)
∫ c
a 3f(x)dx−

∫ c
b f(x)dx− 2

∫ c
b f(x)dx =

∫ c
a 3f(x)dx− 3

∫ c
b f(x)dx =

∫ b
a 3f(x)dx.

(c)
∫ 5
2 f(x)dx − 2

∫ 5
0 f(x)dx − 2

∫ 2
0 f(x)dx =

∫ 5
2 f(x)dx − 2

∫ 2
0 f(x)dx − 2

∫ 5
2 f(x)dx −

2
∫ 2
0 f(x)dx = −4

∫ 2
0 f(x)dx−

∫ 5
2 f(x)dx.

(d)
∫ π
−π f(x)dx−

∫ π
π/2 f(x)dx+

∫ π/2
0 f(x)dx =

∫ 0
−π f(x)dx+ 2

∫ π/2
0 f(x)dx.

Ö1.8 (a) Eftersom 2x är udda och integralen är över ett symmetriskt intervall blir
∫ 3
−3 2x dx = 0. Inte-

gralen av 1 från−3 till 3 blir basen gången höjden i en rektangel, alltså 6 · 1 = 6.
(b) f(−t) = −t cos(−t) = −t cos t = −f(t), funktionen är alltså udda och av integralens egen-
skaper följer att

∫ π
−π t cos tdt = 0.

(c) Skriv som
∫ a
−a−xdx = 0 eftersom−x är en udda funktion.

(d) Funktionen är udda: f(−x) = a−x − ax = −f(x), och integralen blir därför 0.

Ö1.9 (a)
∫ 6
1

1
t dt = ln 6.

(b)
∫ 1
0.5

1
t dt = −

∫ 0.5
1

1
t dt = − ln 0.5 = ln 2.

(c)
∫ 5
2

1
t dt =

∫ 5
1

1
t dt−

∫ 2
1

1
t dt = ln 5− ln 2 = ln 2.5.

(d)
∫ 10
0.1

1
t dt =

∫ 1
1 01

t dt−
∫ 0
1 .11

t dt = ln 10− ln 0.1 = ln 100.

Ö1.10 (a) Kurvan beskriver en halvcirkel med radie 4, arean blirA = πr2/2 = 8π.
(b) f(−x) = | − 2x| = |2x| = f(x), funktionen är därför jämn. Arean ges av 2bh/2 = 2k2.
(c) Skriv som

∫ 3
−3 v

3+5vdv+
∫ 3
−3 6dv. Den första integralen blir 0 eftersom funktionen är udda,

den andra kan tolkas som en kvadrat med area 6(3− (−3)) = 36.
(d) Dela upp integralen enligt

∫ 5
1 xdx −

∫ 3
1 |x − 3|dx −

∫ 5
3 |x − 3|dx =

∫ 5
0 xdx −

∫ 1
0 xdx −∫ 3

1 3− xdx−
∫ 5
3 x− 3dx. Tolka som trianglar:A = 52−12−(3−1)2−(5−3)2

2 = 8.

Ö1.11 (a) För Imin blir summan
∑n

i=1

(
1 + 4 i−1

n − 2
)
× 4

n = ... = 4 − 8
n . För Imax blir summan∑n

i=1

(
1 + 4 i

n − 2
)
× 4

n = ... = 4 + 8
n . Då n→∞ blir Imin = Imax = 4.

(b) För såväl Imin som Imax blir summan
∑n

i=1 k
b−a
n = k(b− a).

(c) För Imin blir summan
∑n

i=1

(
a(i−1)

n − a
)

a
n = a2

n2

∑n
i=1 i− n− 1 = −a2

2 (1 +
1
n). För Imax
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blir summan
∑n

i=1

(
ai
n − a

)
a
n = a2

n2

∑n
i=1 i− n = a2

2 (
1
n − 1). Då n→∞ blir Imin = Imax =

−a2/2.
(d) För Imin blir summan

∑n
i=1

(
i−1
n

)2 1
n =

∑n
i=1

i2−2i+1
n3 = n+1

n
2n+1
6n −

1
n . För Imax blir sum-

man
∑n

i=1

(
i
n

)2 1
n =

∑n
i=1

i2

n3 = n+1
n

2n+1
6n . Då n→∞ blir Imin = Imax = 1/3.

Ö1.12 (a) Integralens värde ges av arean som bildas av kurvan:
∫ 3
0 2xdx = 6× 3/2 = 9. Medelvärdet ges

av f̄ = 1
b−a

∫ b
a f(x)dx = 1

3−09 = 3.
(b)Kurvanbildar enhalvcirkelmed arean2π.Medelvärdet ges av f̄ = 1

b−a

∫ b
a f(x)dx = 1

2−(−2)2π =

π/2.
(c) Arean tas fram genom indelning av området i trianglar och rektanglar, t.ex. som 22 + 22/2 +
42/2 = 14. Medelvärdet ges av f̄ = 1

6−014 = 7
3 .

(d) cos2 x − sin2 x = cos 2x. Funktionen är antisymmetrisk på intervallet med symmetrilinje
x = π

2 , därför blir integralen 0. Medelvärdet f̄ = 0.

Ö1.13 (a) t−1
t = 1− 1

t med integralen 4− ln 5. Medelvärdet blir f̄ = 1− ln 5
4 .

(b) Integralenblir 1
2

(∫ a
1

1
udu−

∫ 1/a
1

1
udu

)
= 1

2(ln a+ln a) = ln a.Medelvärdet f̄ = 1
a−1/a ln a =

a ln a
a2−1

.
(c) f = 1

k (
1/v + v),

∫ k
1 f(v)dv = 1

k (ln k + (k2 − 12)/2). f̄ = 1
k(k−1)(ln k + (k2 − 1)/2) =

ln k
k(k−1) +

k+1
2k .

(d) f = | 1w −
1
2 |,
∫ 11
1 i(w)dw =

∫ 2
1

1
w −

1
2dw +

∫ 11
2

1
2 −

1
wdw. Konstanttermerna motsva-

rar rektanglar med det totala bidraget 1/2 × (9 − 1) = 4.
∫ 2
1

1
wdw −

∫ 11
2

1
wdw =

∫ 2
1

1
wdw −∫ 11

1
1
wdw +

∫ 2
1

1
wdw = 2 ln 2 + ln 11 = ln 4/11. Det totala värdet på integralen blir 4 + ln 4/11

och medelvärdet f̄ = 4+ln 4/11
10 .

Ö1.14 (a) f̄ = 1
3−(−2)

∫ 3
−2

4−x
3 dx = 1

3−(−2)

(
4−3
3 + 4−(−2)

3

)
/2× (3− (−2)) = 7

6 . c = f−1(f̄) =

4− 3f̄ = 4− 3× 7
6 = 1

2 .
(b) Arean av en halvcirkel πr

2

2 medmedelvärdet f̄ = 1
2r ×

πr2

2 = πr
4 . Ekvationen

√
r2 − c2 = πr

4

ger c = ± r
4

√
16− π2.

(c) Med hjälp av Riemannsummor:
∫ a
0 3x2dx = a3. f̄ = 1

aa
3 = a2. Ekvationen 3c2 = a2 ger

c = a/
√
3.

(d)
∫ a
−a kx

2dx = 2
∫ a
0 kx2dx.Medhjälp avRiemannsummor:2

∫ a
0 kx2dx = 2ka3

3 . f̄ = 1
2a

2ka3

3 =
ka2

3 . Ekvationen kc2 = ka2

3 ger c = ±a/
√
3.

Ö1.15 (a)
∫ 3
2 x2dx =

[
x3

3

]3
2
= 33

3 −
23

3 = 19
3 .

(b)
∫ 5
1

1
t2
dt =

[
−1

t

]5
1
= −1/5− (−1/1) = 4/5.

(c)
∫ 1
1/2

x6−3
x3 dx =

[
x4

4 − 3× x−2

−2

]1
1/2

=
[
x4

4 + 3
2x2

]1
1/2

= 14

4 + 3
2×12
−
(
(1/2)4

4 + 3
2×(1/2)2

)
=

... = −273
64 .

(d)
∫ −1
−2

1
t3
− 1

t4
dt =

[
− 1

2t2
+ 1

3t3

]−1

−2
= − 1

2(−1)2
+ 1

3(−1)3
+ 1

2(−2)2
− 1

3(−2)3
= −1

2 −
1
3 +
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1
8 + 1

24 = −2
3 .

Ö1.16 (a)
∫ 9
0 u1.5du =

[
2u2√u

5

]9
0
= 292

√
9

5 − 202
√
0

5 = 486
5 .

(b)
∫ 4
1 v−0.5 + 1dv = [2

√
v + v]

4
1 = 2

√
4 + 4−

(
2
√
1 + 1

)
= 5

(c)
∫ 27
8

3
√
wdw =

[
3
4 × w4/3

]27
8

= 3
4 × 274/3 −

(
3
4 × 84/3

)
= 195

4 .
(d)
∫ t
0

k
√
xdx = t1/k+1

1/k+1 = kt1/kt
1+k = k

k+1 t
k
√
t.

Ö1.17 (a)
∫ π
0 2 cos θ + sin 2θdθ =

[
2 sin θ − cos 2θ

2

]π
0

= 2 sinπ − cos 2π
2 −

(
2 sin 0− cos 2×0

2

)
=

0− 1/2− 0 + 1/2 = 0.

(b)
∫ 3π/2
π cos

(
ϕ
3

)
− 1dϕ =

[
3 sin

(
ϕ
3

)
− ϕ

]3π/2
π

= 3 sin
(
3π/2
3

)
− 3π

2 −
(
3 sin

(
π
3

)
− π

)
=

3− 3π
2 −

3
√
3

2 + π = 3− 3
√
3+π
2 .

(c)
∫ 5π

a
π
4a

sin 2av
2 dv =

[
− cos 2av

4a

] 5π
a
π
4a

= − cos 2a 5π
a

4a −
(
− cos 2a π

4a
4a

)
= − cos 10π+cosπ/2

4a = − 1
4a .

(d)
∫ π

3

−π
3
sin2 udu =

∫ π
3

−π
3

1
2 −

cos 2u
2 du = 2

[
u
2 −

sin 2u
4

]π
3
0
= π

3 −
sin 2π

3
2 = π

3 −
√
3
4 .

Ö1.18 (a)
∫ 2
0 e3xdx =

[
e3x
3

]2
0
= e3×2

3 −
e3×0

3 = e6−1
3 .

(b)
∫ 6
4

2x

5 dx =
[

2x

5 ln 2
]6
4
= 26

5 ln 2 −
24

5 ln 2 = 48
ln 32 .

(c)
∫ 1

2
−1 9

xdx =
[
9x

ln 9
] 1
2

−1
= 9

1
2

ln 9 −
9−1

ln 9 = 26
9 ln 9 = 13

9 ln 3 .

(d)
∫ 4
1 e

x−3
2 dx =

[
2e

x−3
2

]4
1
= 2e

4−3
2 − 2e

1−3
2 = 2

(√
e− 1

e
)
.

Ö1.19 (a)
∫ e2
1

2
t dt = [2 ln t]e

2

1 = 2 ln e2 − 2 ln 1 = 4.
(b)
∫ 3√

3
1

x2+9
dx =

[
1
3 arctan

(
x
3

)]3√
3
= 1

3 arctan(1) − 1
3 arctan

(
1√
3

)
= (π/4 − pi/6)/3 =

π/36.

(c)
∫ 1
−1

dx√
2−x2

=
[
arcsin x√

2

]1
−1

= 2 arcsin 1√
2
= π

2 .

(d)
∫ 2
1 t6 + 7

t dt =
[
t7

7 + 7 ln t
]2
1
= 27

7 + 7 ln 2 −
(
17

7 + 7 ln 1
)

= 128−1
7 + ln 128 − 0 =

127
7 + ln 128.

Ö1.20 (a) d
dx

∫ cosx
sinx tdt = cosx× (− sinx)− sinx× cosx = −2 sinx cosx = − sin 2x.

(b) d
dx

∫ x
lnx etdt = ex × 1− elnx × 1

x = ex − 1.
(c) d

dx

∫ x2

2x
t

1−tdt =
x2

1−x2 × 2x− 2x
1−2x × 2 = 4x

2x−1 −
2x3

x2−1
.

(d) d
dx

∫ sinx
cosx

1−t2

t dt = 1−sin2 x
sinx × cosx− 1−cos2 x

cosx × (− sinx) = cos3 x
sinx + sin3 x

cosx = cos2 x cotx+
sin2 x tanx.

Ö1.21 (a)
∫∞
1 x−3dx = limR→∞

[
−x−2

2

]R
1
= limR→∞

−R−2

2 −
(
−1−2

2

)
= 1/2.

(b)
∫∞
1

1
t−

√
t+1

dt >
∫∞
1

1
t dt =∞. Integralen divergerar mot∞.

(c)
∫∞
1

2x+1
x2 dx >

∫∞
1

2
xdx =∞. Integralen divergerar.
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(d)
∫∞
1

2
t2
+ 1

t3
dt = limR→∞

[−2
t −

1
2t2

]R
1
= limR→∞

−2
R −

1
2R2 −

(
−2
1 −

1
2×12

)
= 5/2.

Ö1.22 (a)
∫ 1
0 x−3/2dx divergerar till∞ enligt satsen om p-integraler, p ≥ 1.

(b)
∫ 4
0 x−1/2dx = 41−1/2

1−1/2 = 4.
(c)
∫∞
0 x−pdx =

∫ 1
0 x−pdx +

∫∞
1 x−pdx. Om p = 1 divergerar båda termerna mot∞. Om

0 < p < 1 divergerar den andra termen mot∞. Om p > 1 divergerar den första termen mot∞.
I samtliga fall divergerar integralen mot∞.
(d)
∫ π

2
0

1
x cosxdx >

∫ π
2
0

1
x×1dx =∞.

Ö1.23 (a)
∫ 1
0

t2

t4+2
dt+

∫∞
1

t2

t4+2
dt ≤

∫ 1
0

t2

2 dt+
∫∞
1

t2

t4
dt = 7

6 . Integralen konvergerar mot ett värde på
högst 7

6 .
(b)
∫∞
0 e−t2dt ≤

∫ 1
0 1dt +

∫∞
1 e−tdt = 1 + 1/e. Integralen konvergerar mot ett värde på högst

1 + 1/e.
(c)
∫ 1
0

sin t
t
√
t
dt ≤

∫ 1
0

t
t
√
t
dt = 2. Integralen konvergerar mot ett värde på högst 2.

(d)
∫ 2
0 t2dt =∞. Integralen divergerar mot∞.

Ö1.24 (a)
∫∞
0 k−udu = limR→∞

[
−k−u

ln k

]R
0
= limR→∞

−k−R

ln k −
(
−k−0

ln k

)
= 1

ln k .

(b)
∫∞
−∞

1
4+s2

ds = limR→∞
[
1
2 arctan

(
s
2

)]R
−R

= limR→∞
1
2 arctan

(
R
2

)
− 1

2 arctan
(−R

2

)
=

π/4 + π/4 = π/2.
(c)
∫ √

3
0

1√
3−v2

dv = limy→
√
3−

[
arcsin

(
v√
3

)]y
0
= limy→

√
3− arcsin

(
y√
3

)
−arcsin

(
0√
3

)
= π

2 .

(d)
∫∞
1

lnw
w dw ≥

∫∞
e

lnw
w dw ≥

∫∞
e

1
wdw =∞. Integralen divergerar mot∞.

Ö1.25 (a)
∫ 0
−∞

ex
x dx <

∫ 0
−1

ex
x dx ≤

∫ 0
−1

1
xdx = −∞. Integralen divergerar mot−∞.

(b)
∫ π

2
0

1
sin

√
x
dx ≥

∫ π
2
0

1
sinxdx ≥

∫ π
2
0

1
xdx =∞. Integralen divergerar mot∞.

(c)
∫∞
0

1√
x+exdx ≤

∫ 1
0

1√
x
dx +

∫∞
1

1
exdx = 2 + 1/e. Integralen konvergerar mot ett värde på

högst 2 + 1/e.
(d)
∫∞
1

lnx
x2 dx ≤

∫∞
1

√
x

x2 dx = 2. Integralen konvergerar mot ett värde på högst 2.

Problem

P1.1 Låt Sn =
∑n

i=1 i
2. Tipset ger

∑n
i=1(i + 1)3 − i3 = (n + 1)3 − 1 := V L och

∑n
i=1 3i

2 +

3i + 1 = 3
∑n

i=1 i
2 + 3

∑n
i=1 i + n = 3Sn + 3n(n+1)

2 + n := HL, där vi använder att∑n
i=1 i =

n(n+1)
2 . När vi sätter HL=VL får vi, (n + 1)3 − 1 = 3Sn + 3n(n+1)

2 + n eller efter

omskrivning Sn =
(n+1)3−1−3

n(n+1)
2

−n

3 =
n3+3n2+3n+1−1− 3

2
n2− 3

2
n−n

3 = n(n+1)(2n+1)
6 .

P1.2 I fallet n = 1 får vi 1 = 1. Vi antar att relationen gäller för n− 1. Vi får då(
n∑

i=1

i

)2

=

(
n−1∑
i=1

i+ n

)2

=

(
n−1∑
i=1

i

)2

+2n
n−1∑
i=1

i+n2 =
n−1∑
i=1

i3+
2n2(n− 1)

2
+n2 =

n∑
i=1

i3.
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Resultatet följer genom induktion.

P1.3 Sätt derivatan = 0 för att få extrempunkten x = 2/3, här vänder funktionen. xi = i/3. Bestäm
funktionsvärdena f(x0) = 0, f(x1) = − 2

27 , f(x2) = − 4
27 , f(x3) = 0. Imin = (f(x1) +

f(x2) + f(x2))/3 = −10
81 . Imax = (f(x0) + f(x1) + f(x3))/3 = − 2

81 .

P1.4 Låt P = {x0, x1, . . . , xn}. Vi lägger till en punkt xi−1 < x̂ < xi mellan två punkter xi−1 < xi
och kallar den nya partitionen P̂ . Då får vi att Riemannsummorna Imin(f, P ) och Imin(f, P̂ ) får
samma bidrag förutom från intervallet [xi−1, xi]. Från detta intervall blir bidraget till Imin(f, P )
(xi − xi−1)f

i
min där f i

min är f ’s minsta värde på intervallet. Bidraget till Imin(f, P̂ ) blir istället
(xi − x̂)f̂ i

min + (x̂ − xi−1)f̂
i−1
min där f̂ i

min, f̂
i−1
min ≥ f i

min, eftersom f i
min är f ’s minsta värde på

hela intervallet. Därför blir får vi att Imin(f, P̂ ) ≥ Imin(f, P ).

P1.5 För en udda funktion f gäller att f(−x) = −f(x) och för en jämn f(x) = f(−x). Vi använ-
der integralens egenskaper för att dra slutsatsen

∫ a
−a f(x) dx =

∫ 0
−a f(x) dx +

∫ a
0 f(x) dx =∫ a

0 f(−x) dx +
∫ a
0 f(x) dx =

∫ a
0 f(−x) + f(x) dx. Om f är udda blir integralen 0 och om f

är jämn blir den 2 ∈a0 f(x) dx.

P1.6 Låt Iac =
∫ c
a f(x) dx och Icb =

∫ b
c f(x) dx. Då finns partitioner P ′ av [a, c] och P ′′ av [c, b] så

att Imin(f, P
′) ≤ Iac ≤ Imin(f, P

′) + ϵ/2 och Imin(f, P
′′) ≤ Icb ≤ Imin(f, P

′′) + ϵ/2 för alla
ϵ > 0. LåtP vara den partition av [a, b] sombildas genomatt lägga ihop punkterna iP ′ ochP ′′. Då
gäller Imin(f, P ) = Imin(f, P

′)+Imin(f, P
′′) ≤ Iac+Icb ≤ Imin(f, P )+ϵ.Dessutomgällermot-

svarande för Imax med samma argument Imax(f, P ) och därför måste
∫ c
a f(x) dx+

∫ b
c f(x) dx =∫ b

a f(x) dx.

P1.7 Vi har (
∫ 1
0 xn dx)2 = 1

(n+1)2
och
∫ 1
0 x2n dx = 1

2n+1 . Eftersom (n+1)2 = n2+2n+1 > 2n+1

gäller att (
∫ 1
0 f(x) dx)2 ≤

∫ 1
0 f(x)2 dx.

P1.8 Vi deriverar ekvationen och får f ′(x) = −2f(x). Enligt exponentialfunktionens definition har
vi att f(x) = Ce−2x. Vi låter nu x = 0 i den ursprungliga ekvationen och får f(0) = 2, alltså
f(x) = 2e( − 2x).

P1.9
∫ π/2
0

sin t
t2

dt ≥
∫ π/2
0

πt/2
t2

dt =∞. Integralen divergerar mot∞.

P1.10 Eftersom limx→∞ xne−x/2 = 0 för alla n finns det något C sådant att xne−x/2 ≤ 1 då x > C .
Därför får vi 0 ≤

∫∞
C xne−x dx ≤

∫∞
C e−x/2 dx = 2e−C/2. Dessutom gäller

∫ C
0 xne−x dx ≤∫ C

0 xn dx = Cn+1

n+1 . Integralen är alltså konvergent eftersom integranden kan begränsas av funktio-
nen g(x) = xn på intervallet [0, C] och g(x) = e−x/2 på intervallet [C,∞) och

∫∞
0 xne−x dx är

konvergent.

Kapitel 2
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Övningar

Ö2.1 (a)
∫ 2
1

√
x− 1dx =

{
u = x− 1, u(1) = 0, u(2) = 1, dudx = 1

}
=
∫ 1
0

√
u/1du =

[
u3/2

3/2

]1
0
=

13/2

3/2 −
(
03/2

3/2

)
= 2/3.

(b)
∫ 2
0 2xex2

dx =
{
u = x2, u(0) = 0, u(2) = 4, dudx = 2x

}
=
∫ 4
0 2xeu/2xdu = [eu]40 =

e4 − e0 = e4 − 1.
(c)
∫ π
0 cos(x)2dx =

∫ π
0

1+cos(2x)
2 dx = π

2 .
(d)
∫ e
1

2 lnx
x dx =

{
u = lnx, u(1) = 0, u(e) = 1, dudx = 1

x

}
=
∫ 1
0

2u
x / 1

xdu =
[
u2
]1
0
= 1.

Ö2.2 (a)
∫ 4
1

cos(
√
x−1)√
x

dx =
{
u =
√
x− 1, u(1) = 0, u(4) = 1, dudx = 1

2
√
x

}
=
∫ 1
0

cos(u)√
x
/ 1
2
√
x
du =

[2 sinu]10 = 2 sin 1− 2 sin 0 = 2 sin 1.
(b)
∫ 3π/2
0 sin2 x cos3 xdx =

∫ 3π/2
0 sin2 x(1− sin2 x) cosxdx =

=
{
u = sinx, u(0) = 0, u(3π/2) = −1, dudx = cosx

}
=

=
∫ −1
0 u2(1− u2)du =

[
u3/3− u5/5

]−1

0
= − 2

15 .
(c)
∫ π/4
π/12

2
tan 2xdx =

∫ π/4
π/12

2 cos 2x
sin 2x dx =

=
{
u = sin 2x, u(π/12) = 1/2, u(π/4) = 1, dudx = 2 cos 2x

}
=
∫ 1
1/2

2 cos 2x
u /2 cos 2xdu = [lnu]11/2 =

= ln 1− ln 1/2 = ln 2.
(d)∫ √

3

1

−1
(x2 + 1)(arctanx)2

dx =

{
u = arctanx, u(1) = π/4, u(

√
3) = π/3,

du

dx
=

1

1 + x2

}
(22)

=

∫ π/3

π/4

−1
(x2 + 1)(u)2

/
1

1 + x2
du =

[
1

u

]π/3
π/4

=
1
π/3
−
(

1
π/4

)
= − 1

π
. (23)

Ö2.3 (a) ∫ 3

−3

√
9− x2dx =

{
x = 3 cos θ,

dx

dθ
= −3 sin θ,−3 = 3 cosπ, 3 = 3 cos 0

}
(24)

=

∫ 0

π

√
9− (3 cos θ)2(−3 sin θ)dθ (25)

=

∫ 0

π
−9 sin2 θdθ =

[
−9θ
2
− 9 sin(2θ)

4

]0
π

=
9π

2
. (26)

(b)
∫ √

2
0

1√
4−x2

dx =
{
x = 2 sin θ, dxdθ = 2 cos θ, 0 = θ(0),

√
2 = θ(π4 )

}
=
∫ π

4
0

1√
4−(2 sin θ)2

×

2 cos θdθ =
∫ π

4
0 1dθ = [θ]

π
4
0 = π

4 .

(c)
∫ 1

2
0

1
(1−3x2)3/2

dx =
{
x = sin θ√

3
, dxdθ = cos θ√

3
, 0 = θ(0), 12 = θ(π3 )

}
=
∫ π

3
0

1
(1−3( sin θ√

3
)2)3/2

×

cos θ√
3
dθ =

∫ π
3
0

1√
3 cos2 θ

dθ =
[

tan θ√
3

]π
3

0
=

tan π
3√
3

= 1.
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(d)
∫ 2
0

1√
4+x2

dx =
{
x = 2 tan θ, dxdθ = 2

cos2 θ , 0 = θ(0), 2 = θ(π4 )
}
=
∫ π

4
0

1√
4+(2 tan θ)2

× 2
cos2 θdθ =∫ π

4
0

1
cos θdθ =

[
ln(1+sin θ

cos θ )
]π

4

0
= ln(1+sin π

4
cos π

4
)− ln(1+sin 0

cos 0 ) = ln 2+
√
2√

2
.

Ö2.4 (a)
∫ π

2
0 x cos 2xdx =

[
x sin 2x

2

]π
2
0
−
∫ π

2
0

sin 2x
2 dx =

π
2

sinπ
2 −

[− cos 2x
4

]π
2
0
= 0+ cosπ

4 −
cos 0
4 = −1

2 .

(b)
∫ 10
1 t ln tdt =

[
t2 ln t
2

]10
1
−
∫ 10
1

t
2dt =

102 ln 10
2 − 12 ln 1

2 −
[
t2

4

]10
1

= 50 ln 10− 102

4 + 12

4 =

50 ln 10− 99
4 .

(c)
∫ e
1 ln tdt = [t ln t]e1 −

∫ e
1 1dt = e− [t]e1 = 1.

(d)
∫ 2
0 x arctanxdx =

[
x2 arctanx

2

]2
0
−
∫ 2
0

x2

2+2x2dx = 2 arctan 2−1
2

∫ 2
0 1− 1

1+x2dx = 2 arctan 2−
1
2 [x− arctanx]20 =

5
2 arctan 2− 1.

Ö2.5 (a) Partiell integration två gånger.
∫ π

3
0 x2 sin 3xdx =

[
−x2 cos 3x

3

]π
3

0
−
∫ π

3
0 −2x cos 3x

3 dx = π2

27 −

(
[
−2x sin 3x

9

]π
3
0
−
∫ π

3
0 −2 sin 3x

9 dx) = π2

27 + 0−
[
2 cos 3x

27

]π
3
0
= π2

27 −
4
27 .

(b) I =
∫ π

4

−π
4
ex cosxdx = [ex sinx]

π
4

−π
4
−
∫ π

4

−π
4
ex sinxdx = e

π
4 sin π

4 − e−
π
4 sin(−π

4 ) −∫ π
4

−π
4
ex sinxdx = e

π
4 +e−

π
4√

2
− ([−ex cosx]

π
4

−π
4
−
∫ π

4

−π
4
−ex cosxdx) = e

π
4 +e−

π
4√

2
+ e

π
4 −e−

π
4√

2
− I .

Integralen vi började med återkommer. 2I =
√
2eπ/4, I = eπ/4

√
2
.

(c)
∫

sin lnxdx = x sin lnx−
∫

cos lnxdx = x sin lnx− x cos lnx+
∫

sin lnx. I återkommer.
I = x(sin lnx−cos lnx)

2 + C .
(d)Notera attmed In =

∫
eaxxndx blir reduktionsformeln In = eaxxn

a − n
a In−1. I0 = eax

a +C0.
Vi kan nu iterera reduktionsformeln och erhålla I1 = eaxx

a −
eax
a2

+ C1, I2 = eaxx2

a − 2eaxx
a2

+
2eax
a3

+ C2 etc., tills vi får I5 = eax
(
x5

a −
5x4

a2
+ 20x3

a3
− 60x2

a4
+ 120x

a5
− 120

a6

)
+ C .

Ö2.6 (a)
∫

3
1−2xdx =

∫ −3
2x−1dx = −3

2 ln |2x− 1|+ C .
(b)
∫

2
(x+2)(x−2)dx =

∫
2

x2−22
dx = 1

2 ln |x−2
x+2 |+ C .

(c)
∫

dx
bx2+1

=
∫ 1/b

x2+(1/
√
b)2

dx = 1√
b
arctan(

√
bx).

(d)
∫

x+1
x2+9

dx =
∫

x
x2+32

+ 1
x2+32

dx = 1
2 ln |x2 + 9|+ 1

3 arctan x
3 + C .

Ö2.7 (a)
∫

x+2
x2+x

dx =
∫ −1

x+1 + 2
xdx = 2 lnx− ln |x+ 1|+ C .

(b)
∫

1
x3+4x

dx =
∫ −x

4x2+16
+ 1

4xdx = −1
8 ln(x2 + 4) + ln |x|

4 + C .
(c)
∫

1
(2x−3)2

dx =
{
u = 2x− 3, dudx = 2

}
=
∫

1
u2 /2du = − 1

2u + C = 1
6−4x + C .

(d)
∫

x−1
(x−3)2

dx =
∫

1
x−3 + 2

(x−3)2
dx = ln |x− 3| − 2

x−3 + C .

Ö2.8 (a)
∫

x−1
x−2dx =

∫
1 + 1

x−2dx = x+ ln |x− 2|+ C .
(b)
∫

x3−1
x−2 dx =

∫
x2 + 2x+ 4 + 7

x−2dx = x3

3 + x2 + 4x+ 7 ln |x− 2|+ C .
(c)
∫

x2−x+6
(x−2)2

dx =
∫
1 + 3x+2

(x−2)2
dx =

∫
1 + 3

x−2 + 8
(x−2)2

dx = x+ 3 ln |x− 2|+ 8
2−x + C .

(d)
∫

2x4+3x3−x2−8x+3
x2−3

dx =
∫
2x2 + 3x+ 5+ x+18

x2−3
dx = 2x3

3 + 3x2

2 + 5x+ 1
2 ln |x2 − 3|+
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3
√
3 ln |x−

√
3

x+
√
3
|+ C .

Ö2.9 (a)
∫

1
x2+2x+2

dx =
∫

1
(x+1)2+1

dx = arctan(x+ 1) + C .

(b)
∫

x
x2−4x+8

dx =
∫ (x−2)+2

(x−2)2+4
dx = 1

2 ln |(x−2)2+4|+ 2
2 tan−1 x−2

2 +C = 1
2 ln |x2−4x+

8|+ tan−1 x−2
2 + C .

(c)
∫

1
x2+5x+6

dx =
∫

1
(x+2)(x+3)dx =

∫
1

x+2 −
1

x+3dx = ln |x+2
x+3 |+ C .

(d)
∫

4x2−10x+9
x3−8x2+25x−26

dx =
∫

1
(x−2)((x−3)2+4)

dx =
∫

1
x−2 + 3(x−3)+11

(x−3)2+4
dx = ln |x − 2| +

3
2 ln |x2 − 6x+ 13|+ 11

2 arctan x−3
2 + C .

Ö2.10 (a)
∫

2x3−7x
x4−8x2+16

dx =
∫

2x
x2−4

+ x
(x2−4)2

dx = {u = x2−4, dudx = 2x} = ln |x2−4|+ 1
8−2x2+C .

(b)
∫

2x4−2x3+8x2−17x+51
x3−x2−x−15

dx =
∫
2x + 9

x−3 + x−2
x2+2x+5

dx = x2 + 9 ln |x − 3| + 1
2 ln(x2 +

2x+ 5)− 3
2 arctan x+1

2 + C .
(c)
∫

2x3−2x2+x+1
(1−2x2)2

dx =
∫

x−1
2x2−1

+ 2x
(2x2−1)2

dx = 1
4 ln(2x2−1)+ 1

2−4x2− 1
2
√
2
ln |x−1/

√
2

x+1/
√
2
|+C .

(d)
∫

x3−5x2+9x−5
(x−2)4

dx =
∫

1
x−2 +

1
(x−2)2

+ 1
(x−2)3

+ 1
(x−2)4

dx = ln |x−2|− 1
x−2 −

1
2(x−2)2

−
1

3(x−2)3
+ C .

Ö2.11 (a)
∫ √

2π
0 |x sin(x2)|dx =

{
u = x2, u(0) = 0, u(

√
2π) = 2π, dudx = 2x

}
=
∫ 2π
0 | sin(u)|/2du =∫ π

0 sin(u)/2du+
∫ 2π
π − sin(u)/2du = 2.

(b)
∫ 2

1
2
|x−1

x |dx = −
∫ 1

1
2

x−1
x dx+

∫ 2
1

x−1
x dx = 1

2 .
(c)∫ π

2

−π
2

| cosx(1
2
− sin2 x)|dx =

{
u = sinx, u(−π

2
) = −1, u(π

2
) = 1,

du

dx
= cosx

}
(27)

=

∫ 1

−1
| cosx(1

2
− u2)|/ cosxdu (28)

= 2

∫ 1

0
|1
2
− u2|du = 2

∫ 1/
√
2

0

1

2
− u2du+ 2

∫ 1

1/
√
2
u2 − 1

2
du =

1

3
(2
√
2− 1). (29)

(d)
∫ 2π
0 |x sinx|dx =

∫ π
0 x sinxdx−

∫ 2π
π x sinxdx = 4π.

Ö2.12 (a) d
dx3x+ 1 = 3.

∫ 2
1

√
1 + (3)2dx =

[√
10x
]2
1
=
√
10.

(b) d
dx

2x3/2

3 =
√
x.
∫ 0
−1

√
1 + (

√
x)2dx =

[
2(1+x)1.5

3

]0
−1

= 2(1+0)1.5

3 − 2(1+−1)1.5

3 = 2
3 .

(c) d
dxkx = k.

∫ b
0

√
1 + k2dx =

√
1 + k2b.

(d) d
dxx
√
4x = 3

√
x.
∫ 1/9
0

√
1 + (3

√
x)2dx =

[
2(1+9x)1.5

9×3

]1/9
0

= 2×21.5

27 − 2
27 = 4

√
2−2
27 .

Ö2.13 (a) d
dx lnx − x2

8 = 1
x −

x
4 .
∫ 3
1

√
1 + ( 1x −

x
4 )

2dx =
∫ 3
1

√
( 1x + x

4 )
2dx =

[
lnx+ x2

8

]3
1
=

ln 3 + 32

8 − ln 1− 12

8 = ln 3 + 1.
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(b) d
dx

2x3

3 + 1
8x = 2x2− 1

8x2 .
∫ 2
1

√
1 + (2x2 − 1

8x2 )2dx =
∫ 2
1 2x2+ 1

8x2dx =
[
2x3

3 −
1
8x

]2
1
=

2×23

3 − 1
8×2 −

2×13

3 + 1
8×1 = 227

48 .

(c) d
dx

x3/2−12
√
x

6 =
√
x
4 −

1√
x
.
∫ 4
0

√
1 + (

√
x
4 −

1√
x
)2dx =

[
x3/2

6 + 2
√
x
]4
0
= 43/2

6 + 2
√
4 =

16
3 .

(d) d
dx

1
4(

x2

2a − a lnx) = 1
4(

x
a −

a
x).
∫ t
1

√
1 + (14(

x
a −

a
x))

2dx =
[
1
4(

x2

2a + a lnx)
]t
1
= 1

4(
t2

2a +

a ln t)− 1
4(

12

2a + a ln 1) = t2−1+2a2 ln t
8a .

Ö2.14 (a) V =
∫ 3
0 (2y)

2dy =
[
4y3

3

]3
0
= 36 cm3.

(b) Radien på bottenarean är r =
√
100/π = 10/

√
π cm2. V = 2

∫ 5
0 π( rx5 )

2dx = 2πr253

75 =
1000
3 cm3.

(c) Kroppen har rektangulärt tvärsnitt x× (h− x). V =
∫ h
0 xh− x2dx = h3

2 −
h3

3 = h3

6 .
(d)
∫ h
0

z
z2+1

dx =
[
1
2 ln(z2 + 1)

]h
0
= 1

2 ln(h2 + 1)− 1
2 ln 1 = 1

2 ln(h2 + 1).

Ö2.15 (a) π
∫ 2
0 (x

2)2dx = π
∫ 2
0 x4dx = π

[
x5

5

]2
0
= π 25

5 = 32π
5 .

(b) π
∫ 1
0 (x

2+x)2dx = π
∫ 1
0 x4+2x3+x2dx = π

[
x5

5 + x4

2 + x3

3

]1
0
= π(15 +

1
2 +

1
3) =

31π
30 .

(c)π
∫ π

4
0 (sin(x)−1)2dx = π

∫ π
4
0 sin2 x−2 sinx+1dx = π

[
1
2(3x+ 4 cosx− sinx cosx)

]π
4
0
=

π
2 (3

π
4 + 4 cos π

4 − sin π
4 cos π

4 − (0 + 4 cos 0− sin 0 cos 0)) = 3π2

8 +
√
2π − 9π

4 .

(d) π
∫ 1

2
0 (
√
xex)2dx = π

∫ 1
2
0 xe2xdx = {part. int.} = π

[
1
4e

2x(2x− 1)
] 1
2
0
= π(14e

1(21
2 −1)−

1
4e

0(0− 1)) = π
4 .

Ö2.16 (a) 2π
∫ e
1 x( 1

x2 )dx = 2π
∫ e
1

1
xdx = 2π [lnx]e1 = 2π(ln e− ln 1) = 2π.

(b) 2π
∫ a
0 x(cosx2)dx = {u = x2} = 2π

∫ x=a
x=0

cosu
2 du = 2π

[
sinx2

2

]a
0

= 2π( sin a2
2 ) =

π sin a2.
(c) 2π

∫ 2
0 x(4− x2)dx = 2π

∫ 2
0 4x− x3dx = 2π

[
2x2 − x4

4

]2
0
= 2π(2× 22 − 24

4 ) = 8π.

(d) 2π
∫ 3
1

x
x2+3

dx = 2π
[
1
2 ln(x2 + 3)

]3
1
= 2π(12 ln(32 + 3)− 1

2 ln(12 + 3)) = π ln 3.

Ö2.17 (a) π
∫ 1
0 (x)

2 − (x2)2dx = π
∫ 1
0 x2 − x4dx = π

[
x3

3 −
x5

5

]1
0
= π(13 −

1
5) =

2π
15 .

(b) 2π
∫ 1
0 x(x− x2)dx = 2π

∫ 1
0 x2 − x3dx = 2π

[
x3

3 −
x4

4

]1
0
= 2π(13 −

1
4) =

π
6 .

(c) 2π
∫ 1
0 (x+ 2)(x− x2)dx = 2π

∫ 1
0 −x

3 − x2 + 2xdx = 2π
[
−x4

4 −
x3

3 + x2
]1
0
= 5π

6 .

(d) π
∫ 1
0 (2 − x2)2 − (2 − x)2dx = π

∫ 1
0 x4 − 5x2 + 4xdx = π

[
x5

5 −
5x3

3 + 2x2
]1
0
=

π(15 −
5
3 + 2) = 8π

15 .

Ö2.18 (a) Triangeln begränsas av y = 3−x
2 . 2π

∫ 3
1 x(3−x

2 )dx = 2π
[
3x2

4 −
x3

6

]3
1
= 2π(3×32

4 − 33

6 −

(3×12

4 − 13

6 )) =
10π
3 .
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(b) 2π
∫ 13/2
7/2 x× 3dx = 2π

[
3x2

2

]13/2
7/2

= 90π.

(c) Vi studerar övre halvan och multiplicerar med 2. Cirkeln begränsas av 0 ≤ y ≤
√
4− x2 och

0 ≤ x ≤ 2. Volymen ges av 2 · 2π
∫ 2
0 x
√
4− x2 dx = {u = 4 − x2, du = −2xdx} =

2π
∫ 4
0 u1/2 du = 32π

3 .

(d) Kurvan är y =
√
1− x2

22
från y-axeln till 2, men integralen behöver multipliceras med 2 för

att få med området under x-axeln. 2π
∫ 2
0 2x

√
1− x2

4 dx = {substituera u = 1 − x2/4} =

2π

[
−8(1−x2

4
)1.5

3

]2
0

= 16π
3 .

Ö2.19 (a)∆x = 1
2 .M2 =

1
2 × ( 1

1.25 + 1
1.75) =

24
35 ≈ 0.6857.

(b)∆x = 1
2 . T2 =

1
2 ×

( 1
1
+ 1

3/2
)+( 1

3/2
+ 1

2
)

2 = 17
24 ≈ 0.7083.

(c)∆x = 1. S1 = 1× 1
6(

1
1 + 4 1

1.5 + 1
2) =

25
36 ≈ 0.6944.

(d)∆x = 1
2 . S2 =

1
2 ×

1
6(

1
1 + 4 1

1.25 + 1
1.5 + 1

1.5 + 4 1
1.75 + 1

2) =
1747
2520 ≈ 0.69325.

Ö2.20 (a) T2 =
π
2

sin(0)+2 sin(π
2
)+sin(π)

2 = π
2 .

(b)M2 =
1
2((

1
4)

2 + (34)
2) = 5

16 .
(c) Låt f(x) = x2 − x3. Vi harM2 =

1
2f(

1
4) +

1
2f(

3
4) =

3
32 .

(d) S2 = 1
6×2(f(0) + 4f(1/4) + 2f(1/2) + 4f(3/4) + f(1)) = −3

4 . Notera att Simpson är
exakt för kubiska polynom.

Ö2.21 (a)M4 =
π
2

∑4
i=1 sin((iπ)/2− π/4) = 0.

(b) ∆x = 2, xi = {−1, 1, 3, 5}. S4 = 21
6((−3)

2 + 4(−2)2 + 2(−1)2 + 4 × 02 + 2 × 12 +
4× 22 + 2× 32 + 4× 42 + 52) = 152

3 .
(c) S4 = 1 × 1

6(ln 1 + 4 ln 3
2 + 2 ln 2 + 4 ln 5

2 + 2 ln 3 + 4 ln 7
2 + 2 ln 4 + 4 ln 9

2 + ln 5) =
1
6(ln 5 + 2 ln 24 + 4 ln 945

16 ).
(d)∆x = 8. T4 = 81

2(
8−16
8 + 216−16

16 + 224−16
24 + 232−16

32 + 40−16
40 ) = 76

15 .

Ö2.22 Hänsyn måste tas till intervallens olika längd.
(a) 16−0

2 × (
√
0 +
√
16) + 64−16

2 × (
√
16 +

√
64) = 320.

(b) 4−0
2 × (

√
0 +
√
4) + 16−4

2 × (
√
4 +
√
16) + 64−16

2 × (
√
16 +

√
64) = 328.

(c) 1−0
2 × (

√
0 +
√
1) + 25−1

2 × (
√
1 +
√
25) + 64−25

2 × (
√
25 +

√
64) = 326.

(d) 16
2 (
√
0 + 2

√
16 + 2

√
32 + 2

√
48 +

√
64) = 64(2 +

√
2 +
√
3) ≈ 329.4.

Ö2.23 (a) f ′′(x) = 12x2.K = max |f ′′(x)| = 3. |
∫ 1/2
0 x4 dx− T1| ≤ 3(1/2−0)3

12×12
= 1

32 = 0.03125.

(b) f (4)(x) = 24.K = 24. |
∫ 1/2
0 x4 dx− S1| ≤ 24(1/2−0)5

180×14
= 1

240 ≈ 0.00417.

(c) f ′′(x) = 12x2.K = max |f ′′(x)| = 3. |
∫ 1/2
0 x4 dx−M1| ≤ 3(1/2−0)3

24×12
= 1

64 ≈ 0.01563.

(d) f ′′(x) = 12x2.K = max |f ′′(x)| = 3. |
∫ 1/2
0 x4 dx− T2| ≤ 3(1/2−0)3

12×22
= 1

128 ≈ 0.00782.

Ö2.24 Det exakta värdet är
∫ 1/2
0 x4 dx = 1

160 = 0.00625.
(a) 1

2 ×
1
2(0 + (1/2)4) = 0.015625.E ≈ 0.00938.
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(b) 1
2 ×

1
6(0 +

4
44

+ 1
24
) ≈ 0.006510.E ≈ 0.00026.

(c) 1
2 × ( 1

44
) ≈ 0.0019531.E ≈ 0.00429. Ungefär halva felet i T1.

(d) 1
4 ×

1
2(0 +

2
44

+ 1
24
) ≈ 0.008789.E ≈ 0.00254. Ungefär en fjärdedel av felet i T1.

Ö2.25 (a) f ′′(x) = −2x−2.K = max |f ′′(x)| = −f(1) = 2.E ≤ 2(e−1)3

24×32
= (e−1)3

216 .

(b) f (4)(x) = − sinx.K = max |f (4)(x)| = −f(π/2) = 1.E ≤ 1(π−0)5

2880×24
= π5

46080 .

(c) f ′′(x) = −6x.K = max |f ′′(x)| = −f(5) = 30.E ≤ 30(5−1)3

12×42
= 10.

(d) f ′′(x) = 24− 12x2.K = max |f ′′(x)| = f(1) = 12.E ≤ 12(2−0)3

24×102
= 1

25 .

Problem

P2.1 I0 = 1−e−1 ochpartiell integration ger In = −e−1+nIn−1.Därför har vi att I1 = −e−1+I0 =
1− 2e−1, I2 = −e−1 + 2I1 = 2− 5e−1 och I3 = −e−1 + 3I2 = 6− 16e−1

P2.2 Vi får med variabelsubstitutionen t̄ = t− τ ,∫ t

0
f(τ)g(t− τ) dτ = −

∫ 0

t
f(t− t̄)g(t̄) dt̄ =

∫ t

0
f(t− t̄)g(t̄) dt̄.

P2.3 Vi låter funktionen f(x) =
√
1− x2 rotera kring x-axeln för−1 ≤ x ≤ 1. Vi har att f ′(x) =

− x√
1−x2

= − x
f(x) . Arean ges därför av S = 2π

∫ 1
−1 f(x)

√
1 + (x/f(x))2 dx =

= 4π
∫ 1
0

√
f(x)2 + x2 dx = 4π.

P2.4 Volymen ges av π
∫∞
1 x2λ dx <∞ om λ < −1

2 enligt satsen om p-integraler.

P2.5 Det vinkelräta avståndet mellan origo och linjen är 5/
√
2. Vi söker alltså volymen av en torus där

ringen har radie 1 och avståndet från ringens centrum till torusens centrum är 5/
√
2. Volymen ges

(enligt exempel i boken) av 2π2 · 12 · 5/
√
2 = 5

√
2π2.

P2.6 Hörnen ligger i [2, 2], [2− 2
√
3, 0] och [2 + 2

√
3, 0]. Triangeln delas i två halvor. Vänstra halvans

bidrag ges av 2π
∫ 2
2− 2√

3

x(
√
3x+2−2

√
3)dx = 2π

[
x3
√
3
+ (1−

√
3)x2

]2
2− 2√

3

= 2π( 23√
3
+(1−

√
3)22−(

(2− 2√
3
)3

√
3

+(1−
√
3)(2− 2√

3
)2)) = π( 8√

3
− 8

9).Högra halvan ger2π
∫ 2+ 2√

3

2 x(−
√
3x+

2 + 2
√
3)dx = π( 8√

3
+ 8

9). Summa 16π√
3
.

P2.7 Låt xi = i/n, i = 0, . . . , n och xi+ 1
2
= (i+ 1

2)/n, i = 0, . . . , n−1. Vidare låter vi yj = f(xj).
Då gällerTn = 1

n(
1
2y0+y1+y2+ · · ·+yn−1+

1
2yn) ochMn = 1

n(y 1
2
+ · · ·+yn− 1

2
). Samtidigt

gäller att,

Sn =
1

n
· 1
6
· (y0 + 4y 1

2
+ 2y1 + 4y1+ 1

2
+ ...+ 4yn− 1

2
+ yn)

=
1

3
· 1
n
· (1
2
y0 + y1 + y2 + · · ·+ yn−1 +

1

2
yn) +

2

3
· 1
n
(y 1

2
+ · · ·+ yn− 1

2
)

=
Tn + 2Mn

3
.
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P2.8 Vi har att I =
∫ 2
1 x3 dx = 15

4 .T2 = (t−1)1+t3

2 +(2−t) t3+8
2 > I för alla t eftersom funktionen

har positiv andraderivata. Vi låter felet e(t) = T2 − I och söker dess minimum. Vi får

0 = 2e′(t) = 1 + t3 + (t− 1)3t2 − t3 − 8 + (2− t)3t2 = −7 + 3t2,

vilket innebär att t =
√
7√
3
.

P2.9 Trapetsmetoden approximerar f(x)med en linjen h−1(f(0)(h−x)+ f(h)x). Låt det punktvisa
felet betecknas e(x) = f(x) − h−1(f(0)(h − x) + f(h)x). Vi har att e(0) = e(h) = 0 och
att e′′(x) = f ′′(x). Vidare gäller

∫ h
0 f(x) dx − T1 =

∫ h
0 e(x) dx. Vi noterar att två partiella

integrationer ger∫ h

0
x(h− x)e′′(x) dx = −

∫ h

0
(h− 2x)e′(x) dx = 2

∫ h

0
xe′(x) dx = −2

∫ h

0
e(x) dx.

Alltså gäller

|
∫ h

0
f(x) dx−T1| = |

∫ h

0
e(x) dx| = 1

2
|
∫ h

0
x(h−x)e′′(x) dx| ≤ K

2

∫ h

0
x(h−x) dx =

Kh3

12
.

P2.10 Vihar attS1 =
b−a
6

(
a3 + 0.5(a+ b)3 + b3

)
= b−a

4 (b3+b2a+ba2+a3) = b4−a4

4 =
∫ b
a x3 dx.

Kapitel 3

Övningar

Ö3.1 (a) Ordinär, ordning 1. (b) Partiell, ordning 2. (c) Ordinär, ordning 4.
(d) Partiell, ordning 2.

Ö3.2 (a) Partiell, ordning 1. (b) Ordinär, ordning 4. (c) Ordinär, ordning 2.
(d) Partiell, ordning 2.

Ö3.3 (a) u′′ = − cos(x). u′′ + u = cos(x)− cos(x) = 0. Funktionen är en lösning.
(b) u′′ = −9 sin(3x). u′′ + u = sin(3x)− 9 sin(3x) = −8 sin(3x). Funktionen är ej en lösning.
(c) u′′ = −2 cos(x) − 3 sin(x). u′′ + u = 2 cos(x) + 3 sin(x) − 2 cos(x) − 3 sin(x) = 0.
Funktionen är en lösning.
(d) u′′ = − sin(x− 1). u′′ + u = sin(x− 1)− sin(x− 1) = 0. Funktionen är en lösning.

Ö3.4 (a) f ′ = 1
(C−x)2

, 1
(C−x)2

=
(

1
C−x

)2
. Funktionen är en lösning.

(b) f ′ = 1
2
√
x
, 2/( 1

2
√
x
) = 4

√
x ̸=
√
x. Funktionen är ej en lösning.

(c) f ′ = cos(xy), sin 2x
cos(x) =

2 sin(x) cos(x)
cos(x) = 2 sin(x). Funktionen är en lösning.

(d) f ′ = k2

cos2(kx) , f
′′ = 2k3 sin(kx)

cos3(kx) , 2k tan(kx) k2

cos2(kx) =
2k3 sin(kx)
cos3(kx) . Funktionen är en lösning.

Ö3.5 (a) t.ex. u = 3x+ 1. (b) t.ex. u = ex. (c) t.ex. u = ekx. (d) t.ex. u = x+1
x .
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Ö3.6 (a) f(u) = u är kontinuerlig ∀x, u. |f(u1) − f(u2)| = |u1 − u2| = |u1 − u2| alltså Lipschitz-
kontinuerlig med konstant 1. Det finns ett entydigt u i en omgivning till [0, 1]. Funktionen är ex.
(b) f = ku är kontinuerlig ∀x, u. |f(u1) − f(u2)| = |ku1 − ku2| = |k||u1 − u2|. Låt
L = |k| ⇒ |ku1−ku2| ≤ L|u1−u2|. f är alltså Lipschitzkontinuerlig och det finns ett entydigt
u i en omgivning till [0, 2]. Funktionen är 2ex.
(c) f = u′ är kontinuerlig på rektangeln x ∈ [0,∞], u ∈ [0,∞], men df

du = 3u−1/4 är inte be-
gränsad i x = 0. f är alltså inte Lipschitzkontinuerlig på rektangeln. Villkoren för entydig lösning
är därför inte uppfyllda och vi kan bestämma två lösningar u = x4 och u = 0.
(d) f = u′ är kontinuerlig ∀u. f är visserligen inte Lipschitzkontinuerlig ∀u, eftersom f ′ går mot
oändligheten då u ökar, men på en rektangel a < x < b, c < u < d innehållande [0, 2] är
|1− u21 − (1− u22)| = |u1 − u2||u1 + u2| ≤ L|u1 − u2| förL = 2max(|c|, |d|). Villkoren för
entydig lösning är alltså uppfyllda. (Lösningen är u = 3e2x+1

3e2x−1
.)

Ö3.7 (a) Skriv somϕ(x) = ϕ(0)+
∫ x
0 2ϕdtmed startgissningϕ0 = 1.ϕ1 = 1+

∫ x
0 2×1 dt = 1+2x.

ϕ2 = 1 +
∫ x
0 2(1 + 2t) dt = 1 + 2x + 2x2. ϕ3 = 1 + 2x + 2x2 + 4x3

3 och i allmänna fallet
ϕn =

∑n
k=0

(2x)k

k! vilket är Taylorutvecklingen för lösningen, e2x.
(b) Börjamedϕ0 = 1. Iteration avϕn(x) = 1+

∫ x
0 −ϕn−1(t)t dt ger 1− x2

2 + x4

8 − ... = e−x2/2.
(c) Startgissning ϕ0 = 2 och ϕi =

∫ x
0 ϕn−1(t)− t dt ger 1 + x+ 1+ x+ x2

2 + x3

6 + x4

24 + ... =
1 + x+ ex.
(d) Startgissningϕ0 = 0 ochϕi =

∫ x
0 2t(1+ϕn−1(t)) dt gerx2+ x4

2! +
x6

3! + ...+ x2n

n! = ex2−1.

Ö3.8 (a) u du = 3x dx.
∫
u du =

∫
3x dx⇔ u2

2 = 3x2

2 + C ′ och u2 = 3x2 + C .

(b) 1
u du = x2 dx.

∫
1
u du =

∫
x2 dx⇔ lnu = x3

3 + C ′ och u = Ce
x3

3 .

(c) 1
u du = (1− x) dx.

∫
1
u du =

∫
1− x dx⇔ lnu = 2x−x2

2 + C ′ och u = Ce
2x−x2

2 .
(d) u du = x + sin(x) dx.

∫
u du =

∫
x + sin(x) dx ⇔ u2

2 = x2

2 − cos(x) + C ′ eller
u2 = x2 − 2 cos(x) + C .

Ö3.9 (a)
∫

du
eu =

∫
cos(x) dx⇔ −e−u = sin(x) + C ′ och u = − ln(C − sin(x)).

(b)
∫

du
u2 =

∫
dx⇔ −u−1 = x+ C ′ eller u = 1

C−x .

(c)
∫

dx
4−x2 =

∫
du⇔ u = 1

4 ln |x+2
x−2 |+ C ′ eller x = 2(e4u−e4C)

e4C+e4u .
(d)
∫
vdv =

∫
gds⇔ v2 = 2gs+ C eller v = ±

√
2gs+ C .

Ö3.10 (a) Låt v = u/x, du
dx = v + x dv

dx och dela täljare och nämnare med x2. v2 + v = v + x dv
dx ⇔

dv
dx = v2

x .
∫

dx
x =

∫
dv
v2
⇔ ln |x| = C ′ − 1

v . Substitution av v mot u/x ger ln |x| = C ′ − x
u eller

u = x
C−ln |x| (medC = −C ′).

(b) Låt v = u/x och dela täljare och nämnare med x2. v + x dv
dx = 1−v

v−v2
= 1

v .
∫

v
1−v2

dv =∫
dx
x = {u = 1 − v2} ⇔ −1

2

∫
du
u =

∫
dx
x ⇔ − ln |u| = 2 ln |x| + C1 = lnC2x

2 ⇔
|1− v2| = |1− u2/x2| = C3

x2 eller x2 − u2 = C4.
(c) v = u

x ⇒ v + ev = v + x dv
dx .
∫

dx
x =

∫
e−v dv ⇔ e−v = C − ln |x|. Substitution ger

e−u/x = C − ln |x| och u = −x ln(C − ln(x)).
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(d) v + x dv
dx =

√
v + v ⇔

∫
dv√
v
=
∫

dx
x ⇔ 2

√
v = ln |x|+ C och u = x

4 (ln |x|+ C)2.

Ö3.11 (a)
∫

du
u+1 =

∫
x2 dx⇔ ln |u+1| = x3/3+C ′ ochu = Ce

x3

3 −1.u(0) = C−1 = 2⇒ C = 3,

u = 3e
x3

3 − 1
(b) Substituera u = vx. v + x dv

dx = (cos(v/2))−1 + v.
∫

cos(v/2) dv =
∫

dx
x . 2 sin(v/2) =

ln |x|+ C ′. v = 2 arcsin 1
2(ln |x|+ C ′) eller u = 2x arcsin(ln

√
|x|+ C). x = 1 ger u = 2 om

C = sin 1, så u = 2x arcsin(ln
√
|x|+ sin 1).

(c)
∫
1+ 3u2 du =

∫
dx
x ⇔ u+ u3 = ln |x|+C . u(1) = 2⇒ 2+ 23 = ln 1+C ⇒ C = 10,

u+ u3 = ln |x|+ 10. Kan också uttryckas x = eueu
3

e10 .
(d) Låt u = xu med du

dx = 1
x
du
dx −

u
x2 . 1

x
du
dx −

u
x2 = e−u − u

x2 ⇔
∫
x dx =

∫
eu du.

eu = x2

2 + C ⇔ u = 1
x ln(x

2

2 + C). Begynnelsevillkoret ger u = 1
x ln(x

2

2 − 1).

Ö3.12 (a) Identifiera somu′+fu = gmed f = 1
x och g = x.Med hjälp av en integrerande faktor ges lös-

ningen av u = e−F
∫

eF g dx. F = ln(x)⇒ u = e− ln(x) ∫ eln(x)x dx = 1
x

∫
x2 dx = x2

3 + C
x .

(b) f = 1
x , g = 1

x2 . F = ln(x)⇒ u = 1
x

∫
x× 1

x2 dx = C+ln(x)
x .

(c) u = e−3 ln(x) ∫ e3 ln(x)x dx = x−3
∫
x4 = x2/5 + C/x3

(d) f = 2 + 2x, g = e−x2 , F = 2x+ x2. e−(2x+x2)
∫

e2x+x2e−x2
dx = e−x2

2 + Ce−(2x+x2).

Ö3.13 (a) u′ = −3e−3x, u′′ = 9e−3x. 9e−3x + 2×−3e−3x = 3× e−3x.
(b) u′′ = −4 cos(2x).−4 cos(2x)/4 + cos(2x) = 0.
(c) u′ = C , u′′ = 0. x3 × 0 + 2xC = 2Cx.
(d) u′ = 2x, u′′ = 2. x2 × 2 + 2× x2 = 2x× 2x.

Ö3.14 (a) Låt v = du
dx ⇒

d2u
dx2 = dv

dx .
dv
dx = v/xmed lösning v = C ′x och u =

∫
v dx = Cx2 +D.

(b) d2u
dx2 = v dv

du . Skriv ekvationen som uv dv
du = v2 med lösning v = Cu. Integrera m.a.p. x:

lnu = Cx+D′, u = DeCx.
(c) v dv

du = 2vu med lösning v = u2 + C ′ och u =
∫
v dx ⇒ 1

C arctan u
C = x + D′.

u = C tan(Cx+D).
(d) dv

dx + v = x. Använd integrerande faktor ex och P.I.: v = e−x
∫

exx dx = x − 1 − Ce−x.
u =

∫
v dx = x2/2− x+ Ce−x +D.

Ö3.15 (a) Låt v = du
dx och skriv som dv

dx = xv3 ⇔
∫
v−3 dv =

∫
x dx.−v−2

2 = x2

2 + C ′, v = 1√
C−x2

.
u′(0) = 1⇒ C = 1. Integrera igen: u = arcsinx+D. u(0) = 0⇒ u = arcsinx.
(b) dv

dx + 2 sin(x)
√
v = 0,

∫
dv√
v

= −
∫
2 sin(x) dx.

√
u′ = C + cos(x). Begynnelsevillkor

1 ger C =
√
1 − cos 0 = 0 och u′ = cos2 x. Integration och begynnelsevillkor 2 ger u =

1 + 1
2(x+ sin(x) cos(x)).

(c) v′ = −2xv2. v = 1
x2+4

. u = 1
2 arctan(x2 ).

(d) ln v = ln(cos(x)) + C ′ ⇔ v = C cos(x)medC = 2. u = 2 sin(x).

Ö3.16 (a) 2v dv = 2 sin(x) cos(x) dx. v2 = sin2 x+C medC = 0.u′ = ± sin(x),u = ± cos(x)+D.
u1 = 1− cos(x), u2 = cos(x)− 1.
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(b) ev dv = 3x2 dx. ev = x3 +C medC = 0, u′ = ln(x)3 = 3 ln(x). u = 3x(ln(x)− 1) +D.
u = x(ln(x3)− 3).
(c) ev dv = e

√
2x

√
2x

dx. ev = e
√
2x + C medC = 0, u′ =

√
2x. u = (2x)1.5

3 +D. u = (2x)3/2

3 .
(d) v−2 dv = −2x dx.− 1

v = −x2 + C medC = 1. u′ = 1
1−x2 . Integration och randvillkor ger

u = 1
2 ln |x−1

x+1 |+ 1.

Ö3.17 (a) u′′h = −9A sin(3x) − 9B sin(3x), u′′p = 2. u′′h + 9uh = 0, alltså är uh homogenlösning-
en. u′′p + 9up = 2 + 9x2, så up är partikulärlösning. Med u = uh + up fås u(0) = B = 0,
u′(0) = 3A = 1,A = 1/3. u = 1/3 sin(3x) + x2.
(b) u(0) = A + B + 0 = 0, u′(0) = −3A − 2B + 1 = 0 med lösning A = 1, B = −1.
u = e−3x − e−2x + x.
(c) u(1) = A + B + 1 = 0, u′(−1) = −2A + 3B − 1 = 1 med lösning A = −1, B = 0.
u = 1

x − x2

(d) u(1) = B + 1 = 5,B = 4. u′(1) = A1−ln 1
12
−B/12 + 1 = 1,A = 4. u = 4+4 ln(x)

x + x.

Ö3.18 (a) f ′ = ex, f ′′ = ex. ex − 2ex + ex = 0. u1 = ex. u = v(x)ex, u′ = v′ex + vex,
u′′ = v′′ex + 2v′ex + vex. (v′′ex + 2v′ex + vex) − 2(v′ex + vex) + (vex) = 0 = v′′ex.
v′′ = 0 och v = Cx+D. u = Cxex +Dex.
(b) f ′ = ex, f ′′ = ex. ex − 3ex + 2ex = 0. u1 = ex. u = v(x)ex, u′ = v′ex + vex,
u′′ = v′′ex+2v′ex+ vex. (v′′ex+2v′ex+ vex)− 3(v′ex+ vex)+ 2(vex) = 0 = v′′ex− v′ex.
v′′ = v′ och v = Cex +D. u = Ce2x +Dex.
(c) f ′ = 3e3x, f ′′ = 9e3x. 9e3x − 4 × 3e3x + 3e3x = 0. u1 = e3x. u = v(x)e3x, u′ = v′e3x +
3ve3x,u′′ = v′′e3x+6v′e3x+9ve3x. (v′′e3x+6v′e3x+9ve3x)−4(v′e3x+3ve3x)+3(ve3x) =
0 = v′′ + 2v′. v = Ce−2x +D. u = Cex +De3x.
(d) f ′ = −2e−2x, f ′′ = 4e−2x. 4e−2x − 10e−2x + 6e−2x = 0. u1 = e−2x. u = v(x)e−2x,
u′ = v′e−2x − 2ve−2x, u′′ = v′′e−2x − 4v′e−2x + 4ve−2x. (v′′e−2x − 4v′e−2x + 4ve−2x) +
5(v′e−2x − 2ve−2x) + 6(ve−2x) = 0 = v′′ + v′. v = Ce−x +D. u = Ce−3x +De−2x.

Ö3.19 (a) f ′ = 1, f ′′ = 0. x2× 0+ 3x− 3x = 0. u1 = x. u = xv(x), u′ = xv′ + v, u′′ = xv′′ +2v′.
x2(xv′′+2v′)+3x(xv′+v)−3(xv) = 0 = x3v′′+5x2v′ Substitutionw = v′ gerw = C ′x−5

och v = Cx−4 +D. u = Cx−3 +Dx.
(b)f ′ = ex/2

2 ,f ′′ = ex/2
4 . ex/2

4 + ex/2
2 −

3
4e

x/2 = 0.u1 = ex/2.u = ex/2v(x),u′ = ex/2v′+ ex/2
2 v,

u′′ = ex/2v′′+2 ex/2
2 v′+ ex/2

4 v. (ex/2v′′+2 ex/2
2 v′+ ex/2

4 v)+ (ex/2v′+ ex/2
2 v)− 3/4(ex/2v) =

0 = v′′ + 2v′ och v = Ce−2x +D. u = Ce−3x/2 +Dex/2.
(c) f ′ = − sin(x), f ′′ = − cos(x). − cos(x) + cos(x) = 0. u1 = cos(x). u = cos(x)v(x),
u′ = cos(x)v′ − sin(x)v, u′′ = cos(x)v′′ − 2 sin(x)v′ − cos(x)v. cos(x)v′′ − 2 sin(x)v′ −
cos(x)v) + cos(x)v = 0 = cos(x)v′′ − 2 sin(x)v′. Substitution w = v′ ger w = C

cos2 x och
v =

∫
w dx = C tanx+D. u = C sin(x) +D cos(x).

(d) f ′ = −1
x2 , f ′′ = 2

x3 . x2 2
x3 + 3x−1

x2 + 1
x = 0. u1 = 1

x . u = 1
xv(x), u

′ = 1
xv

′ + −1
x2 v,

u′′ = 1
xv

′′+2−1
x2 v

′+ 2
x3 v. x2( 1xv

′′+2−1
x2 v

′+ 2
x3 v)+3x( 1xv

′+ −1
x2 v)+( 1xv) = 0 = xv′′+v′,

v′ = C/x och v = C ln(x) +D. u = C ln(x)
x + D

x .

Ö3.20 (a) f ′ = 1, f ′′ = 0. x2× 0+ (x2− 2x)× 1+ (2−x)x = 0. u1 = x. u = xv(x), u′ = xv′+ v,
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u′′ = xv′′ +2v′. x2(xv′′ +2v′) + (x2− 2x)(xv′ + v) + (2− x)(xv) = 0 = x3v′′ + x3v′ och
v = Ce−x +D. u = Cxe−x +Dx.
(b) f ′ = 2x, f ′′ = 2. 2x2 − 4x × 2x + 6x2 = 0. u1 = x2. u = x2v(x), u′ = x2v′ + 2xv,
u′′ = x2v′′ +4xv′ +2v. x2(x2v′′ +4xv′ +2v)− 4x(x2v′ +2xv) + 6(x2v) = 0 = x4v′′ och
v = Cx+D. u = Cx3 +Dx2.
(c) f ′ = 2x, f ′′ = 2. 2x2 − 2x × 2x + 2x2 = 0. u1 = x2. u = x2v(x), u′ = x2v′ + 2xv,
u′′ = x2v′′+4xv′+2v.x2(x2v′′+4xv′+2v)−2x(x2v′+2xv)+2(x2v) = 0 = x4v′′+2x3v′

och v = C/x+D. u = Cx+Dx2.
(d) f ′ = 2 cos(2x), f ′′ = −4 sin(2x). −4 sin(2x) + 4 sin(2x) = 0. u1 = sin(2x). u =
sin(2x)v(x), u′ = sin(2x)v′ + 2 cos(2x)v, u′′ = sin(2x)v′′ + 4 cos(2x)v′ − 4 sin(2x)v.
(sin(2x)v′′ + 4 cos(2x)v′ − 4 sin(2x)v) + 4(sin(2x)v) = 0 = sin(2x)v′′ + 4 cos(2x)v′ och
v = C ′ ∫ dx

sin2 2x = − C′

2 tan 2x +D. u = C cos(2x) +D sin(2x).

Ö3.21 (a) r1 = −2
2 +

√
22

4 −−3 = 1. r2 = −2
2 −

√
22

4 −−3 = −3. u = Aet +Be−3t.

(b) r1 = −4
2 +

√
42

4 − 4 = −2. r2 = −4
2 −

√
42

4 − 4 = −2. Dubbelrot, så vi behöver multi-
plicera en av lösningarna med t. u = Ae−2t +Bte−2t.

(c) r1 = −8
2 +

√
82

4 − 7 = −1. r2 = −8
2 −

√
82

4 − 7 = −7. u = Ae−t +Be−7t.

(d) r1 = −2
2 +

√
22

4 − 1 = −1. r2 = −2
2 −

√
22

4 − 1 = −1. u = Ae−t +Bte−t.

Ö3.22 (a) r1 = −−2
2 +

√
22

4 − 5 = 1 + 2i. r2 = −−2
2 −

√
22

4 − 5 = 1 − 2i. u = Ae(1+2i)t +

Be(1−2i)t = A′et cos(2t) +B′et sin(2t).

(b) r1 = −4
2 +

√
42

4 − 8 = −2 + 2i. r2 = −4
2 −

√
42

4 − 8 = −2 − 2i. u = Ae(−2+2i)t +

Be(−2−2i)t = A′e−2t cos(2t) +B′e−2t sin(2t).
(c) r1 = 0. r2 = −8. u = A+Be−8t.
(d) r1 = −−2

2 +
√

22

4 − 10 = 1 + 3i. r2 = −−2
2 −

√
22

4 − 10 = 1 − 3i. u = Ae(1+3i)t +

Be(1−3i)t = A′et cos(3t) +B′et sin(3t).

Ö3.23 (a) r1 = 2−10
2×2 +

√
(2−10
2×2 )

2 − 6
2 = −1. r2 = 2−10

2×2 −
√
(2−10
2×2 )

2 − 6
2 = −3. u = A/x+B/x3.

(b) r1 = 1−3
2 +

√
(1−3

2 )2 − 5 = −1 + 2i. r2 = 1−3
2 −

√
(1−3

2 )2 − 5 = −1 − 2i. u =

Ax−1 cos(2 ln(x)) +Bx−1 sin(2 ln(x)).
(c) r1 = 2−6

2×2 +
√
(2−6
2×2)

2 − 2
2 = −1. r2 = 2−6

2×2 −
√
(2−6
2×2)

2 − 2
2 = −1. u = Ax−1 +

B ln(x)x−1.
(d) r1 = 1+3

2 +
√
(1+3

2 )2 + 5 = 5. r2 = 1+3
2 −

√
(1+3

2 )2 + 5 = −1. u = Ax5 +B/x.

Ö3.24 (a) Ansätt up = Aex och sätt in i ODE:n: u′′p + 2u′p + up = Aex + 2Aex + Aex = 4Aex =

f(x) = ex.A = 1/4 och up = ex
4 .

(b) Vi kan inte ansätta up = Ae2x eftersom up då blir homogenlösning till ekvationen. Vi multi-
plicerar med x: up = Axe2x. u′′p−3′up+2up = 4e2x(Ax+A)−3e2x(2Ax+A)+2e2xAx =
Ae2x = e2x. SåA = 1 och up = xe2x.
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(c) Vi kanmed gott samvete ansätta up = A sin(x)+B cos(x) vilket ger−A sin(x)−B cos(x)−
3(A cos(x)−B sin(x)) + 2(A sin(x) +B cos(x)) = (A+ 3B) sin(x) + (B − 3A) cos(x) =
sin(x).A+ 3B = 1,B − 3A = 0.A = 1

10 ,B = 3
10 . up =

sin(x)
10 + 3 cos(x)

10 .
(d) Vi ansätter ett polynom up = Ax+B. 4A+2Ax+2B = x.A = 1

2 ,B = −1. up = x
2 − 1.

Ö3.25 (a)Ansättup = Ax2+Bx+C .2x2 = 6A−2Ax−B+Ax2+Bx+C = Ax2+(−2A+B)x+
6A−B +C .A = 2,−2A+B = 0, 6A−B +C = 0.B = 4,C = −8. up = 2x2 +4x− 8.
(b) A cos(3x) + B sin(3x) är homogenlösning, så ansätt Ax cos(3x) + Bx sin(3x). cos(3x) =
cos(3x)(6B−9Ax)−3 sin(3x)(2A+3Bx)+9(Ax cos(3x)+Bx sin(3x)).−3(2A+3Bx)+
9Bx = 0, 6B − 9Ax+ 9Ax = 1.B = 1/6,A = 0. up = x/6 sin(3x).
(c) Eftersom vänsterledet innehåller ett polynom av grad 1 ansätter viup = (Ax+B)e2x.u′′+u =
4e2x(Ax + A + B) + (Ax + B)e2x = xe2x. 4A + A = 1, 4(A + B) + B = 0. A = 1/5,
B = −4/25. up = xe2x

5 −
4e2x
25 .

(d) Vi vill ansätta up = (Ax + B)ex, men den funktionen är homogenlösning till DE:n. Om vi
ansätter up = x(Ax+B)ex, så är en av termerna i up (Bxex) fortfarande en homogenlösning. Vi
måste därför ansätta up = x2(Ax + B)ex. (Ax3 + 6Ax2 + 6Ax + Bx2 + 4Bx + 2B)ex −
2(Ax3 + 3Ax2 + Bx2 + 2Bx)ex + (Ax3 + Bx2)ex = xex. 6A + 4B − 4B = 1, 2B = 0.
up =

1
6x

3ex.

Problem

P3.1 d
du

√
u− 1 = 1

2
√
u−1

saknar värde i u = 1, så funktionen är inte Lipschitzkontinuerlig på någon
rektangel innehållande (1, 1). Det finns två lösningar u1 = 1 och u2 = 1

4(x
2 − 2x + 5). För att

bestämma u2, låt v = u− 1, dv
dx =

√
v med lösningen x+ C = 2

√
v ⇔ v = 1

4(x+ C)2 vilket
efter substitution och med begynnelsevillkoret ger u2. Lösningen är alltså inte entydig.

P3.2 Vi har ∥f∥pp =
∫ b
a |f |

p dx ≤ maxx∈[a,b] |f |p
∫ b
a 1 dx = (b − a)

(
maxx∈[a,b] |f |

)p. Resultatet
följer genom att upphöja till 1/p på båda sidor.

P3.3 Eftersom f(u) = u är Lipschitz kontinuerlig har vi existens av lösning i en omgivning till [0, 1]. Vi
har v(0) = u(0)2 = 1 och v′ = 2uu′ = 2u2u2 = 2v.

P3.4 Låt x = 2 så får vi u(2) = 1. Derivera ekvationen u′(x) = u2(x) = u2(x). Variabelseparation
ger x+C =

∫
1 dx =

∫
1

u2(x)
du = − 1

u(x) . Instättning av u(2) = 1 gerC = −3. Sammantaget
får vi u(x) = 1

3−x .

P3.5 Låt v(x) = y′(x). Vi får v′ = v2 som är separabel. Vi får
∫

1
v2

dv =
∫
1 dx = x + C . Vi får

−1/v(x) = x + C . Begynnelsevillkoret ger v(0) = 1 vilket ger C = −1. Vi får v(x) = 1
1−x .

Därför får vi y(x) =
∫

1
1−x dx = − ln(1 − x) + C . Begynnelsevillkoret ger 0 = y(0) = C . Vi

får y(x) = − ln(1− x).

P3.6 Låt v(x) = ln(x) i ekvationerna (3.85-3.88) får vi axr+1(xv′′(x) + v′(x)) = axr+1(−x−1 +
x−1) = 0 vilket innebär att xr ln(x) löser Eulers ekvation med dubbelrot r1 = r2 = r.

P3.7 Den karaktäristiska ekvationen r4 − 1 = 0med faktorer (r + 1)(r − 1)(r + i)(r − 1) = 0. Vi
ansätter u(t) = C1e

t+C2e
−t+C3 sin(t)+C4 cos(t) som löser ekvationen. Eftersom lösningen

ska gå mot noll då t→∞måsteC1 = C3 = C4 = 0. Alltså u(t) = e−t.
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P3.8 Vi ansätter u = ert vilket ger den karaktäristiska ekvationen r3 + 2r2 − r − 2. Vi ser genom
insättning att en lösning ges av r = 1. Vi faktoriserar polynomet r3+2r2−r−2 = (r−1)(r2+
3r + 2) = (r − 1)(r + 1)(r + 2) vars nollställen ges av r1 = 1, r2 = −1 och r3 = −2. Vi
har tre oberoende lösningskandidater och den allmänna lösningen ges därför som u(t) = C1e

t +
C2e

−t + c3e
−2t.

P3.9 Vi ansätter u(x) = Ax2 +Bx+C och får x2 = 2Ax2 + 2Ax2 +Bx+Ax2 +Bx+C vilket
uppfylls omA = 1/5 ochB = C = 0. Vi får u(x) = 1

6x
2.

P3.10 Vi har att ∂u(x−ct)
∂t + c∂u(x−ct)

∂x = −cu′(x− ct) + cu′(x− ct) = 0.

Kapitel 4

Övningar

Ö4.1 (a) Vi har att et cos(t) ≤ et för t > 0. Alltså gäller att |et cos(t)| ≤ Ceat håller med C = a =
1 och Laplacetransformen är väldefinierad för Re(s) > 1 (b) Vi har att e3t sin(t) ≤ e3t för
t > 0. Alltså gäller att |e3t sin(t)| ≤ Ceat håller med C = 1, a = 3 och Laplacetransformen är
väldefinierad för Re(s) > 3 (c) För varje a > 0 vill vi välja C så att t ≤ Ceat. Vi får att C ≥
f(t) := te−at. Funktionen f(t) är större än eller lika med 0 och har sitt maximum då dess derivata
är noll alltså f ′(t) = e−at(1 − at) = 0. Det ger t = 1/a och att maximum blir maxt f(t) =
a−1e−1. Vi väljer C = a−1e−1 och får att för varje a > 0 finns C så att t ≤ Ceat. Alltså är
Laplacetransformen väldefinierad för alla Re(s) > 0 (d) Eftersom Ceat > D för t > 0 är
sant för a > 0 och C > D där D är en konstant är denna Laplacetransform med C = 3000
väldefinierad förRe(s) > 0

Ö4.2 (a) För varje a > 0 vill vi väljaC så att t2 ≤ Ceat. Vi får attC ≥ f(t) := t2e−at. Funktionen f(t)
är större än eller lika med 0 och har sitt maximum då dess derivata är noll alltså f ′(t) = te−at(2−
at) = 0. Det ger t = 2

a och att maximum blir maxt f(t) = 4a−2e−2. Vi väljer C = 4a−2e−2

och får att för varje a > 0 finnsC så att t2 ≤ Ceat. Alltså är Laplacetransformen väldefinierad för
allaRe(s) > 0 (b) (t + 1)(t − 1) kan förenklas till t2 − 1. Med samma argument som i 14.2a)
följer det attRe(s) > 0 (c) Ansätt g(t) = tet. För t > 0 följer att g(t) < g(t)ebt för alla b > 0.
Med a = 1 + b fås att tet < Ceat med C = 1 för alla a > 1. Detta medför Re(s) > 1 (d)
e2tsin2(t) < e2t. Detta medför att med C = 1 fås e2tsin2(t) < eat för a = 2. Detta medför
Re(s) > 2

Ö4.3 (a) På grund av linjäritet får vi L(3t + t2)(s) = 3L(t)(s) + L(t2)(s) = 3
s2

+ 2
s3

. (b) På
grund av linjäritet får vi L(t + 3t2)(s) = L(t)(s) + 3L(t2)(s)= 1

s2
+ 6

s3
(c) På grund av

linjäritet får vi L(2t−2t2)(s)
s = 2L(t)(s)−2L(t2)(s)

s = 2
s3

+ 4
s4

(d) På grund av linjäritet får vi
L(t(a+ bt))(s) = aL(t)(s) + bL(t2)(s) = a

s2
+ 2b

s3

Ö4.4 (a) Vi har attL(t)(s) = 1
s2

. Linjäritet ger att f(t) = 7t. (b) Vi har attL(t3)(s) = 6
s4

. Linjäritet
ger att f(t) = 2t3 (c) Vi har att L(t)(s) = 1

s2
, L(t2)(s) = 2

s3
, L(t3)(s) = 6

s4
. Linjäritet ger

f(t) = t+ t2/2 + t3 (d) Vi har attL(e4t)(s) = 1
s−4 . Linjäritet ger f(t) = 3e4t

Ö4.5 (a) 10sin(t2)e3t ≤ 10e3t, ty sin(x) = [−1, 1]∀x. Detta ger a = 3,C = 10 (b) Ansätt g(t) =
5et. LaPlacetransformen för g(t) är väldefinierad för C = 5, a = 5. Det är trivialt att t < et för
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alla t > 0. Alltså är tg(t) < 5e5tet = 5e6t. Alltså a = 6, C = 5 (c) Ej möjligt eftersom f(t)
växer snabbare än Ceat för samtliga kombinationer av a och C när t går mot oändligheten. Detta
kan visas med L’Hôpitals regel. (d) Eftersom ln(t+1) är strikt växande kan denna funktion inte
begränsas avC allena. Sätt därförC = 1. Vidare, ln(1+t)e(t) < Ceat ⇒ ln(1+t) < Ce(a−1)t.
Finn det maximerade värdet på a genom att lösa ut a och beräkna a(t) = ln(ln(1+t))

t + 1. Detta
ger a ≈ 1.11906. Alltså a = 1.1906,C = 1

Ö4.6 (a) Eftersom L(et)(s) = 1
s−1 och L(t2)(s) = 2

s3
får vi via skalning att L(e5t + (3t)2)(s) =

1
5

5
s−5+

2·33
3s3

= 1
s−5+

18
s3

. (b) EftersomL(te−t)(s) = 1
(s+1)2

ochL(et)(s) = 1
s−1 får vi via skal-

ning att F (s) = 1
(s+1)2

+ 1
s−1 (c) Eftersom L(sin(2t))(s) = 2

(s2+4)2
och L(cos(2t))(s) =

s
(s2+4)

får vi via skalning att F (s) = s+2
s2+4

(d) Eftersom L(et)(s) = 1
(s−1) , L(e

2t)(s) =
1

(s−2) ,...,L(e
nt)(s) = 1

s−n får vi via skalning F (s) = 1
s−1 + 1

s−2 + ...+ 1
s−n

Ö4.7 (a) Exponentiell skalning gerL(e4t cos(t)) = s−4
(s−4)2+1

= s−4
s2−8s+17

. Eftersom | cos(t) ≤ 1| gäller
att Laplacetransformen är väldefinierad för s > 4. (b) Laplacetransformen för funktioner av
formen tneat är n!

(s−a)n+1 . Alltså fåsF (s) = 2
(s−3)3

. Laplacetransformen är väldefinierad för s > 3

(c) Laplacetransformen för funktioner av formen tneat är n!
(s−a)n+1 . Alltså fåsL(e2tt)(s) = 1

(s−2)2

och L(2e2t)(s) = 2
s−2 . Alltså fås F (s) = 2s−3

(s−2)2
. Laplacetransformen är väldefinierad för s > 2

(d) Laplacetransformen för funktioner av formen tneat är n!
(s−a)n+1 . Utveckling av parenteserna

ger f(t) = tet + te2t. Laplace transformen av respektive term är då L(tet)(s) = 1
(s−1)2

samt
L(te2t)(s) = 1

(s−2)2
. Detta gerF (s) = 1

(s−1)2
+ 1

(s−2)2
. Laplacetransformen är väldefinierad för

s > 2

Ö4.8 (a) Nämaren faktoriseras och partialbråkuppdelas: 5
s2+3s−4

= 5
(s−1)(s+4) =

A
s−1 +

B
s+4 vilket ger

A+B = 0 och 5 = 4A−B med lösningA = 1 ochB = −1. Vi får 5
(s−1)(s+4) =

1
s−1 −

1
s+4

med inversLaplacetransformf(t) = et−e−4t. (b)Nämnaren faktoriseras: 2s−5
s2−5s+6

= 2s−5
(s−3)(s−2) .

Täljaren skrivs om och bråken delas upp: 2s−5
(s−3)(s−2) =

s−3+s−2
(s−3)(s−2) =

s−3
(s−3)(s−2) +

s−2
(s−3)(s−2) =

1
s−2 + 1

s−3 . Nu kan Laplaceinversen lätt beräknas till f(t) = e2t + e3t (c) Täljaren delas upp
s+1
s2+1

= s
s2+1

+ 1
s2+1

.Termerna är nupå standardformen för sinoch cos, vilket gerf(t) = sin(t)+

cos(t) (d) Laplacetransformen för funktioner på formen tneat är n!
(s−a)n+1 . Detta motsvarar

1
(s+1)2

då n = 1 och a = −1- Alltså fås f(t) = te−t

Ö4.9 (a) Nämnaren faktoriseras och partialbråksuppdelning utförs s
(s−1)(s−5) = A

s−1 + B
s−5 vilket ger

1 = A+B och 0 = −5A−Bmed lösningA = −1
4 ochB = 5

4 . Den inversa Laplacetransformen
ges av f(t) = −1

4e
t + 5

4e
5t. (b) Bråket kan delas upp och förenklas genom s2+s+2

s3+2s2
= s2

s3+2s2
+

s+2
s3+2s2

= 1
s+2 + 1

s2
. Genom att utnyttja linjäritet fås så f(t) = e−2t + t (c) Uppdelning och

förenkling av bråket ger s
s3
+ 4

s3
= 1

s2
+4 1

s3
. Genom linjäritet kan de elementära Laplaceinverserna

beräknas till f(t) = t+2t2 (d) Faktorisering av nämnaren ger 2s2+5s+50
s3+25s

= 2s2+5s+50
s(s2+25)

. Partial-

bråksuppdelning ger vid ansättning av konstanter 2s2+5s+50
s(s2+25)

= A
s + B+Cs

s2+25
= As2+25A+Bs+Cs2

s(s2+25)
.

Detta är sant för A = 2, B = 5 och C = 0. Alltså fås 2s2+5s+50
s(s2+25)

= 2
s + 5

s2+25
. Notera att den

andra termen är på formen c
s2+c2

. Dess Laplaceinvers är alltså en sinusterm. Sammanfattningsvis
fås alltså f(t) = 2 + sin(5t)
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Ö4.10 (a) Partialbråksuppdelning ger 1
s(s+1) =

1
s −

1
s+1 . Laplaceinversen ges då av 1−e−t. (b) Faktorise-

ring av nämnaren 3s2−2s−4
s3−s2−4s+4

= 3s2−2s−4
(s−1)(s−2)(s+2) . Ansätt partialbråksuppdelningen A

s−1 +
B
s−2 +

C
s+2 = As2−4A+Bs2+Bs−2B+Cs2−3Cs+2C

(s−1)(s−2)(s+2) . Genom att lösa ekvationssystemet As2 + Bs2 +

Cs2 = 3s2,Bs−3Cs = −2s,−4A−2B+2C = −4 fåsA = 1,B=1, C = 1. Alltså visas det att
3s2−2s−4

s3−s2−4s+4
= 1

s−1+
1

s−2+
1

s+2 .Detta ger Laplaceinversenf(t) = e−2t+et+e2t (c) Faktorise-
ring avnämnaren ger 2s−2

s2−2s−15
= 2s−2

(s−5)(s+3) .Ansätt 2s−2
(s−5)(s+3) =

A
s−5+

B
s+3 = As+3A+Bs−5B

(s−5)(s+3) .
Lösning av ekvationssystemet A + B = 2, 3A − 5B = −2 ger A = 1, B = 1 och alltså

2s−2
s2−2s−15

= 1
s−5 + 1

s+3 . Denna funktion har Laplaceinversen f(t) = e5t + e−3t (d) Upp-
delning av bråket ger s3+3s2+12

s4+4s2
= s3

s4+4s2
+ 3s2+12

s4+4s2
. Efter förenkling fås s

s2+4
+ 3

s2
. Den första

termen är på formen s
s2+a2

och är alltså Laplaceinversen för en cosinusfunktion. Laplaceinversen
för hela uttrycket blir följaktligen f(t) = cos(2t) + 3t

Ö4.11 (a)Laplacetransformenavf ′(t) ges avsF (s)−f(0). Insättning avbegynnelsevillkor gerL(f ′(t))(s) =
sF (s)− 3 (b) Laplacetransformen av f ′′(t) ges av s2F (s)− sf(0)− f ′(0). Insättning av be-
gynnelsevillkor ger L(f ′′(t))(s) = s2F (s) − 3s − 7 (c) Laplacetransformen av f ′′′(t) ges av
s3F (s)−s2f(0)−sf ′(0)−f ′′(0). Insättning av begynnelsevillkor gerL(f ′′(t))(s) = s3F (s)−
3s2−7s+4 (d) Laplacetransformen av f ′′′′(t) ges av s4F (s)− s3f(0)− s2f ′(0)− sf ′′(0)−
f ′′′(0). Insättning av begynnelsevillkor gerL(f ′′′(t))(s) = s4F (s)− 3s3 − 7s2 + 4s− 11

Ö14.12 (a) Låt Laplacetransformen av f(t) vara F (s). Laplacetransformen av vänsterledet kan med hjälp
av linjäritet skrivas om somL(f ′′(t)+3f ′(t))(s) = L(f ′′(t))(s)+3L(f ′(t))(s). Detta utvecklas
till s2F (s) − sf(0) − f ′(0) + 3sF (s) − 3f(0), och insättning av begynnelsevillkor ger (s2 +
3s)F (s) − s − 3. Högerledets Laplacetransform är L(e−t)(s) = 1

s+1 . Slutligen fås så uttrycket
F (s)(s2 + 3s)− s− 3 = 1

s+1 ⇒ F (s) = 4+4s+s2

(s+1)(s2+3s)

(b)LåtLaplacetransformen avf(t) varaF (s). Laplacetransformen av vänsterledet kanmedhjälp av
linjäritet skrivas om somL(f ′′(t)−2f ′(t))(s) = L(f ′′(t))(s)−2L(f ′(t))(s).Detta utvecklas till
s2F (s)−sf(0)−f ′(0)−2sF (s)+2f(0), och insättning avbegynnelsevillkor ger (s2−2s)F (s)−
2. Högerledets Laplacetransform ärL(t2)(s) = 2

s3
. Slutligen fås så uttrycketF (s)(s2+3s)−2 =

2
s3
⇒ F (s) = 2+s3

s3(s2−2s)

(c) Låt Laplacetransformen av f(t) vara F (s). Laplacetransformen av vänsterledet kan med hjälp
av linjäritet skrivas om som L(4f ′′(t) + f ′(t) + 3f(t))(s) = 4L(f ′′(t))(s) + L(f ′(t))(s) +
3L(f(t))(s). Detta utvecklas till 4s2F (s) − 4sf(0) − 4f ′(0) + sF (s) − f(0) + 3F (s), och
insättning av begynnelsevillkor ger (4s2 + s + 3)F (s) − 4s − 9. Högerledets Laplacetransform
är L(sin(2t))(s) = 2

s2+4
. Slutligen fås så uttrycket F (s)(4s2 + s + 3) − 4s − 9 = 2

s2+4
⇒

F (s) = 38+16s+9s2+4s3

(s2+4)(4s2+s+3)

(d) Låt Laplacetransformen av f(t) vara F (s). Laplacetransformen av vänsterledet kan med hjälp
av linjäritet skrivas om som L(f ′′′(t) + 2f ′′(t) + f(t))(s) = L(f ′′′(t))(s) + 2L(f ′′(t))(s) +
L(f(t))(s). Detta utvecklas till s3F (s)−s2f(0)−f ′(0)−f ′′(0)+2s2F (s)−2sf(0)−2f ′(0)+
F (s), och insättning av begynnelsevillkor ger (s3 + 2s2 + 1)F (s) − s2 − 3s − 5. Högerledets
Laplacetransform ärL(10)(s) = 10

s . Slutligen fås så uttrycket F (s)(s3 + 2s2 + 1)− s2 − 3s−
5− 9 = 10

s ⇒ F (s) = 10+5s+3s2+s3

s(s3+2s2+1)

Ö4.13 (a) Låt g(t) = tf(t) där f(t) = cos(t). Då gällerF (s) = s
s2+1

enligt Sats 4.7G(s) = −F ′(s) =
s2−1

(s2+1)2
. (b) Låt g(t) = tf(t) där f(t) = sin(3t). Då gäller F (s) = 3

s2+9
vilket ger G(s) =
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−F ′(s) = 6s
(s2+9)2

(c) Låt g(t) = tf(t) där f(t) = e3t. Då gäller F (s) = 1
s−3 vilket ger

G(s) = −F ′(s) = 1
(s−3)2

(d) Låt g(t) = tf(t) där f(t) = te3t. Då gäller F (s) = 1
(s−3)2

vilket gerG(s) = −F ′(s) = 2
(s−3)3

Ö4.14 (a) En funktion g(v) som integreras med avseende på v på intervallet [0, t] är detsamma somLapla-
cetransformen av samma funktion dividerat med s:

∫ t
0 g(v)dv = G(s)

s = F (s). Anta g(v) =

cos(v), vilket ger G(s) = s
s2+1

. F (s) = G(s)
s = 1

s2+1
(b) Sätt g(v) = e2v , vilket ger

G(s) = 1
s−2 . F (s) = G(s)

s = 1
s2−2s

(c) Sätt g(v) = ve−v , vilket gerG(s) = 1
(s+1)2

. F (s) =
G(s)
s = 1

s(s+1)2
(d) Sätt g(t) = sin(5t). Derivering av g(t) ger f(t) d

dtsin(5t) = 5cos(5t).
Laplacetransformen kan nu enkelt beräknas till F (s) = 5 s

s2+25

Ö4.15 (a) Högerledet: L(t)(s) = 1
s2
.Vänsterledet: L(f ′′′(t) − f ′(t) + f(t))(s) = L(f ′′′(t))(s) −

L(f ′(t))(s)+L(f(t))(s)därL(f ′′′(t))(s) = s3F (s)−s2f(0)−sf ′(0)−f ′′(0),L(f ′(t))(s) =
sF (s)− f(0),L(f(t))(s) = F (s). Med begynnelsevillkor fås s3F (s)− s2 − s− sF (s) + 1+
F (s) = 1

s2

(b) Högerledet:L(e2t)(s) = 1
s−2 .Vänsterledet:L(f ′′′(t)+ f ′′(t)− f(t))(s) = L(f ′′′(t))(s)+

L(f ′′(t))(s)−L(f(t))(s)därL(f ′′′(t))(s) = s3F (s)−s2f(0)−sf ′(0)−f ′′(0),L(f ′′(t))(s) =
s2F (s) − sf(0) − f ′(0), L(f(t))(s) = F (s). Med begynnelsevillkor fås s3F (s) + s2F (s) −
2s2 − 3s− F (s)− 2 = 1

s−2
(c)Högerledet:L(cos(3t))(s) = s

s2+9
.Vänsterledet:L(f ′′(t)+5f ′(t)−5f(t))(s) = L(f ′′(t))(s)+

5L(f ′(t))(s) − 5L(f(t))(s) där L(f ′′(t))(s) = s2F (s) − sf(0) − f ′(0), L(f ′(t))(s) =
sF (s)−f(0),L(f(t))(s) = F (s). Med begynnelsevillkor fås s2F (s)+5sF (s)− s−2F (s)−
7 = s

s2+9

(d)Högerledet:L(t2)(s) = 2
s3
.Vänsterledet:L(f ′′′′(t)−3f(t))(s) = L(f ′′′′(t))(s)−3L(f(t))(s)

därL(f ′′′′(t))(s) = s4F (s)− s3f(0)− s2f ′(0)− sf ′′(0)− f ′′′(0),L(f(t))(s) = F (s). Med
begynnelsevillkor fås s4F (s)− 2s3 − s2 − s− 3F (s)− 2 = 2

s3

Ö4.16 (a) Vi vet att funktionen f(t) = 1 har transform F (s) = 1
s och funktionen g(t) = e−t har

transform G(s) = 1
s+1 . Eftersom H(s) = F (s) · G(s) ges h(t) =

∫ t
0 f(t − τ)g(τ) dτ =∫ t

0 1 · e
−τ dτ = 1− e−t.

(b) Vi vet att funktionen f(t) = t har transform F (s) = 1
s2

och funktionen g(t) = sin(2t)

har transformG(s) = 2
s2+4

. EftersomH(s) = F (s) · G(s) ges h(t) =
∫ t
0 f(t − τ)g(τ) dτ =∫ t

0 (t− τ) · sin(2τ) dτ = 1
2(t− sin(t)cos(t)).

(c) Vi vet att funktionen f(t) = e2t har transform F (s) = 1
s−2 och funktionen g(t) = e−2t

har transform G(s) = 1
s+2 . Eftersom H(s) = F (s) · G(s) ges h(t) =

∫ t
0 f(t − τ)g(τ) dτ =∫ t

0 e
2(t−τ) · e−2τ dτ = e2t

4 −
e−2t

4 .
(d) Vi vet att funktionen f(t) = cos(t) har transform F (s) = s

s2+1
och funktionen g(t) =

cos(2t) har transform G(s) = s
s2+4

. Eftersom H(s) = F (s) · G(s) ges h(t) =
∫ t
0 f(t −

τ)g(τ) dτ =
∫ t
0 cos(t− τ) · cos(2τ) dτ = 1

3sin(t)(4cos(t)− 1).

Ö4.17 (a) Vi vet attL(δ(t− t0))(s) = e−st0 . Alltså blirL(f(t) = 3L(δ(t−2))(s)+L(δ(t−1))(s) =
3e−2s + e−s.
(b) Vi vet attL(δ(t−t0))(s) = e−st0 . Alltså blirL(f(t) = 2L(δ(t+2))(s)−L(δ(t+1))(s) =
2e2s − es.
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(c) Vi vet att L(δ(t− t0))(s) = e−st0 . Vidare är L(δ(t))(s) = 1. Alltså blir L(f(t) = L(δ(t+
1))(s) + L(δ(t))(s) = e−s + 1.
(d) Vi fårL(f(t) = −2L(δ(t−2))(s)+2L(δ(t−2))(s) = 0 eftersom termerna tar ut varandra.

Ö4.18 (a)
∫ 1
−1 δϵ cos(x) dx = 1

2ϵ

∫ ϵ
−ϵ cos(x) dx = 1

2ϵ cos(cϵ) för något cϵ ∈ [−ϵ, ϵ]. När vi låter ϵ → 0

går cϵ mot 0 och limϵ→0

∫ 1
−1 δϵ cos(x) dx = 1

(b)
∫∞
−∞ δϵx

2 dx = 1
2ϵ

∫ ϵ
−ϵ x

2 dx = 1
2ϵ [x

3/3]ϵ−ϵ = 1
2ϵ(ϵ

3/3 + ϵ3/3) = ϵ2

3 . När vi låter ϵ → 0

går limϵ→0

∫∞
−∞ δϵx

2 dx = 0

(c)
∫ 1
−1 δϵe

2x dx = 1
2ϵ

∫ ϵ
−ϵ e

2x dx = 1
2ϵ [

e2x

2 ] = 1
4ϵ(e

2ϵ−e−2ϵ).När vi låter ϵ→ 0 går limϵ→0

∫ 1
−1 δϵe

2x dx =
1
(d)
∫ 1
−1 δϵx sin(x) dx = 1

2ϵ

∫ ϵ
−ϵ x sin(x) dx = 1

2ϵ [sin(x)−x cos(x)]ϵ−ϵ =
1
2ϵ(2 sin(ϵ)−2ϵ cos(ϵ)) =

sin(ϵ)−ϵ cos(ϵ)
ϵ . När vi låter ϵ→ 0 går limϵ→0

∫ 1
−1 δϵx sin(x) dx = 0

Ö4.19 (a) Vi har att f(t) = θ(t−T )e−t = e−T θ(t−T )e−(t−T ). Vi fårF (s) = e−T e−Ts

s+1 = e−T (s+1)

s+1 .
(b) Vi har att f(t) = t2θ(t− T ). Vi får F (s) = 2e−Ts

s3
.

(c) Vi har att f(t) = sin(2t)θ(t− 3T ). Vi får F (s) = 2e−3Ts

s2+4
.

(d) Vi har att f(t) = θ(t− T )t2e−t. Vi får F (s) = 2e−Ts

(s+1)3
.

Ö4.20 (a) F (s) =
∫ 2
0 e−st dt = [− e−st

s ]20 =
1−e−2s

s .
(b) F (s) =

∫ 2
−2 e

−st dt = [− e−st

s ]2−2 =
e2s−e−2s

s .
(c) F (s) =

∫ 3
−1 e

−st dt = [− e−st

s ]3−1 =
es−e−3s

s .
(d) F (s) =

∫m
k e−st dt = [− e−st

s ]mk = e−ms−e−ks

s .

Ö4.21 (a) Laplacetransformering av uttrycket ger s2U(s) − su(0) − u′(0) = 1. Med begynnelsevillkor
u(0) = 0, u′(0) = 0 fås s2U(s) = 1 vilket gerU(s) = 1

s2
eller u(t) = t, t ≥ 0.

(b) Laplacetransformering av uttrycket ger sU(s) − u(0) + 2U(s) = 1
s2

. Med begynnelsevillkor
u(0) = 0 fås (s + 2)U(s) = 1

s2
vilket ger U(s) = 1

s2(s+2)
vars inversa Laplacetransform är

u(t) = t
2 + e−2t

4 −
1
4 .

(c) Laplacetransfomering av uttrycket ger s2U(s) − su(0) − u′(0) − U(s) = 1
s+2 . Med begyn-

nelsevillkor u(0) = 0, u′(0) = −1 fås (s2− 1)U(s)+ 1 = 1
s+2 ⇒ (s2− 1)U(s) = 1

s+2 − 1 =
1

s+2 −
s+2
s+2 = −(s+1)

s+2 . Detta ger U(s) = −(s+1)
(s2−1)(s+2)

= −(s+1)
(s+1)(s−1)(s+2) = −1

(s−1)(s+2) . Den
inversa Laplacetransformen är u(t) = −1

3 et + 1
3e

−2t

(d) Laplacetransformering av uttrycket ger s2U(s) − su(0) − u′(0) + 9U(s) = 3
s . Med begyn-

nelsevillkor u(0) = 0, u′(0) = 0 fås (s2 + 9)U(s) = 3
s . Detta ger U(s) = 3

s(s2+9)
. Den inversa

Laplacetransformen av detta är u(t) = 1
3 −

1
3cos(3t).

Ö4.22 (a) Laplacetransformering av uttrycket ger sU(s) − u(0) + kU(s) = 1
s2

. Med begynnelsevillkor
u(0) = 0 fåssU(s)+kU(s) = (s+k)U(s) = 1

s2
vilket gerU(s) = 1

(s+k)s2
. Partialbråksuppdela

med A
s2

+ B
s + C

s+k = As+Ak+Bs2+Bsk+Cs2

s2(s+k)
. Efter lösning av ekvationssystemetAk = 1, A +

Bk = 0,B+C = 0 fåsA = 1/k,B = −1/k2,C = 1/k2 vilket alltså gerU(s) = 1
ks2
− 1

k2s
+

1
k2(s+k)

. Nu kan Laplaceinversen lätt beräknas och blir då u(t) = t/k − 1/k2 + e−kt/k2.
(b) Laplacetransformering av uttrycket ger sU(s)− u(0) + U(s) = 1

s−1 . Med begynnelsevillkor
u(0) = 2 fås sU(s) − 2 + U(s) = (s + 1)U(s) = 1

s−1 + 2 vilket ger U(s) = 1
(s−1)(s+1) +
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2
s+1 . Partialbråksuppdela första termen med A

(s−1) + B
s+1 = As−A+Bs+B

(s−1)(s+1)(s+1) . Efter lösning av
ekvationssystemetA + B = 0,−A + B = 1 fåsA = −1/2,B = 1/2 vilket alltså ger U(s) =

−1
2(s+1) + 1

2(s−1) + 2
(s+1) = 1

2
1

s−1 + 3
2

1
s+1 . Nu kan Laplaceinversen lätt beräknas och blir då

u(t) = 1/2et + 3/2e−t.
(c) Laplacetransformering av uttrycket ger s2U(s)−su(0)−u′(0)) = 24

s3
. Med begynnelsevillkor

u(0) = 0,u′(0) = 0 fås s2U(s) = 24
s3

vilket gerU(s) = 24
s5

. Nu kanLaplaceinversen lätt beräknas
och blir då u(t) = t4.
(d) Laplacetransformering av uttrycket ger sU(s) − u(0) + 3U(s) = 3

s . Med begynnelsevillkor
u(0) = 1 fås (s + 3)U(s) − 1 = 3

s ⇒ (s + 3)U(s) = 3
s + 1 = 3+s

s vilket ger U(s) = 1
s vars

Laplaceinvers är u(t) = 1

Ö4.23 (a) Laplacetransform ger 2sU(s) − 6 + 4U(s) = 1
s . Alltså U(s) = 3

s+2 + 1/2
s(s+2) . Vi parti-

albråksuppdelar den andra termen 1
s(s+2) = A

s + B
s+2 där A = 1/2 och B = −1/2. Alltså

U(s) = 11/4
s+2 + 1/4

s . Därför blir u(t) = 1
4 + 11

4 e
−2t.

(b) Laplacetransform ger s2U(s)− su(0)− u′(0) + 9U(s) = 3. Insättning av begynnelsevillkor
u(0) = −9, u′(0) = 0 ger (s2 + 9)U(s) = 3 − 9s vilket ger U(s) = 3

s2+9
− 9s

s2+9
vilket ger

u(t) = sin(3t)− 9 cos(3t)
(c) Laplacetransform ger sU(s)−u(0)−3U(s) = 1

s−1 . Insättning av begynnelsevillkoru(0) = 2

ger (s − 3)U(s) − 2 = 1
s−1 ⇒ (s − 3)U(s) = 1

s−1 + 2 vilket ger U(s) = 1
(s−1)(s−3) +

2
s−3 .

Partialbråksuppdelning av första termen ger 1
(s−1)(s−3) = A

s−1 + B
s−3 = As−3A+Bs−B

(s−1)(s−3) vilket
ger A = −1/2, B = 1/2. Alltså fås U(s) = −1

2(s−1) + 1
2(s−3) + 2

s−3 vars Laplaceinvers är
u(t) = −1

2e
t + 5

2e
3t

(d)Laplacetransform ger sU(s) − u(0) = 3
s2+9

. Insättning av begynnelsevillkor u(0) = 4 ger
sU(s) − 4 = 3

s2+9
vilket ger U(s) = 3

s(s2+9)
+ 4

s . Partialbråksuppdelning av första termen

ger As+B
s2+9

+ C
s = As2+Cs+Bs2+9B

s(s2+9)
vilket ger A = −1/3, B = 1/3, C = 0. Alltså fås

U(s) = −1
3

s
s2+9

+ 13
3s vars Laplaceinvers är u(t) = −1

3 cos(3t) + 13
3

Ö4.24 (a) Vi får 1
sU(s) + 3U(s) = 2

s vilket gerU(s) = 2
3s+1 = 2/3

s+ 1
3

⇒ u(t) = 2
3e

−t/3.

(b) Laplacetransform ger 3
sU(s)+3U(s) = −1

s2
⇒ (3+s)U(s) = −1

s vilket gerU(s) = −1
s(s+3) .

Partialbråksuppdelning ger A
s + B

s+3 = As+3a+Bs
s(3+s) vilket ger A = −1/3, B = 1/3. Alltså fås

U(s) = −1
3s + 1

3(s+3) vars Laplaceinvers är u(t) = −1
3 + 1

3e
3t

(c) Laplacetransformering ger 4
sU(s) + sU(s) − u(0) = 2

s ⇒ (4 + s2)U(s) = 2 vilket ger
U(s) = 2

4+s2
vars Laplaceinvers är u(t) = sin(2t).

(d) Laplacetransform ger 1
sU(s) = 2

s3
⇒ U(s) = 2

s2
vars Laplaceinvers är u(t) = 2t

Ö4.25 (a) Vi får s2U(s)−s+1+U(s) = 0 vilket gerU(s) = s−1
s2+1

och därmedu(t) = cos(t)− sin(t).
(b) Laplacetransform ger 2s2U(s) − 2su(0) − 2u′(0) − sU(s) + su(0) = −1

s . Med begyn-
nelsevillkor fås 2s2U(s) − sU(s) = −1

s vilket ger U(s) = −1
s2(2s−1)

. Partialbråksuppdelning ger
A
s2

+ B
s + C

2s−1 som är giltig medA = 1,B = 2, C = −4. Alltså fås U(s) = 1
s2

+ 2
s −

2
s−1/2

vars Laplaceinvers är u(t) = t+ 2− 2e1/2t

(c) Laplacetransform ger sU(s)−u(0)+4U(s) = 1 vilket gerU(s) = 4
s+4 vars Laplacetransform

är u(t) = 4e−4t

(d) Laplacetransform ger s2U(s) − su(0) − u′(0) + 4U(s) = 1
s−2 . Med begynnelsevillkor fås
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(s2 + 4)U(s) = 1
s−2 + 2 vilket ger U(s) = 1

(s−2)(s2+4)
+ 2

s2+4
. Laplacetransformen av detta

uttryck kan enkelt beräknas och blir u(t) = 1
8(e

2t + 7 sin(2t)− cos(2t)).

Problem

P4.1 Låt s ∈ R sådan att s > a. Vi harF (s) =
∫∞
0 f(t)e−st dt = [f(t) e

−st

s ]∞0 − 1
s

∫∞
0 f ′(t)e−st dt.

Eftersom både |f(t)| ≤ Ceat och |f ′(t)| ≤ Ceat gället att,

|F (s)| ≤ lim
t→∞

Ce(a−s)t

s
+
|f(0)|
s

+
1

s

∫ ∞

0
Ce(a−s)t dt ≤ C ′

s
,

vilket innebär att lims→∞ F (s) = 0.

P4.2 Vi har ∫ ∞

s
F (z) dz =

∫ ∞

z

∫ t

0
f(t)e−zt dt dz

=

∫ ∞

0
f(t)

∫ ∞

s
e−zt dz dt

=

∫ ∞

0
f(t)[−e−zt

t
]∞s dt

=

∫ ∞

0

f(t)

t
e−st dt

= L(f(t)
t

)(s).

P4.3 Först noterar vi att tn = en ln(t) ≤ ent alltså gäller begränsningen med C = 1, a = n. Låt
In =

∫∞
0 tne−st dt = [tn e−st

−s ]∞0 + n
s

∫∞
0 tn−1e−st dt = n

s In−1. Vi har även att I0 = 1
s .

Rekursion ger F (s) = n!
sn+1 .

P4.4 Efter substitutionen τ = t + 1 har vi
∫∞
0 sin(t + 1)est dt = e−s

∫∞
1 sin(τ)esτ dτ . Vi använder

den komplexa omskrivningen av sinus för att få,∫ ∞

0
sin(t+1)est dt =

e−s

2i

∫ ∞

1
e(s+i)τ−e(s−i)τ dτ =

e−s

2i
[
e(s+i)τ

s+ i
−e(s−i)τ

s− i
]∞1 =

s · sin(1) + cos(1)
s2 + 1

.

P4.5 Vihar (s2+2s+1)Y (s)+1 = F (s)detta gerY (s) = F (s)(1+s)−2−(1+s)−2. Transformerar
vi tillbaka får vi: y(t) =

∫ t
0 f(t−τ)τe

−τ dτ−te−t eftersom te−t har Laplacetransform (1+s)−2.

Kapitel 5

Övningar

Ö5.1 (a) [2 4 − 3] (b) [6 0 − 5] (c) [0 9 − 3] (d) [2 − 5 0]

Ö5.2 (a)
√
29/2 (b)

√
5 (c) 4 (d)

√
n
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Ö5.3 (a)−5 (b) 2 (c)−1 (d) 30

Ö5.4 (a) θ = π
6 (b) θ = arccos(−

√
2

3 ) (c) θ = π
3 (d) θ = arccos( 1√

n
)

Ö5.5 (a) x = 1 och y = 2 (b) x = 1 och y = 1 (c) x = 1, y = 2 och z = 3 (d) x = 7, y = 1
och z = 1

Ö5.6 (a)

A =

[
2 3
1 −1

]
, b =

[
8
−1

]
(b)

A =

[
1 1
2 −2

]
, b =

[
2
0

]
(c)

A =

 1 1 1
0 2 1
0 −1 1

 , b =

 6
7
1


(d)

A =

 1 −1 −3
0 1 1
0 −3 2

 , b =

 3
2
−1


Ö5.7 (a) [7 − 1 2]T (b) [−1 7 6]T (c) [6.5 − 0.5 2]T (d) [4 1 3]T

Ö5.8 (a) Första ekvationen ger u̇ + v = 0 alltså v = −u̇. Sätt in detta i andra ekvationen, 0 = v̇ −
4u = −ü − 4u. Lösningen till ekvationen ü + 4u = 0 ges av u(t) = A sin(2t) + B cos(2t)
(den karaktäristiska ekvationen är r2 + 4 = 0 med lösning r1 = 2i och r2 = −2i vilket ger
lösningar u(t) = C1e

2it + C2e
−2it, realdelen av detta ger lösningen), begynnelsevillkoren ger

u(t) = −1
2 sin(2t) och v(t) = cos(2t). (b) Vi får ü− u = 0med lösningar u(t) = Aet +Be−t.

Begynnelsevillkoren gerA = B = 1/2 så u(t) = (et + e−t)/2 och v(t) = (et − e−t)/2.
(c) Vi får ü + 2u̇ + u = 0med lösningar u(t) = (At + B)e−t. Begynnelsevillkoren ger A = 0
ochB = 1, u(t) = e−t v(t) = −e−t.
(d) Vi får två oberoende ekvationer u̇ = 3u och u̇ = 4v. Tillsammansmed begynnelsevillkoren får
vi u(t) = 2e3t och v(t) = e4t.

Ö5.9 (a) Vi får u′′(t) = tu(t)2.
(b) Vi får u′′(t) = sin(u(t)).
(c) Vi får u′′(t) = 2u2(t)u

′
2(t) = 2u2(t)u(t) = 2

√
u′(t)u(t).

(d) Vi deriverar första ekvationen och sätter in u′2 = u1 vilket ger u′′1 = u′1 + u1.

Ö5.10 (a) Första ekvationen ger u̇ + v = 0, alltså v = −u̇. Andra ekvationen ger då med v = −u̇ att
v̇ + v2 = −ü + (u̇)2 = 0, u(0) = 0, och u̇(0) = 1. Lösningen till v̇ + v2 = 0med v(0) = 1
ges av v(t) = 1

1+t (separabel v−1 = −
∫
v−2dv =

∫
dt = t+ C medför v(t) = 1

t+C , v(0) = 1

medför C = 1) u(t) = −
∫ t
0

1
1+τ dτ = − log(1 + t) + C , u(0) = 0 ger u(t) = − log(1 + t)

och v(t) = 1
1+t .

(b) Första ekvationen ger u(t) = t2/2 + A där A = 0 på grund av begynnelsevillkor. Sedan ger
andra ekvationen att v(t) = t5/20 + B därB = 1 på grund av begynnelsevillkor. Lösningar ges
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av u(t) = t2/2 och v(t) = 1 + t5/20.
(c) I u får vi u̇ = tu2 som är separabel. Vi får

∫
du
u2 =

∫
t dt eller− 1

u = t2/2+A därA = 1/2 på
grund av begynnelsevillkor. Vi får u(t) = −2/(1+ t2) och v(t) = −2

∫
dt

1+t2
= −2 arctan(t) +

B. Begynnlsevillkoret v(0) = 0 gerB = 0. Alltså v(t) = −2 arctan(t).
(d) Första ekvationen ger u(t) = et. Den andra ekvationen kan lösas med integrerande faktor ef-
tersom v̇ − v = e2t. Lösningen ges av v(t) = e2t.

Ö5.11 (a) Vi deriverar den första ü1 + u̇2 = 2 cos(2t) och sätter in u̇2 = u1 + cos(2t) vilket ger ü1 +
u1 = cos(2t). Vi har u1(0) = 1 och u̇1(0) = −u2(0) + sin(2 · 0) = −1. Den karakteristiska
ekvationen r2+1 = 0 har rötter r1/2 = ±i såuh(t) = C1 cos(t)+C2 sin(t). Vi ansätterup(t) =
A cos(2t)+B sin(2t) vilket ger−3A cos(2t)−3B sin(2t) = cos(2t) somuppfylls dåA = −1/3
ochB = 0.Vi haru1(t) = C1 cos(t)+C2 sin(t)−1/3 cos(2t). Begynnelsevillkoren gerC1 = 4/3
ochC2 = −1. Vi får då att u2(t) = sin(2t)− u̇1(t) = sin(2t) + 4

3 sin(t) + cos(t)− 2
3 sin(2t).

(b) u1(t) = −1
2 + e−2t, u2(t) = −2e−2t.

(c) u1(t) = (1− t/5)e−2t, u2(t) = (−11/5 + 2t/5)e−2t.
(d) u′1+ k2u2 = 0 och u′2 = −u1 alltså u′′2 − k2u2 = 0. Begynnelsevillkor ger lösningen u2(t) =
(ekt − e−kt)/2 och u1(t) = −k(ekt + e−kt)/2.

Ö5.12 Matrisekvationen ger u′1 = −u3, u′2 = −u1 + u3 och u′3 = 2u1 + u2 + 0.5u3. Vi deriverar den
första relationen två gånger u(3)1 = −u′′3 och den tredje en gång u′′3 = 2u′1 + u′2 + 0.5u′3 för att få
u
(3)
1 = −2u′1−u′2−0.5u′3. Här får viu′2 från den andra ekvationen ochu′3 = −u′′1 från den första

ekvationen.Alltsåu(3)1 = −2u′1+u1−u3+0.5u′′1 = −2u′1+u1+u′1+0.5u′′1 . Begynnelsevillkoren
ger u1(0) = 2. Första ekvationen i systemet ger u′1(0) = −u3(0) = 1. Genom att derivera
den första ekvationen och använda den tredje får vi u′′1(0) = −u′3(0) = −2u1(0) − u2(0) −
0.5u3(0) = −9/2. Genom att använda alla ekvationer får vi slutligen också

u
(3)
1 (0) = −u′′3(0) = −2u′1(0)− u′2(0)− 0.5u′3(0) =

= −2 (−u3(0))− (−u1(0) + u3(0))−
−0.5(2u1(0) + u2(0) + 0.5u3(0)) = −5/4.

Ö5.13 Låt v = u̇. Vi får då,[
u̇
v̇

]
+

[
0 −1
−3 −2

] [
u
v

]
=

[
0
x

]
,

[
u(0)
v(0)

]
=

[
1
0

]
Karaktäristiska ekvationen r2− 2r− 3 = 0 har lösningar r = −1 och r = 3. Homogenlösningen
ges av uh(x) = C1e

−x+C2e
3x och partikulärlösningen up(x) = −1

3x+
2
9 . Begynnelsevillkoren

ger u(0) = C1 +C2 +
2
9 = 1 och u′(0) = −C1 +3C2− 1

3 = 0 alltså u(x) = 1
2e

−x + 5
18e

3x−
1
3x+ 2

9 .

Ö5.14 Låt u = u och v = u′,[
u′

v′

]
+

[
−v

sin(u)

]
=

[
0

x cos(x)

]
,

[
u(0)
v(0)

]
=

[
1
1

]
Ö5.15 Låt u1 = u, u2 = u′ och u3 = u′′. Vi får, u′1

u′2
u′3

 =

 u2
u3

x− x sin(u2)

 ,

 u1(0)
u2(0)
u3(0)

 =

 1
0
1

 .
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Ö5.16 Låt u1 = u och u2 = u′. Vi har u′1 = u′ = u2 och u′2 = u′′ = −3u1 + 8u2 + xex. Be-
gynnelsevillkoren blir u1(0) = u(0) = 2 och u2(0) = u′(0) = 3. Systemet kan även skrivas på
matrisform [

u′1
u′2

]
=

[
0 1
−3 8

] [
u1
u2

]
+

[
0

xex

]
,

[
u1(0)
u2(0)

]
=

[
2
3

]
.

Ö5.17 Sätt u1 := u, u2 := u′, u3 := u′′ och u4 := u(3). Vi uttrycker de nya variablernas förstaderivator
med hjälp av u1, u2, u3, u4,

u′1 = u′ = u2,

u′2 = u′′ = u3,

u′3 = u(3) = u4,

u′4 = u(4) = −xu1 − 3u2 + 2u3 + e2x + cos(x).

Beynnelsevillkoren ger u1(0) = u(0) = 2, u2(0) = u′(0) = 3, u3(0) = u′′(0) = 1 och
u4(0) = u(3)(0) = 2. Systemet även skrivas på matrisform

u′1
u′2
u′3
u′4

 =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
−x −3 2 0




u1
u2
u3
u4

+


0
0
0

e2x + cos(x)

 ,


u1(0)
u2(0)
u3(0)
u4(0)

 =


2
3
1
2

 .

Ö5.18 Låt u1 = u och u2 = u′. Vi får

u′1 = u′ = u2

u′2 = u′′ = −u21u2 + ex.

Begynnelsevillkoren ger u1(0) = u(0) = −1 och u2(0) = u′(0) = 2. Systemet kan skrivas med
vektornotation [

u′1
u′2

]
=

[
u2
−u21u2

]
+

[
0
ex

]
,

[
u1(0)
u2(0)

]
=

[
−1
2

]
.

Ö5.19 Vi har

|f⃗(t, u⃗1)−f⃗(t, u⃗2)| ≤
√
(v2 − v1)2 + (4u1 − 4u2)2 ≤ 4

√
(u1 − u2)2 + (v1 − v2)2 = 4|u⃗1−u⃗2|.

Sats 5.4 ger entydig lösning för alla t.

Ö5.20 Vi har

|f⃗(t, u⃗1)− f⃗(t, u⃗2)| =
√

(v1 − v2)2 + (v21 − v22)
2 = |v1 − v2|

√
1 + (v1 + v2)2.

Vi drar slutsatsen att det ej finns någon Lipschitzkonstant eftersom för varjeL > 0 sådant att

|f⃗(t, u⃗1)− f⃗(t, u⃗2)| ≤ L|u⃗1 − u⃗2| = L
√

(u1 − u2)2 + (v1 − v2)2,

kan vi välja u1 = u2 och v1, v2 ∈ R sådana att
√
1 + (v1 + v2)2 > L.
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Ö5.21 Lipschitzkontinuitet i u = 0 eftersom derivatan där är oändlig.

Ö5.22 Vi har att u′ = (u2)′ = 2uu′ = 2(u2) = 2u dessutom u(0) = (u2)(0) = u(0)2 = 1.

Ö5.23 Vi har attxy = eln(xy) eftersom ln(x) är invers till ex. Vi har ävenxy = eln(x)eln(y) = eln(x)+ln(y).
Genom att ta logaritmen på båda sidor får vi ln(xy) = ln(x) + ln(y).

Ö5.24 Vi har att eln(xp) = xp = (eln(x))p = ep ln(x). Genom att ta logaritmen på båda sidor får vi
ln(xp) = p ln(x).

Ö5.25 Följer direkt genom insättning.

Problem

P5.1 Vi har |v⃗− w⃗|2 = (v⃗− w⃗) · (v⃗− w⃗) = |v⃗|2+ |w⃗|2− 2v⃗ · w⃗. Cosinussatsen ger då att−2v⃗ · w⃗ =
−2|v⃗||w⃗| cos(θ) vilket ger resultatet efter division med−2.

P5.2 Vi har två ekvationer a11x1 + a12x2 = b1 och a21x1 + a22x2 = b2. Vi antar att a22 ̸= 0
och löser ut x2 ur andra ekvationen och sätter in i den första och får

(
a11 − a12a21a22

−1
)
x1 =

b1 − b2a12a
−1
22 . Om a11a22 ̸= a12a21 har vi entydig lösning. Om a22 = 0 får vi a21x1 = b2 med

entydig lösning om a21 ̸= 0 och sedan unikt x2 om a12 ̸= 0. Därmed ges entydighet även i detta
fall av villkoret a11a22 ̸= a12a21.

P5.3 Ja, högerledet är Lipschitzkontinuerligt eftersom det består av (upp till kvadratiska) polynom som
har begränsade derivator på området 0 ≤ x, y ≤ 10. De stationära punkterna ges av x = y = 1
och x = y = 0.

P5.4 Vi antar u⃗ ̸= 0 (om u⃗ = 0 håller resultatet trivialt)och får u⃗T d
dt u⃗ = u⃗TAu⃗ < 0. Tipset ger att

1
2

d
dt(u1(t)

2 + u22(t)) = u⃗T d
dt u⃗ < 0. Vi noterar att u1(t)2 + u2(t)

2 = |u⃗(t)|2, integrerar från 0
till t och får |u⃗(t)|2 − |u⃗0|2 < 0 eller |u⃗(t)| ≤ |u⃗0|.

P5.5 Vi har att

m1ẍ1(t) = −k1x1(t) + k2(x2(t)− x1(t)), (30)
m2ẍ2(t) = −k2(x2(t)− x1(t))− k3x2(t). (31)

Vi inför variablerna x3(t) = ẋ1(t) och x4(t) = ẋ2(t). Vi får följande system,
ẋ1(t)
ẋ2(t)
ẋ3(t)
ẋ4(t)

 =


0 0 1 0
0 0 0 1

−2k1/m1 k2/m1 0 0
k2/m2 −2k3/m2 0 0




x1(t)
x2(t)
x3(t)
x4(t)

 . (32)

P5.6 Ekvationen för den första planeten ges avm1
d2

dt2
x⃗1(t) = −Gm1m2(x⃗1)−x⃗2

|x⃗1−x⃗2|3 − Gm1m3(x⃗1)−x⃗3

|x⃗1−x⃗3|3 . Vi
dividerar medm1 och gör samma härledning för de övriga två planeterna för att få

d2

dt2
x⃗1(t) = −

Gm2(x⃗1)− x⃗2
|x⃗1 − x⃗2|3

− Gm3(x⃗1)− x⃗3
|x⃗1 − x⃗3|3

d2

dt2
x⃗2(t) = −

Gm1(x⃗2)− x⃗1
|x⃗2 − x⃗1|3

− Gm3(x⃗2)− x⃗3
|x⃗2 − x⃗3|3

d2

dt2
x⃗3(t) = −

Gm1(x⃗3)− x⃗1
|x⃗3 − x⃗1|3

− Gm2(x⃗3)− x⃗2
|x⃗3 − x⃗2|3

.
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Vi låter nu x⃗4 =
d
dt x⃗1, x⃗5 =

d
dt x⃗2 och x⃗6 = d

dt x⃗3 och får

d

dt
x⃗1(t) = x⃗4(t)

d

dt
x⃗2(t) = x⃗5(t)

d

dt
x⃗3(t) = x⃗6(t)

d

dt
x⃗4(t) = −

Gm2(x⃗1)− x⃗2
|x⃗1 − x⃗2|3

− Gm3(x⃗1)− x⃗3
|x⃗1 − x⃗3|3

d

dt
x⃗5(t) = −

Gm1(x⃗2)− x⃗1
|x⃗2 − x⃗1|3

− Gm3(x⃗2)− x⃗3
|x⃗2 − x⃗3|3

d

dt
x⃗6(t) = −

Gm1(x⃗3)− x⃗1
|x⃗3 − x⃗1|3

− Gm2(x⃗3)− x⃗2
|x⃗3 − x⃗2|3

.

Begynnelsevillkoren ges av x⃗i(0) för i = 1, 2, 3 och hastigheterna för i = 4, 5, 6. Notera att varje
ekvation innehåller tre koordinater så vi har 18 ekvationer.

P5.7 Låt u1 = u och u2 = u′. Vi får u′1 = u2 och u′2 = 4u1. Därmed får vi att d
dt u⃗ = Au⃗ där

A = [01; 40]. Vi får

|Av⃗ −Aw⃗)| =
∣∣ [ v2 − w2

4v1 − 4w1

] ∣∣ =√(v2 − w2)2 + 16(v1 − w1)2 ≤ 4|v⃗ − w⃗|.

P5.8 Vi har un−un−1

1/n = un eller

un =
un−1

1− 1
n

= · · · = u0
(1− 1/n)n

= (1− 1/n)−n,

eftersom u0 = 1. Därför gäller
e = lim

n→∞
(1− 1/n)−n.

P5.9 Variabelseparation ger
∫

du
1+u2 du =

∫
1 dx = x + C . Därför får vi arctan(u(x)) = x + C .

Begynnelsevillkoretu(0) = 0 ger 0 = arctan(0) = 0+C . Alltså får viu(x) = tan(x). Högerledet
är inte Lipschitzkontinuerligt för alla u eftersom |1 − u21 − 1 + u22| = |u1 + u2||u1 − u2| och
|u1 + u2| inte är begränsad av någotL för alla u1, u2 ∈ R. Vi därför inte global existens men lokal
existens i en omgivning till 0,−δ < x < δ för något δ.

P5.10 Vi multiplicerar ekvationen med u′ och använder att 1
2

d
dt(v

2) = vv′ med v = u och v = u′. Vi
får 1

2
d
dxu

′(x)2 − u(x)2 = u′(x)u′′(x)− u(x)u′(x) = u′(x)(u′′(x)− u(x)) = 0. Därför gäller
att u′(x)2 − u(x)2 = C är konstant för alla x. Eftersom u′(0)2 − u(0)2 = 1 ärC = 1.

Kapitel 6

Övningar

Ö6.1 yn = (1 + 1
n)yn−1 = (1 + 1

n)
ny0 = (1 + 1

n)
n.
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Ö6.2 Vi får yn = (1− 2
n)

−1yn−1 = · · · = (1− 2
n)

−n.

Ö6.3 Vi får y1 = y0 + 0.1 · y20 = 1.1 och y2 = y1 + 0.1 · y21 = 1.1 + 0.1 · 1.12 = 1.221.

Ö6.4 Mittpunktsmetoden ger yi = yi−1 +
1
n
yi+yi−1

2 vilket ger

yn =
1 + 1

2n

1− 1
2n

yn−1 =

(
1 + 1

2n

1− 1
2n

)n

y0 =

(
1 + 1

2n

1− 1
2n

)n

.

Ö6.5 Eulers metod ger y1 = y0 + k(1 − y20) = 0.2. Vi får sedan att y2 = y1 + k(1 − y21) = 0.2 +
0.2(1− 0.04) = 0.3920.

Ö6.6 Vi har y1 = 1 + 0.2 · 0 · 1 = 1 och y2 = 1 + 0.2 · 0.2 · 1 = 1.04.

Ö6.7 Explicit. Ingen algebraisk ekvation behöver lösas.

Ö6.8 Låt y1 = y, y2 = y′ och y3 = y′′. y′1
y′2
y′3

 =

 y2
y3

sin(t)− y2

 ,

 y1(0)
y2(0)
y3(0)

 =

 1
0
1

 .

Systemet kan lösas med text Bakåt Euler som är en första ordningens metod, alltså felet beror linjärt
på steglängden.

Ö6.9 Integrerande faktor ger att y(x) = 1 − x + e−x. Därmed är |y′′(x)| = |e−x| ≤ 1 = M .
Lipschitz-konstanten med avseende på y för f(y) = x − y är L = 1. Vi får enligt sats 6.1 att
|y(1)− y100| ≤ 1

200(e− 1) = e−1
200 .

Ö6.10 Vihar |y′′(x)| = | sin(y(x))y′(x)| = | sin(y(x)) cos(y(x))| = 0.5| sin(2y(x))| ≤ 0.5. Vidare är
L = 1 eftersom derivatan av cos(y) är begränsad av 1. Sats 6.1 ger då |y(2)−y100| ≤ 0.5·0.02

2·1 (e2−
1) = 0.005(e2 − 1).

Ö6.11 Vi har |y′′| = |e−t| ≤ 1 och även L = 1 eftersom derivatan också är begränsad av 1. Sats 6.1 ger
|y(T )− y10T | ≤ 0.05(eT − 1). För T = 3.045 får vi 0.05(eT − 1) > 1.

Ö6.12 Felet i Eulers metod är proportionellt mot steglängden Ck = Cπ/10 = 0.012. Det ger att C =
0.12/π. Ska felet vara 0.00064 krävs attCk = 0.00064 eller k = 0.0168.

Ö6.13 Vi har λ = −10. Eulers metod är stabil om |1 + kλ| < 1. Det innebär att |1 − 10k| < 1 eller
k < 0.1. För bakåt Euler gäller |1− kλ| > 1 eller |1 + 10k| > 1 vilket gäller för alla k.

Ö6.14 Eftersom kλ < 0 gäller att |1− kλ
2 | = 1+ |kλ2 | ≥ |1+

kλ
2 | vilket innebär stabilitet enligt sats 6.2.

Ö6.15 Vi har att |1− kλ| = 1 + |kλ| > 1 vilket innebär stabilitet enligt sats 6.2.

Ö6.16 Eulers metod:[
ui − ui−1

vi − vi−1

]
+ 0.1

[
0 −1
−3 −2

] [
ui−1

vi−1

]
= 0.1

[
0

xi−1

]
,

[
u0
v0

]
=

[
1
0

]
där , xi = i · k, i = 0, 1, . . . . [u1, v1] = [1, 0.3].
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Ö6.17 Euler metod[
ui − ui−1

vi − vi−1

]
+ 0.1

[
0 −1
4 0

] [
ui−1

vi−1

]
=

[
0
0

]
,

[
u0
v0

]
=

[
0
1

]
där , xi = i · h, i = 0, 1, . . . . [u1, v1] = [0.1, 1].

Ö6.18 Bakåt Euler:[
ui − ui−1

vi − vi−1

]
+ 0.1

[
0 −1
−3 −2

] [
ui
vi

]
= k

[
0
xi

]
,

[
u0
v0

]
=

[
1
0

]
där , xi = i · k, i = 0, 1, . . . .

Ö6.19 Bakåt Euler:[
ui − ui−1

vi − vi−1

]
+ k

[
0 −1
4 0

] [
ui
vi

]
=

[
0
0

]
,

[
u0
v0

]
=

[
0
1

]
där , xi = i · k, i = 0, 1, . . . .

Ö6.20 Låt y1 = y, y2 = y′.[
y′1
y′2

]
=

[
y2

sin(t)− y21

]
,

[
y1(0)
y2(0)

]
=

[
1
0

]
.

Med ti = ik, i = 0, 1, . . . , ges Eulers metods lösning av:[
yi1 − yi−1

1

yi2 − yi−1
2

]
= k

[
yi−1
2

sin ti−1 − (yi−1
1 )2

]
,

[
(y1)0
(y2)0

]
=

[
1
0

]
.

Vi får y11 = 1 och y12 = −0.1.

Ö6.21 Med y1 = y och y2 = y′ får vi,[
y′1
y′2

]
=

[
0 1
4 0

]
·
[
y1
y2

]
=

[
0
0

]
,

[
y1(0)
y2(0)

]
=

[
1
0

]
.

Bakåt Euler ger, [
y
(1)
1

y
(1)
2

]
=

[
1
0

]
+ 0.1 ·

[
0 1
4 0

]
·

[
y
(1)
1

y
(2)
2

]
Vi får atty(1)2 = 0.4y

(1)
1 . Insättning i första ekvationen gery(1)1 = 1+0.04y

(1)
1 vilket gery(1)1 = 25

24

och y(1)2 = 5
12 .

Ö6.22 q(x) = − d2

dx2x
2(1− x) = 6x− 2.

Ö6.23 q(x) = − d2

dx2 sin(πx) = π2 sin(πx).

Ö6.24 Vi får d
dxu(x) = −

x3

3 + C och u(x) = Cx + D − x4

12 . Randvillkoren ger 0 = u(0) = D och
u(1) = C − 1

12 vilket innebärC = 1
12 . Vi får u(x) = x

12(1− x3).

Ö6.25 Vi får d
dxu(x) =

1
π cos(πx)+C ochu(x) = Cx+D+ sin(πx)

π2 .0 = u(0) = D och0 = u(1) = C

ges u(x) = sin(πx)
π2 .



176 Facit

Problem

P6.1 Vi får att ỹ1 = 1 + 0.112 = 1.1 och därmed y1 = 1 + 0.05(1 + 1.1) = 1.105. Detta ger
ỹ2 = y1 + hy21 = 1.2271 och slutligen y2 = 1.2216.

P6.2 Eulers metod ger u1 = u0 + ku
1/2
0 = 0. Sedan följer ui = 0 för alla i. Notera att u(t) = 0

också löser ekvationen. Med bakåt Euler får vi u1 = u0 + ku
1/2
1 = ku

1/2
1 där u1 = k2. Vi får

u2 = u1 + ku
1/2
2 eller u2 = k2 + ku

1/2
2 . Vi kan lösa detta som en andragradsekvation i variabeln

z = u
1/2
2 med lösningar z = k

2 (1 ±
√
5). Endast den positiva roten löser ekvationen och vi får

u2 =
k2

4 (1 +
√
5)2.

P6.3 Vi studerar först det lokala trunkeringsfelet på intervallet [ti−1, ti]. Taylors formel ger att y(ti−1)
kan uttryckas med en Taylor serie kring punkten y(ti) som,

y(ti−1) = y(ti)− k · y′(ti) +
k2

2
y′′(ηi),

för något ηi ∈ [ti−1, ti]. Av ekvationen y′(t) = f(t, y(t)) följer att,

y(ti−1) = y(ti)− kf(ti, y(ti)) +
k2

2
y′′(ηi).

Bakåt Euler ger attyi = yi−1+k·f(ti, yi) elleryi−1 = yi−k·f(ti, yi).Omvi låter ei = y(ti)−yi
har vi,

ei−1 = ei − k(f(ti, y(ti))− f(ti, yi)) +
k2

2
y′′(ηi).

och eftersom f är Lipschitz-kontinuerlig med konstantL i det andra argumentet och andra deriva-
tan av y är begränsad avM får vi,

|ei| ≤ |ei−1|+ kL|ei|+
k2M

2
.

Med kL < 1 får vi,

|ei| ≤ (1− kL)−1|ei−1|+
k2M

2(1− kL)
.

Om vi upprepar denna räkning från i = n ner till i = 1 får vi det globala trunkeringsfelet,

|en| ≤ (1− kL)−1|en−1|+
k2M

2(1− kL)
(33)

≤ (1− kL)−n|e0|+
k2M

2(1− kL)
(1 + (1− kL)−1 + (1− kL)−n) (34)

=
k2M

2(1− kL)

n−1∑
i=0

(1− kL)−i, (35)

eftersom |e0| = |y(t0)− y0| = 0. Summationsformeln för geometrisk summa ger

|y(tn)− yn| := |en| ≤
kM

2

(1− kL)−n − 1

L
.
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P6.4 Från beviset av konvergensen i Eulers metod har vi att felet ei = u(ti)− ui uppfyller

ei = ei−1 + k(f(ti−1, ui−1)− f(ti−1, ui)) +
k2

2
u′′(ηi) = ei−1 +

k2

2
u′′(ηi).

Vi flyttar över ei−1 till vänstersidan, summerar för i = 1 till n, och noterar att alla utom två termer
kancellerar. Vi får |en − e0| = k2

2

∑n
i=1 |u′′(ηi)| ≤

k2nM
2 .

P6.5 Vi låter f(t, y) = λy. Vi få att ỹi = (1 + kλ)yi−1 och

yi = yi−1 +
k

2
(λyi−1 + λỹi) = (1 + λk +

λ2k2

2
)yi−1.

Därför ges stabilitetsområdet av {kλ ∈ C : |1 + λk + λ2k2

2 | < 1}.

P6.6 Med f(u) = λu får vi ui = 1+k(1−θ)λ
1−θkλ ui−1 := g(kλ)ui−1. Vi ser att |g(kλ)| < 1 om |1 + (1−

θ)kλ| < |1 − θkλ|. Antag kλ < 0. Vi får då |1 + (1 − θ)kλ| < 1 − θkλ vilket är uppfyllt för
alla θ ≥ 1

2 .

P6.7 Låt u = y och v = y′. Vi får,[
u′

v′

]
=

[
v

1 + x− v

]
,

[
u(0)
v(0)

]
=

[
1
0

]
.

Med xi = ik, i = 0, 1, . . . , ges Bakåt Euler lösningen av:[
ui − ui−1

vi − vi−1

]
= h

[
vi

1 + xi − vi

]
,

[
u0
v0

]
=

[
1
0

]
.

Vi får u1 = 1 + 0.1v1 och v1 = 0.1(1.1− v1) vilket ger v1 = 0.1 och därmed u1 = 1.01.

P6.8 Låt u = u1 och z = z1. Vi har u = 1 + kz/2 och z = −ku/2. Alltså är u = (1− k2/4)/(1 +
k2/4) och z = −k/(1 + k2/4). Därför blir u2 + v2 = ((1 − k2/4)2 + k2)/(1 + k2/4)2 =
(1 + k2/2 + k4/16)/(1 + k2/2 + k4/16) = 1.

P6.9 Vi får genom partiell integration att 0 ≤
∫ L
0 u′(x)u′(x) dx =

∫ L
0 −u(x)

′′u(x) dx + 0 =

q
∫ L
0 u(x) dx.Det går även att räkna ut lösningen analytiskt och använda att den är positiv.

P6.10 Vi börjar från vänsterledet och får∫ 1

0
xq(x) dx = −

∫
xu′′(x) dx = −[u′(x)x]10+

∫ 1

0
u′(x) dx = −u′(1)+u(1)−u(0) = −u′(1).

Kapitel 7

Övningar

Ö7.1 (a) Symmetri ger x̄ = 0.My=0 =
1
2

∫ 1
−1(1−x2)2 dx =

∫ 1
0 1− 2x2+x4 dx = 1− 2

3 +
1
5 = 8

15

ochm =
∫ 1
−1(1− x2) dx = 4

3 varför ȳ = 2
5 .
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(b)Arean ärm =
∫ π/2
0 cos dx = 1.Momentenges avMx=0 =

∫ π/2
0 x cos(x) dx = [x sin(x)]π/20 −∫ π/2

0 sin(x) dx = π/2 − 1 och My=0 = 1
2

∫ π/2
0 cos2(x) dx = 1

4

∫ π/2
0 (1 + cos(2x)) dx = π

8 .
Därför får vi (x̄, ȳ) = (π2 − 1, π8 ).
(c) x komponenten blir 0 på grund av symmetri. Arean ges av π/2. Momentet i y-les My=0 =
1
2

∫ 1
−1 1− x2 dx = 2

3 . Centroiden ges av (xp, yp) = (0, 4
3π ).

(d) Området är en triangel med hörn i (0, 0), (1, 1) och (32 , 0). Centroiden ges då av (x̄, ȳ) =
(0+1+1.5

3 , 0+1+0
3 ) = (56 ,

1
3).

Ö7.2 (a) Symmetri ger x̄ = 0. Låt massan varam. Momentet kring y = 0 ges avMy=0 = m(0 + 2 −
1 + 4 + 2 + 0) = 7m. Den totala massan ges av 6m. Därför får vi ȳ = 7

6 .
(b) Massan är m =

∫ 1
0 (1 − x)(1 + x) dx = 2

3 . Momenten ges av Mx=0 =
∫ 1
0 x(1 − x)(1 +

x) dx = 1
4 ochMy=0 =

1
2

∫ 1
0 (1 + x)(1− x)2 dx = 5

24 . Därför får vi (x̄, ȳ) = (38 ,
5
16).

(c)Massan ges avm =
∫ 1
0 (1+x)(1−x) dx = 2

3 .Momentet runtx-axeln ges av,Mx=0 =
∫ 1
0 (1+

x)x(1− x) dx = 1
4 , ochMy=0 =

1
2

∫ 1
0 (1 + x)(1− x)2 dx = 5

24 . Detta ger (x̄, ȳ) = (38 ,
5
16).

(d) Vi har m =
∫ 1
0 (1 − x)(1 + x) dx = 2

3 , Mx=0 =
∫ 1
0 x(1 − x)(1 + x) dx = 1

4 och
My=0 =

1
2

∫ 1
0 (1 + x)(1− x)2 dx = 5

24 vilket ger �x = 3
8 och �y = 5

16 .

Ö7.3 (a) Arean är 2 centroiden (2, 1) och dess minsta avstånd till y-axeln 2. Pappus sats ger V = 8π.
(b) Arean är π och centroidens avstånd är 2. Volymen ges av V = 4π2.
(c) Centroidens avstånd är 4/3 och triangelns area 1/2. Volymen blir 4π/3.
(d) Arean blir 4/3, centroidens avstånd till y-axeln 2 så volymen blir 16π/3.

P7.1 Vi väljer koordinatsystem där l är y-axeln. Vi antar att kurvan C kan beskrivas som en funktion
f(x) där a ≤ x ≤ b. Om så inte är fallet delar vi upp C i bitar som var och en kan beskrivas med
en funktion f(x). Sedan beräknar vi areorna var för sig för delkurvorna och summerar. Vi har att
det vinkelräta avståndet mellan tyngdpunkten för kurvanC och y-axeln ges av r = x̄. Vi får då,

A = 2π

∫ b

a
x
√
1 + f ′(x)2dx = 2πMx=0 = 2πx̄L = 2πrL,

där x̄ = Mx=0
L för ett endimensionellt objekt av längdL.
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pylab, 141
return, 142
savefig, 143
show, 141
title, 143
while, 141
xlabel, 143
ylabel, 143

algoritmer, 123
analysens fundamentalsats, 16

bakåt Euler, 118
Banachs fixpunktssats, 52
båglängd, 33

C, 141
C++, 141
C#, 141
centroid, 137
cosinus, 107

derivata av integral, 17
Diracs delta, 81

Eulers ekvation, 65, 116
evalueringssymbol, 16
existens och entydighet, 51, 102
exponentialfunktionen, 105
exponentiell skalning, 76

faltning, 79
feluppskattning, 42

Fortran, 141
fördröjning, 81

Guldins regel, 137

Haskell, 141
Heavisides stegfunktion, 80
homogenlösning, 61

impuls, 80
inskjutning, 129
integral, 10

generaliserad, 18
kontinuerliga funktioner, 11
numeriska metoder, 38
rationella funktioner, 30

integrerande faktor, 57
integrerbarhet, 10
inverssubstitution, 28

Java, 141
Julia, 141

konvergens, 42, 120
konvergensordning, 43, 119

Laplacetransform, 74
väldefinierad, 74

laplacetransform
derivata, 76
integral, 77
invers, 75
lösning av ode, 83
tabell, 83

linjär algebra, 91
linjärt ekvationssystem, 95
längd, 92

massa, 135
MATLAB, 141
matris, 94
medelvärdessatsen, 14
medelvärdet, 15
mittpunktsmetoden, 38, 118
moment, 135

norm, 51
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obegränsad lösning, 54
oberoende lösningar, 62
ordinär differentialekvation, 50

andra ordningen, 59
första ordningen, 55
linjär, 61
separabel, 55

ordinära differentialekvationer
global lösning, 103
högre ordningen, 99
numeriska metoder, 116
system, 96

ordning, 50

partiell differentialekvation, 50
partiell integration, 29
partikulärlösning, 62
partition, 7
Picards sats, 52
primitivfunktion, 15
programmering, 141
Python, 141

randvärdesproblem, 128
rationella funktioner, 30
Riemann-summa, 8
rotationskropp, 36

Simpsons formel, 41
sinus, 107
skalning, 75
skalärprodukt, 92
stabilitet, 122
stabiltetsområde, 122

trapetsmetoden, 38
tyngdpunkt, 135

variabelsubstitution, 26
vektor, 91
volym, 35
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