
MATEMATIKChalmers L�osning till tentamen i Inledande matematik f�or M/TD/V/Z,Tid: 2005-01-14, kl 08.30 - 12.30Hj�alpmedel: IngaTelefonvakt: tel 073 977 92 681. Till denna uppgift ska du endast l�amna in svar, allts�a utan motiveringar.a) Best�am alla l�osningar till ekvationssystemet8<: 2x � y + 3z = 11x � y + z = 43x � 4y + 2z = 9 (3p)Svar: 8<: x = 7� 2ty = 3� tx = tL�osning: 8<: 2x � y + 3z = 11x � y + z = 43x � 4y + 2z = 9 , 8<: x � y + z = 4y + z = 3� y � z = �3 ,8<: x = 7� 2ty = 3� tx = tb) Rita f�oljande m�angder i komplexa talplanet:fz; Imz = 2g, fz; jzj = 4g oh fz; arg z = �3g. (3p)Svar:
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) Best�am alla reella l�osningar x till ekvationen j3x� 1j � jx� 4j = 2. (3p)Svar: x = �52 oh x = 74L�osning:F�or 4 � x g�aller: j3x�1j�jx�4j = 2, 3x�1�(x�4) = 2, 2x = �1som saknar l�osning d�a 4 � x.F�or 13 � x � 4 g�aller: j3x� 1j � jx� 4j = 2, 3x� 1 + (x� 4) = 2,4x = 7, x = 74 .F�or x � 13 g�aller: j3x� 1j � jx� 4j = 2, �(3x� 1) + (x� 4) = 2,�2x = 5, x = �52 .



MATEMATIKChalmersd) Ber�akna gr�ansv�ardet limx!1 ln(x + 3)ln(x2 + 1) . (2p)Svar: 12L�osning:limx!1 ln(x+ 3)ln(x2 + 1) = limx!1 ln(x) + ln(1 + 3x)2 ln(x) + ln(1 + 1x2 ) = limx!1 1 + ln(1+ 3x )ln(x)2 + ln(1+ 1x2 )ln(x) = 12e) Best�am alla reella l�osningar till ekvationen 2 os2 x� os x = 1. (3p)Svar: x = n2�3L�osning: 2 os2 x� os x = 1, os2 x� 12 os x = 12 ,os x = 14 �q 116 + 12 , os x = 14 � 34os x = 1, x = n2�os x = �12 , x = �2�3 + n2�Till uppgifterna 2-5 ska du l�amna in fullst�andiga l�osningar.2. Visa att ln(1 + x) > 2x2 + x f�or alla x > 0 . (6p)L�osning: S�att f(x) = ln(1+ x)� 2x2+x . Skall d�a visa att f(x) > 0 f�or allax > 0 .f 0(x) = 11 + x � 2(2 + x)� 2x(2 + x)2 = (2 + x)2 � 4(1 + x)(1 + x)(2 + x)2 = x2(1 + x)(2 + x)2 .Detta ger f�oljande tabell: x 0 0 < xf 0(x) 0 +f(x) 0 %Tabellen bevisar att f(x) > 0 f�or alla x > 0 .3. Best�am avst�andet fr�an punkten (4;�3; 2) till planet 2x� y + 3z = 7. (6p)L�osning:En normal f�or planet �ar vektorn n = (2;�1; 3), en punkt i planet �ar t.ex.P0 = (2; 0; 1).Avst�andet fr�an punkten P1 = (4;�3; 2) till planet �ar l�angden av pro-jektionen vn av vektorn v = �!P0P1= (4;�3; 2) � (2; 0; 1) = (2;�3; 1) p�anormalvektorn n.



MATEMATIKChalmersVektorn vn ges av projektionsformeln: v � njnj2 n.L�angden av vn �ar d�a : jv � njjnj .Vi har allts�a d = j(2;�3; 1)�(2;�1; 3)jp4 + 1 + 9 = 4 + 3 + 3p14 = 5p1474. Skissa grafen till f(x) = ln jx� 2j(x� 2)3 . Ange var funktionen �ar v�axanderespektive avtagande, lokala extrempunkter, asymptoter samt sk�arnings-punkter mellan grafen oh koordinataxlarna. (6p)L�osning: Df = Df 0 = fx 2 R; x 6= 2g. S�att g(t) = ln jtjt3 . g �ar enudda funktion oh f(x) = g(x� 2). Det r�aker s�aledes att unders�oka f f�orx > 2.Slutsatser om f f�or x < 2 kan dras genom symmetriresonemang.Vi har att limt!0+ g(t) = �1 oh limt!1 g(t) = 0 (standardgr�ansv�arden). D�a�ar limx!2+ f(x) = �1 oh limx!1 f(x) = 0. Av symmetrisk�al har vi d�a oks�aatt limx!2� f(x) =1 oh limx!�1 f(x) = 0.Linjen x = 2 �ar lodr�at asymptot, linjen y = 0 �ar v�agr�at asymptot b�ade d�ax!1 oh d�a x! �1. Det �nns inga andra asymptoter.Vidare �ar f(0) = � ln 28 oh f(x) = 0, x = 2� 1. Grafen sk�ar koordina-taxlarna i punkterna (0;� ln 28 ), (1; 0) oh (3; 0).f 0(x) = 1� 3 ln jx� 2j(x� 2)4 .F�or x > 2 g�aller: f 0(x) = 0, 1� 3 ln(x� 2) = 0, x = 2 + e 13f(2 + e 13 ) = 13e .Vi f�ar nu f�oljande tabell:x 2 2 < x < 2 + e 13 2 + e 13 2 + e 13 < x 1f 0(x) + 0 �f(x) �1 % 13e & 0



MATEMATIKChalmersFunktionen har lokalt maximum i punkten (2 + e 13 ; 13e), den �ar v�axande iintervallet ℄2; 2 + e 13 ℄ oh avtagande i intervallet [2 + e 13 ;1[.Av symmetrisk�al har funktionen lokalt minimum i punkten (2� e 13 ;� 13e).Den �ar avtagande i intervallet [2� e 13 ; 2[ oh v�axande i intervallet℄�1; 2� e 13 ℄.Detta ger f�oljande graf:
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5. Ber�akna f�or alla konstanter � gr�ansv�ardet limx!1((x + 1)� � x�).Tips: anv�and medelv�ardessatsen. (6p)L�osning: S�att f(t) = t�. D�a �ar (x + 1)� � x� = f(x+ 1)� f(x).Funktionen f �ar deriverbar i ℄0;1[. F�or x > 0 �ar f d�arf�or kontinuerlig idet slutna intervallet [x; x + 1℄ oh deriverbar i det �oppna ℄x; x + 1[ medderivatan f 0(t) = �t��1.Medelv�ardessatsen kan s�aledes till�ampas.Det �nns allts�a en punkt � 2℄x; x + 1[ s�adan att(x + 1)� � x� = f(x+ 1)� f(x) = (x+ 1� x)f 0(�) = ����1.Allts�a g�aller: limx!1((x+1)��x�) = lim�!1 ����1 = 8<: 1 om � > 11 om � = 10 om � < 1 .6. Avg�or vilka av f�oljande p�ast�aenden som �ar sanna respektive falska. Dubeh�over inte motivera dig. R�att svar ger 1p, inget svar 0p oh fel svar -1p.Dok ej mindre �an 0p totalt.a) L�at f vara deriverbar i ℄ � 1;1[. Antag att f har preis tre olikanollst�allen. D�a har f 0 minst tv�a olika nollst�allen.L�osning: Sann, om a < b <  �ar de tre nollst�allena s�a har derivatannollst�allen i intervallen ℄a; b[ oh ℄b; [.



MATEMATIKChalmersb) L�at f vara deriverbar i ℄ � 1;1[. Antag att f har preis tre olikanollst�allen. D�a har f 0 h�ogst tv�a olika nollst�allen.L�osning: Falsk, derivatan kan ha t.ex tre nollst�allen mellan tv�a noll-st�allen f�or funktionen.) lnxln y = ln(x� y) .L�osning: Falsk, testa med x = y 6= 1.d) Om f(x) �ar upp�at begr�ansad s�a �ar 1f(x) ned�at begr�ansad.L�osning: Falsk, testa med f(x) = sin(x)e) Om f 0(x) = 0 f�or alla x 2 Df s�a �ar f konstant.L�osning: Falsk, testa med f(x) = xjxj .f) Om f 0(x) = 0 f�or alla x 2 (0; 1) s�a �ar f konstant p�a (0; 1).L�osning: Sann,f�oljer av medelv�ardessatsen.7. a) De�niera vad som menas med att en funktion f �ar str�angt v�axande p�aett intervall I.b) Formulera medelv�ardessatsen f�or derivator.) Visa, med hj�alp av medelv�ardessatsen, att en funktion f �ar str�angtv�axande p�a intervallet I om f 0(x) > 0 f�or alla x 2 I. (6p)L�osning: Hittar du i kursboken.F�or godk�ant kr�avs 20p (inklusive ev. bonuspo�ang), f�or betyg 4 kr�avs 30p,f�or betyg 5 kr�avs 40p. L�osningar �nns tillg�angliga p�a kursens hemsida senastf�orsta vardagen efter tentamensdagen.


