Tentamen for TMV125 2008-10-24 - Losningar

1. Till denna uppgift ska du endast ldmna in svar, alltsa utan motiveringar.

a) Los ekvationssystemet

2c + y + =z =3
r + 2y — 2z =
2c — 5y + Tz =1
b) Los ekvationen z* = —1 fullstéindigt.

c) I vilket eller vilka intervall av z-virden &dr funktionen f(z) = ze
konkav (=concave down)?

d) Berikna foljande grinsvirden:

g Sz’ gy S0 iii. lim(1 4+ 5z)*®
" amo0 (Ing)b + 223 a5 5 X w0

e) Funktionen f(z) = z + log, = 4r injektiv da = > 0. Lat g(z) vara dess
invers. Beriikna ¢'(3). (Deriveringsregel: % logy x = a:llﬁ)

f) I en rétvinklig triangel 6kar kateternas lingder med hastigheterna
3 m/s respektive 4 m/s. Hur snabbt vixer triangelns area i det 6gon-

blick d& kateterna dr 3 m resp. 4 m langa?

Lésningar (i tentan skulle dock bara svaren ges!)

(a) Systemets totalmatris 6verfors genom radoperationer till trappstegsform:

2 1 1 | 3 2 1 1 | 3
1 2 -1 ] 2 ~ 03 -3 | 1
2 -5 7 | 1 00 0 | 0

Med z =t som fri variabel far vi genom bakatsubstitution:
Svar:x:%—t, y:%-i—t, z=t.

(b) Sitt z = re®?, da ar 2* = r*e™?. Hogerledet i polir form: —1 = €'™. Detta
ger
r* =1, 40 =+ 2mn, for varje n € Z.
Sa r = 1 och vi finner 4 olika lgsningar genom att vélja n = 0,1,2, 3.
Motsvarande virden pa 6 ar w/4, 37 /4,57 /4 and 77 /4 respektive. For att
minska arbetet noterar vi att n = 0 ger z; = cos §+isin§ = %(14—2') och
att 16sningarna bildar en kvadrat med centrum i 0 i komplexa talplanet.

(2p)



Dérav dr losningarna relaterade enligt:
23 = —21, 24 = 21, %2 = —24 (= 73).
Svar:

1 .
71,3 = £—=(1+1),

V2

1 .
%(1—1).

o4 = +

f ér konkav da f” < 0. Produktregeln ger

flla) =e"(1 =), f'(z)=e"(z-2).

Thus f"(z) <0< e P (z—-2)<0&z2-2<0 <2
Svar: (—00,2).

i Eftersom lnT“” — 0 da z — o0, sa dr de dominerande termerna i tiljaren

och nimnaren z> and 2z respektive. Detta ger att grinsvirdet &r %

ii Sétt y = § — z. Eftersom z — § < y — 0 far vi

. cos(§ —y)
lim —=——~
y—0 Yy y—0 vy

iii Sitt y = 1/z. Eftersom z — 0 < y — foo far vi

4 5\Y 4
lim (1 +5z)= = lim [(1 + —) ] = (e®)* = &%0.
z—0 Yy

y—Fo0

(i) 1 €%

Svar: (i) &

Med y = f(z),z = g(y) = f~(y) har vi sambandet
1 1

T T

xln?2

Med y = = + loggz = 3 ser vi att y = 3 ger z = 2 (enda l6sning!), och
svaret

Svar: 1 _ 2In2 __ _In4

— = = .
1_|__2 i 2In2+1 In4+1




(f) Lat = och y beteckna lingderna av triangelns kateter. Da ar
1
A= 5Ty (1)

och den givna informationen ir att

dx dy
x 37 y 7 dt 7 dt

Derivera (1) med avseende pa t och sétt in informationen i (2). Vi far da

4. 2)

dA_1(d_y dx

1
a2 N _2(3-444-3)=12.
a2 \"dt ydt) 53-4+4-3)

Svar: Arean ¢kar med 12m?/s i det givna 6gonblicket.

Till uppgifterna 2-5 ska du ldmna in fullstéindiga l6sningar.

2 Givet dr de tre punkterna A = (1,1,1), B = (7,3,—2) och C = (4,9, —4).
Lat L vara linjen genom A och B. Lat P vara planet som innehéaller A, B
och C. Lat @ vara planet  —y — 2z = —12.

a) Ange en ekvation for L.
b) Ange en ekvation for P.

c) Berékna skdrningspunkten mellan L och Q.
Losning:

a) Riktningen for L ges av v; = (7,3,—-2) — (1,1,1) = (6,2, —3). Linjen
ges didrmed i parameterform av

L={((1+6t,1+2t,1—3t):tecR}.

(b) Vihar AB = (6,2, —3) och AC = (4,9, —4) — (1,1,1) = (3,8, —5).
En normal till planet ges av

i j k

ABXxAC=|6 2 —3|=(2(=5)—8(—3),3(—-3) — 6(—5),6(8) — 3(2))

3 8 =5

(14,21,42).

Viljer vi A som punkt i planet, sa kan ekvationen for planet skrivas

14(z — 1) +21(y — 1) +42(z — 1) = 0,



vilket forenklas till 2z + 3y + 6z = 11.

(c) Vi sdtter in parameterekvationen for L i ekvationen foér planet @
och Ioser ut t:

(1+6t) — (1+2t) — 2(1 — 3¢t) = —12,

Alltsa: ¢ = —1. Skédrningspunkten mellan L och @ &r (1 4+ 6(—1),1 +
2(=1),1 =3(=1)) = (=5,-1,4).

3 Ange det storsta och det minsta virdet som antas av funktionen

f(z) = e’ (z + %) pa intervallet [0, 10].

Lésning:
Vi beho6ver kontrollera dndpunkterna och derivatans nollstillen i det inre
av intervallet.

fl(z) = e_xz(l — T — 2x2).

Alltsd éir f'(z) =0 1-2-222 = 0 & 22242-1=0& (2z—1)(z+1) =
0 < z =1/2 or x = —1. Den sistndmnda punkten dr utanfor intervallet
och ignoreras dirfor. Vi maste nu jimféra z = 1/2 med dndpunkterna
z =0 och z = 10. Vi far

FO) =172 F1/2)= e £10) =

Uppenbarligen dar det tredje virdet minst, och det andra ar storst (ef-
tersom e!/* < 2, eller, ekvivalent e < 16).

21

/4 minsta viirdet ér 30100 -

Storsta vardet ar e”

242
Rita grafen till funktionen f(z) = L—;

T —
Ange eventuella lokala extrempunkter och asymptoter.
(Konvexitet/konkavitet behover inte utredas.)
Losning:
Inga uppenbara symmetrier kan ansvindas. Vi noterar att

lim f(z)=+1, lim f(z)=-1.

T—+00 T——00

(6p)



Darmed ar linjerna y = £1 horisontella asymptoter.
f &r definierad for alla reella z utom x = 2. Vi kollar vad som héinder
nira denna punkt:

lim f(z) =400, lim f(z)= —oc.

z—2+ T2~
Dérmed &r linjen x = 2 en vertikal asymptot.
Bestam nu derivatans nollstillen:
_ )
(z —2)? '

Nollstillena ges da av ekvationen

(x—2)\/w+ﬁ—\/x2+ =0.

Multiplicera med v/z2 + 2 och férenkla:
t(z-2)— (2 +2)=0=> -2z -2=0=z=—1.

Pga av upptridandet kring asymptoterna (eller genom teckenstudium av
derivatan) kan vi sluta oss till att funktionen har ett lokalt minimum i
r=-1, f(-1)=-1/V/3> —1.

(FIGUR HAR!)

. a) Ge en precis matematisk definition av att grdnsvdirdet fér en funktion
f(z) ar L, da = nidrmar sig a; d v s definiera lim f(z) = L.
T—a

b) Bevisa med den i a) just givna definitionen att lin% Bz +1) =4.
Tr—r

c) Bestdm grinsvirdet hr% zsin — och bevisa ditt pastaende med den i
T— X

a) just givna definitionen.
Losning:
a) Antag att f dr definierad for I \ {a} dir I &r ett intervall runt a.
Da giller att lim f(z) =L & Ve > 0 3§ = d(e) > 0 sadant att

r—a

0<|z—a|<d=|f(z) - Al <e.
b) Lat € > 0 vara givet och tag § = ¢/3. Da giller att om 0 < |z — 1| < d
sa har vi |3z +1 — 4] = 3|z — 1| < 30 = 3(¢/3) = ¢; d v s definitionen av
att lim1 3z + 1 =4 &ar uppfylld.

T—
c) Lat € > 0 vara givet och tag § = €. D4 géller att om 0 < |x — 0| < § sa
har vi [zsin2 — 0| = |z|[sind| < |z|=|z-0|<d=e.DvsVe>035 =
8(e) > 0 (néimligen § = €) sddant att 0 < |z — 0| < § = |zsini — 0| <¢;

vilket alltsa dr vad vi menar med att lim zsin — = 0.
z—0 xT

(2p)

(2p)

(2p)



6 Avgor vilka av foljande pastdenden som &dr sanna respektive falska. Du
behover inte motivera dig. Rétt svar ger 1p, inget svar Op och fel svar
-1p. Dock ej mindre &n Op totalt.

For varje komplext tal z giller att |z| = |Re(z)| + [Im(z)].

Om ett linjéirt ekvationssystem har fler ekvationer dn obekanta sa kan
systemet inte ha entydig l6sning.

Olikheten e* > x + 1 &r sann for alla reella tal x.
Lat u vara en vektor i rummet. Om « - u = 0 sa maste u = 0.

Om f(z) dr definierad i hela R och deriverbar, och har totalt 2008
olika nollstiillen, sa har ekvationen f'(z) = 0 fler &n 1000 losningar.

Om f o f dr en injektiv (one-to-one) funktion, sa maste f sjilv vara
injektiv.

Svar:

a

=

o

)
)
c)
)
)

[§]

Falskt. (Bx: z =1+1d ger VL =+/2, HL=2).

Falskt. (Ex: z +y=2, z—y =0, 2z+y =3 har entydig 16sning).
Sant. (y = z+1 &dr tangent i z = 0 till den konvexa funktionen y = e*).
Sant. (u - u = |u|?, endast nollvektorn har lingden noll).

Sant. (Anvind medelvirdessatsen eller Rolles sats pa varje par av noll-
stillen, vi far da ett garanterat nollstélle for derivatan. Den méste ha
minst 2007 olika nollstéllen).

Sant. (Foljer av att f(z1) = f(z2) = (f o f)(z1) = (f o f)(z2)).

Definiera derivatan av en funktion f i en punkt z.

Bevisa att %(sin x) = cosz. Du behover inte bevisa eventuella hjilp-
satser om trigonometri eller gransvérden.

Lésning: Se ldroboken!



