Lésningar till Inledande matemtik fér E1, (TMV157) 2013-01-19

(a) Vi skriver olikheten 0 > x+1/x—2 och skriver direfter hogra ledet pa gemensamt
brakstreck och faktoriserar:

1 2 9p 41 (z—10
0>ptpt_got 204l (@17
xr xr xr

Vi ser att tdljaren alltid &r > 0, sa tecknet pa hogra ledet avgors helt av namnaren.
Detta ger

Svar: Nar x < 0.

(b) Systemets uttkade koefficientmatris utséitts for radoperationer:

1 0 (44a) -2
-2 2 7T -1 Rad 1 x2 laggs till rad 2, Rad 3 minskas med rad 1:
1 2 3+a) -2
10 44+a) -2
0 2 (15+2a) -5 Fran rad 3 dras rad 2:
0 2 -1 0
10 44+a) -2
0 2 (15+a) -5
0 0 (—16—2a) 5
Detta ger en matris pa trappstegsform med pivotelement i sista kolonnen precis
nir —16 — 2a = 0, dvs nér a = —8. Precis da saknar ekvationssystemet 16sning.
Svar: a = —8.

(c) Stt det givan talet till z. Vi har da |z = \/((—4)? + (v/48)?) = \/(64) = 8. For
att bestdmma ett argument 6 for z ska vi hitta en 16sning till systemet

{ cos® = Re(z)/|z| =—-4/8=-1/2
sind = Im(z)/|z| = V48/8 = 41/3/8 = /3/2

En 16sning ges av § = 27/3.
Svar: Beloppet édr 6 och 27/3 ett argument.

—
(d) Vektorn AB har koordinater

., [4-0 4
AB=| 3-2 | = 1
2-3 -1

De tva vektorern #r vinkelrdta mot varandra precis nér deras skalarprodukt ar 0.
Detta ger ekvationen

1 4
0= a . 1 =4+a—2
2 -1

Detta ger a = —2.
Svar: Nar ¢ = —2.

(e) Vi soker en parameterframstéillning av linjen och sétter

r+4 y z-2
2 3 5

Vi l6ser ut x, y och z och far x = —4 + 2t, y = 3t, 2 = 2 + 5¢, som i planets
ekvation ger

t =

2=2(—4+2t)+3t—3(2+5t) = —14 — 8,
Vilket ger t = —2 och dérmed skdrningspunkten (—4 + 2(—2),3(—2),2 + 5(—2))
Svar: I punkten med koordinater (—8, —6, —8)



(f)

(2)

Vi 16ser ekvationen f(x) = 4, dvs x = 4(x — 1), som ger x = 4/3. Vi anvinder
7! pa bada sidor av f(4/3) =4 och far 4/3 = f~1(4).
Svar: f~1(4) =4/3.

Derivering ger enligt kedjregeln
1 2
") = —— . D(2 )= — =
f@) 1+ (2z +1)2 (2 +1) 1+ (22 +1)%°

eftersom D(arctant) = 1/(1+t?). Med x = —1 far vi f/(—1) =2/2 = 1.
Svar: 1.

Gréansvirdet dr av typen “oo — oo”. Rékneregler for logaritmer ger
32?2 + 22— 2
f(x) =In(32? + 22 —2) —2lnx =In (H72x>
x

Eftersom (3z% — 2z — 2)/2? — 3, niir x — oo giller att f(z) — In3 da.

Svar: In 3.
Grinsviirdet #r av typen ”0/0”. Forlinging med konjugerat uttryck (va2 +2 +
V3x)till tdljaren ger
(@) V2 +2—+/3z 2?2 +2 -3z (x—2)(z—1)
X = = —
x—2 (x—2)(WVa2+2+V3z) (x—2)(Va?+2+V3x)
z—1
V2 +2+ 3z

Av detta foljer att f(z) — 1/(v/6 +v/6) = V6/12, niir x — 2.
Svar: \/6/12

Grénsvirdet dr av typen ”0/0”. Vi sétter

rln(l +2?) —sinz +
arctanz — x '

Q=

Derivering av téljare och ndmnare for sig ger

0 In(1+ 2?) + 114_2;2 —cosx + 1
1 = 1 )
1+z2 1

som efter forlsining med 1 + z2 blir

(1+22)In(1 + 2?) + 222 — (1 + 2%)(cosx — 1)
2

Q1 =

som ocksa ger ett grinsvirde av typen "0/0”, nir x — 0. Ytterligare derivering
av téljare och ndmnare for sig ger

22In(1 + 22) 4+ 2z + 4o — 2z(cosw — 1) + (1 + 2?)sinx

Q2 = o =
9 1+2? sinz
= —In(l+2°) -3+ (cosz—1)— :
2 T
1
— —1n(1)—3+(1—1)—7-1:—z,

2 2

nir x — 0. L’Hospitals regel ger nu att ()1 och (sedan) @ ocksa har detta gréns-
vérde.

Svar: —7/2.



—12
3. Funktionen f &r definierad f6r alla reella tal och har derivata g(z) = f'(x) = ﬁ
x
Vi soker x sa att g(x) &r minst moljigt. Vi har

—12(2? + 3) + 12z - 2(2® + 3) - 2z —12(a2? 4 3) + 4872
(22 + 3)4 B (22 + 3)3

36(x—1)(z+1)

i

g'(x)

Detta ger foljande teceknstudium av ¢'(x) :

/

g — I

-1 1
g /N /
Eftersom g(x) — 0 ndr x — —oo ger detta att ¢ har sitt minsta virde i z = 1. Punkten

pa grafen till f dér tangenten har minst lutning &r alltsa (1, f(1)) = (1, 3/2).
Svar I punkten (1,3/2).

4. Definitionsméngden till f(x) bestar av alla reella tal utom x = 1. Vi har att /(1 —
x)3 = oo nér x — 1~ och — —o0, nér x — 1. Eftersom e’ — oo niir t — oo och — 0
nir t — —oo giller

oo nidr z—1"
f(a:)—>{ 0 nir =x—17

Detta visar att x = 1 ar en lodrita asymptot.

Nér z — oo giller att z/(1 — x) — 0, vilket ger att f(z) — ¢’ = 1 da. Vi har att
y = 1 dr en horisontell asymptot.

Vi underséker nir f dr vixande respektive avtagande med hjilp av tecknet pa f’'.
Eftersom exponentialfunktionen alltid dr > 0 géller att f(x) > 0 for alla . Vi deriverar:

, x 1—2)3—z-3(1—2)% (-1)
f@) = 5@ D) = @) Gy -
1+ 2%
B

Vi konstaterar att f’ dr < 0, ndr & < —1/2 och > 0 annars. Detta visar att f &r
avtagande nir © < —1/2 och vixande pa [—1/2,1) samt (1,00), sd& © = —1/2 &r en
lokal minpunkt till f.

Informationen sammanfattas i félande skiss av grafen till f :

N= -
=

Vi ser att virdeméngden &r (0, c0).

Svar Definitionsméingden bestar av alla reella tal utom 1. Virdeméngden ér (0, c0).
Linjen x = 1 dr en lodrét asymptot och y = 1 en vagrit (i bade oo och —oc0). Funktio-
nen dr avtagande pa (—oo, —1/2] samt vixande pa intervallen [—1/2,1) samt (1, c0).
Talet —1/2 &r en lokal minpunkt till f, som saknar si vél stérsta som minsta virde.



5. Vi infor sidan ¢ och héjden h som i figuren.och héjden h. Vi !

har att h < ¢/2, eftersom triangeln AABC' inte ér liksidig.
Triangeln AABC har da arean hc/2.
Vi infor vikeln 6 vid hornet B’ och ser att den vinkeln fo-

rekommer pa ytterligare tva stéllen i figuren och att 6 kan B h o

véljas till vilken vinkel som helst i intervallet (0,7/2). 0 C

Med hjilp av 0 kan vi berdkna

h
|B'C'| = ,9+cc059
sin

h
|A'C’| = 7 +csinf
cos

Detta ger att arean av AA’B’C” &r hilften av

2

f(0) =|B'C'|-|AC"| = + 2he + ¢*sin f cos ),

sin 6 cos 6
som vi med formeln 2sin 6 cos § = sin 20 férenklar till

2h2 2
2he + < - sin 26.
sinog et g sm

Vi sétter v = 260 och far att vi ska bestdmma v i intervallet (0, ), sa att

2 2 2

h
flv) == +2he+ < - sinw
sin v 2

dr minst mojligt. Vi 16ser detta genom att derivera

2h?cosv 2 COoS v

/’U = -+ — .SV = ———— - c2sin2v—4h2 =
F(v) sin? v 2 2sin’ v ( )
— cosu_ csinv — csinv +
i 2h i 2h

2sin? v

I detta uttryck viixlar cosv tecken i v = /2 och ¢sinv — 2h nér sinv = 2h/¢, som ér
< 1, eftersom h < ¢/2. Det betyder att vi far tva vinklar vy < 7/2 < v; < 7 dér f’
véxlar tecken och sinvy = sinvy = 2h/c.

Detta ger foljande teckenstudium av f” :

f/

T T

0 Vo T/2Vv; 0w

N NS

Detta ger att f:s minsta virde dr f(vg) = f(v1) som vi berdknar genom att utnyttja
att sinvg = 2h/c:

2 2 2

h
flvg) = = —|—2hc+c—-sinvo:hc+2hc+hc:4hc.
sin vy 2

Den minsta mojliga arean pa den stora réitvinkliga trianglen &r hélften av detta, dvs
2hc, som &dr 4 ganger den givna triangelns area (hc/2).

Svar: Fyra ganger sa stor.

A/



6.

(a)

Funktionen

0O ndr =0

f(:n){ xsin(l/z) nidr x#0

ar kontinuerlig dven iz = 0 for | f(x)| < |z| (eftersom |sin(1/z)| < 1),s4 f(z) = 0
nir x — 0. I varje omgivning till 0 antar f sa vél positiva som negativa varden.
T.ex. har vi f(2/(nw)) = 2/(nw), nir det naturliga talet n har resten 1 vid division
med 4, men f(2/(nm)) = —2/(nm), ndr n har resten 3 vid division med 4.

Svar: Falskt.

Medelvirdessatsen ger ett tal s i intervallet [z, + 1], sa att

fla+1) - f(x)

f'(s) = (x+1)—x

= fl@x+1) - f(z).

Nir @ — oo giller dven att s — oo, sa f(x + 1) — f(x) = f'(s) — 0, enligt
forutséttning.

Svar: Sant.

Om # har lingd 1, s& har @ x @ = 0 lingd 0.

Svar: Falskt.

For komplexa tal z och w géller att |zw| = |z| - |w|, s& om bade z och w har
belopp 1 sa har &ven zw belopp 1.
Svar: Sant.
Vi har

—122

/ _
f (93)) - (1;2 +3)27

sa tangenten genom (a, f(a)) har ekvationen

—12a 6

!
yif(”)@*@*f(“):m'@*awrm'
Den ska ga genom (0, 1), vilket ger
12a? 6

T @132 T2+

som ger oss (a? +3)2 = 12a% 4 6(a® + 3). Med t = a? blir det (¢t + 3)% = 18t + 18,
eller 2 — 12t — 9 = 0, som har l6sningarna a®> = t = 6 & /36 + 9, diir bara
a? = 6 + /45 &r mojlig. Detta ger att vi ska vilja a = +1/6 + v/45. Det finns
alltsa tva tangenter som gar genom (0, 1).

Svar: Sant.

For vinklar z, 0 < = < 7/2, i forsta kvadranten &r cosz — 1 negativt medan
cosx + 1 &r positivt. Véanstra ledet dr alltsa negativt da, medan det hogra &r
positivt.

Svar: Falskt.



