MATEMATIK
Chalmers

Losningsforslag till Tentamen i Inledande matematik for E1, (TMV157), 2013-10-26

1. Till denna uppgift skulle endast ldmnas svar, men hir ges kortfattade
l6sningar.

1
a) For vilka tal z géller o > cos?(z) — 17
Losning: Vi har att for alla z € R sa ér — 1 > 0 och cos?(z)—1 <0
x
1
da ju —1 < cosz < 1. Alltsa har vi 71 >0 > cosZ(a;) — 1 sa att
x

olikheten giller for alla x € R.

b) Bestdm konstanterna a och b sa att ekvationssystemet

— = 1 . . .. . -
{ 2; n zly/ - far odndligt manga l6sningar?
Losning: Den utokade koefficientmatrisen 6vergar genom radopera-
tioner till trappstegsform:

1 -2 1 1 =2 1

2 a b 0 a+4 b—2
For att fa oindligt manga 16sningar, maste man ha firre pivotelement
an antalet obekanta. For att fa losbarhet kan vi inte ha nagot pivote-

lement i hogerledskolonnen. Dérigenom tvingas hela andra raden vara
en nollrad, dvsa = —4, b = 2.

¢) 1 vilka punkter 2 #r funktionen f(z) = |2? + 32 + 2| deriverbar?
Losning: f dr konstruerad som en skarvning av tre polynombitar, for
x < —2 har vi polynomet z? 4 3z + 2, for —2 < z < —1 polynomet
—(2% + 3z + 2) och for x > —1 polynomet x? + 3z + 2. I inre punk-
ter i respektive intervall &r ddrmed f lika deriverbar som respektive
polynom, men i skarvarna far vi olika véirden pa vénster- och hogerde-

rivata. Funktionen ar deriverbar for alla reella x utom x = —2 och
x=-—1.
d) Berikna grinsvirdena: i) lim e %, i) lim ( ! + = )
’ r—00 ’ z—1x —1 x2—3x—{—2

2 t

Losning: (i) Dat = z — 2 — —oo da * — o0, och da ¢ — 0 da

t — —o0, sa dr gransvirdet 0.

(ii) Genom att faktoruppdela ndmnaren och gora uttrycket likndmnigt,
ser vi latt vad grénsvérdet blir:
1 1 1 1 x—1

$—1+x2—3$+2:az—1+(x—1)(:c—2) - (x —1)(z —2) -
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e)

2. a)

= ——-1daz—1
xr—2

Ange i vilket/vilka intervall som kurvan y = arctan(z?) ér konvex
(Adams: concave up).

2(1 — 3z%)
vex da i > 0, vilket motsvarar att « tillhor intervallet (—1/3/4,1/31/4).

Losning: Vi deriverar tva ggr och far y” = Kurvan &r kon-

Lat f(x) = cosx, m < x < 2m. Uttryck inversen till f med hjilp av
arccos.

Losning: Att invertera innebér att vi 16ser ut x som funktion av y ur
vart funktionsuttryck:

y=cosz, 7 <x<2r <= x = ZFarccosy+n- 2w

Det enda val som ger # < x < 27 &r minustecken kombinerat med
n = 1. Alltsd har vi f~!(y) = —arccosy + 2, eller med omkastade
variabelnamn:

f~1(x) = 27 — arccos x.

Bestdm en ekvation for det plan som innehaller punkterna (1, —1,0),
(—1,3,2) och (2,5, 1).

_>
Lo6sning: En normal till planet ges (t.ex) av u x v dir w =AB och

%
v =AC om vi siitter A = (1,-1,0), B = (—1,3,2) och C = (2,5,1).
Detta ger

-2 1 -8
UXv = 4 X 6 = 4
2 1 —16

Vi véljer normalen nm som &r —1/4 ganger denna vektor och far att
planet har ekvationen 2x — y 4+ 42z = d. Eftersom det gar genom A har
vi24+1=d.

Svar: 2x —y + 4z = 3.
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b) Bestdm konstanten a sa att linjen

xr = (a+1)t+1
y = 2t
z = (1—a)t+1
blir parallell med planet i a).
a+1
L&sning: Linjen har riktningsvektorn w = 2 | . For att linjen
1—-a

ska vara parallell med planet krivs att w och n ir vinkelrdta, vilket
ger ekvationen 0 =v-n =2(a+1)—2+4(1—a), dvs 0 = —2a +4
eller a = 2.

3. Rita grafen till funktionen f(x) = % Ange ocksa alla eventuella lo-
kala extrempunkter och asymptoter. (Du behover inte utreda konvexi-
tet /konkavitet).

Losning: Funktionen f dr definierad for alla reella tal o sadana att 2 —
2 # 0. Det ger definitionsmingden (—oo, —v/2) U (—v/2,v/2) U (v/2, 00).

Nir & — —v/2 , eller z — V' géller att 1/(z? — 22) — oo. Detta ger
att f(x) — oo i dessa fall.

Nir 2 — —v/2 " eller x — V2 giller att 1/(z2 — 2) — —o0, s& f(z) —
—oo under dessa omsténdigheter.

Nér x — —oo, giller att f(x) — 0, och nér z — oo, giller att f(x)/z —
0o. Alltsa dr y = 0 en asymptot i —oo men inte i co.

Det ger att vi har tva lodriita asymptoter & = /2 och en vagrit y = 0
i —oo0.

Derivering ger enligt kvotregeln

2e% (22 — 1 — 2) 2e”(x +1)(z — 2)

F@ = @7 T G- ViRt ey

Detta ger att f’:s tecken bestdms av (z+1)(x—2). Alltsa ér f stringt avta-
gande pa intervallen [—1, v/2)U(v/2, 2 och stringt viixande pa (—oo, —v/2)U
(—v2,—-1] U [2,00).

Alltsa har f(z) ett lokalt maximum i —1 och ett lokalt minimum i 2. Vi
64

har f(—1) = —e™?, som &r negativt och f(2) = &, som &r positivt.

Vi sammanfattar i en figur:
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Svar: Funktionen har definitionsmingden (—oo0,—v/2) U (—v/2,v/2) U
(v/2,00). Den har asymptoterna = = ++/2 samt y = 0 i —oc. Den har ett
lokalt maximum i = —1 och ett lokalt minimum i 2. Vardeméngden &r

T=—

y=f(z)

lok min
z=2

V2

lok ma
r=-1

(=00, —e72] U (0, 0).

3xt — 42° — 1222 = s.

Lésning: Vi ritar grafen till vinsterledet f(x) = 32* —423—1222. Antalet
losningar till ekvationen f(z) = s dr da antalet skdrningspunkter mellan
grafen y = f(x) och linjen y = s. Derivatan ar f'(z) = 1223 — 1222242 =
122(2? — x — 2) = 122(x + 1)(z — 2), med nollstillena —1, 0, 2. Dess
teckenvixling har utseendet —0 + 0 — 0+, dvs f avtar i (—oo, —1) och

Bestdm for varje virde pa konstanten s, antalet 16sningar till ekvationen

(0,2), véixer i ((—1,0) och (2, 00), vilket gor att vi kan skissa grafen:

40

A

\Y

30

20

10

y = 3z* — 423 — 1222

v

—-32

Nu ldgger vi in "ribban” y = s for olika s och rédknar skdrningspunkter.

Slutsats:

(6p)
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—00 < 8 < =32 inga losningar,
§=—32: en 16sning,
—32<s< =5 2 16sningar,
5= —5o: 3 losningar,
—5H<s<O0: 4 16sningar,

s =0: 3 16sningar,
0<s<oo: 2 l6sningar.

5. a) Ge en precis matematisk definition av att gransvdrdet for en funktion
f(x) &r L, da x ndrmar sig a; d v s definiera lim f(z) = L.
T—a

b) Bevisa med den i a) just givna definitionen att lirré 23 =8,
Tr—r

Lésning: a) Antag att f dr definierad for I\ {a} dér I dr ett intervall
runt a. Da géller att

il_rgf(x) =L < Ve>035=0(e) > 0sadant att 0 < |[z—a| < 0 = |f(z)—A] <e.
b) Lat ¢ > 0 vara givet och tag § = min[1/2,£/16]. Vi vill uppskatta
|23 =8| = [(2® + 20+ 4)(x —2)| = [2® + 2z + 4|l —2|. Om nu |z — 2| < &
sa géller alltsa | — 2] < § < 1/2 som ger att 3/2 <z < 5/2 = 5/4 <
22 4+2z+4 < B 4544 =6 < 6 =16 = |22+ 22+4| < 16. Alltsa giller
for givet e > 0 att vi kan ta § = min[1/2,£/16] och da géller med detta
val av § att om |z —2| < § sa har vi att |23 — 8| = |(z — 2) (2% + 22+ 4)| =
|z — 2[|2% + 22 + 4] < 16|z — 2| < 168 < 16(¢/16) = &; d v s definitionen
av att lim,_ .o 23 = 8 #ir uppfylld.

6. Avgor vilka av foljande pastaenden som &r sanna respektive falska.

a) Funktionen f(x) = In|In|z|| &r definierad for alla x # 0.

Losning: Pastaendet #r falskt, eftersom In|1| = 0, och logaritmen
(yttre funktionen hér) ej dr definierad for 0. f(x) &r ej definierat for
=1

b) Om a och b dr vektorer i R? sa giller att |a - b|*> + |a x b|*> = |a|?|b|?.

Losning: Detta dr sant, eftersom om vinkeln mellan vektorerna ér «,
sa ar

la - b]> + |a x b> = (|a||b| cos a)? + (|a||b|sina)? =
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c)

= |a|?|b|*(cos® a + sin® a) = |a||b]? - 1

Det existerar ett tal r > 0 sadant att |z| < r = |sinz — x| < 10—13|z|

Losning: Olikheten kan, efter division med |z, skrivas:

sin x

—1l<107*

sin x
Det faktum att liII(l) = 1 innebér just att till varje e > 0 (t ex
r— xT
sinz
e = 10713) finns ett » > 0 si att x| < r = | — 1] < ¢, dvs
x

|z] <6 = |sinx — z| < €|x|. Pastaendet &r sant.

Bevisa att om en deriverbar funktion har ett lokalt maximum i punkten
r=asair f(a) =0.

Formulera medelvirdessatsen (med alla forutséttningar).

Ett tal a kallas en fixpunkt till funktionen f(z) om f(a) = a. Visa att

om det for den deriverbara funktionen f(z) giller att f'(x) # 1 for
alla z, sa kan f(x) ha hdgst en fixpunkt.

Lésning: For (a) och (b), se laroboken! Hér dr en 16sning till (c).

Antag att f uppfyller de givna forutsittningarna (deriverbar, f/'(z) A
for alla x), men har mer dn en fixpunkt. Antag da att x; och xy &r tva
fixpunkter, r1 < 2. Vi kan da anvinda medelvirdessatsen pa intervallet
[x1,x2]. Det ger att det finns en punkt ¢ € (x1,x2) sa att

f(x2) = f(x2) = f'(c)(xa —21)

Eftersom f(z1) = x1, f(z2) = x9, sa far vi f/'(¢) = 1. Detta motséiger
vart antagande om att derivatan aldrig dr 1, och visar att det inte kan
finnas mer &n en fixpunkt.

VA



