1. (a)

Losningar till Inledande matemtik for E1, (TMV157) 14-01-18

Rékneregler for potenser ger

(u1/2)1/5(u—1/5)2
(u1/4)2(u2/5)1/4

wl/10-2/5,,-2/4-2/20 _ , —3/10-6/10 _ , —9/10

Svar: u=9/10,

Den utokade koefficientmatrisen 6vergar genom radoperationer till trappstegs-

form:
1 -2 1 1 -2 1
2 a b 0 a+4 b-2
For att fa icke-losbarhet ska vi ha nagot pivotelement i hogerledskolonnen; dvs

a=—-4, b#2.
Svar: a = —4, b # 2.

Derivering enligt kvot- och produktreglerna ger

J(z) = (f(z) +2f"(2)) (1 + vz) — 2f(x)/(2VZ)
(14 V)

Detta ger

J) = o=ap@=n=EFN2o2 1022,

Svar: 2.

Det giller att f~(y) = x, om y = f(z), sa vi léser ut x ur denna ekvation:
y = (2 —3x)/(z + 4). Efter multiplikation med x + 4 blir det y(x +4) = 2 — 3z,
eller o(y +3) = 2 —4y. Alltsa &r f~1(y) =2 = (2 —4y)/(y +3) och f~(z) =
(2 —4x)/(x + 3).

Svar: f~1(z) = (2 —4x)/(z + 3).

Linjen har riktningsvektor v = (1, —2,1). Vektorn AB = OB — 04 = (2,5,0) —
(s,1,2). Vektorn AB parallell med linjen betyder att AB parallell med v vilket
betyder att det finns ett tal & € R sadant att «(2 — 5,4, —2) = (1,—2,1). Detta
giller om o = —1 och s = 4; dvs for s = 4 finns det ett a enligt ovan.

Svar: s = 4.

Tyvarr smog det sig in ett fel i uppgiften; de i tesen angivna normalvektorerna
var inte de avsedda. Uppgiften kan dock 16sas f6r de angivna normalvektorerna;
sa vi gor det.

Vi anviinder oss av ‘pencil of planes’. For varje a € R géller {6r punkter (z,y, z) €
R3 som tillhor de bada planen i uppgiften, att a(x —y+z—1)+ax+y—2—-2=
0 (a+z+ (1 —a)y+ (o—1)z = o+ 2 och detta senare &r ju ekvationen
for ett plan med normalvektor (o + 1,1 — a, e — 1). Vi ser ju att valet a = 0 ger
oss ett plan med normalvektor (a+ 1,1 —a,a—1) = (1,1, —1) som alltsa ger att
svar pa i) ges av planet x +y — z = 2. Vi ser dock att normalen i ) kan vi inte
erhélla for nagot val av a. Studerar vistillet z —y+2z—14+p(z+y—2—-2)=0
sé ser vi att valet 8 = 0 ger oss normalen i ¢) med tillhérande plan z —y + 2z = 1.
Avsikten var naturligtvis att i ena deluppgiften ta en normal som inte var nagon
av de tva givna planens normal.

Svar:i)z —y+z=1,il)z+y—2z=2.



2. a): Plan parallella med x — y + 2z = 1 har ekvation x — y + 2z = D {or nagot D € R;
D = —1 &r planet som innehaller punkten (1,0, —1).
Svar: © —y + 2z = —1.
b): Avstandet mellan en punkt (zg,yo,20) och planet Az + By + Cz = D ges av
d = \%| sa att (zo,y0,20) = (0,0,0) och planet v —y + 2z = 1 ger
% =d= |%|. Det finns ju tva plan parallella med det givna och de motsvarar alltsa
D= :l:\/g; dvs
Svar: z —y + 2z = +V/3.
¢): Planet har normalvektor n = (1, —1, 2) och linjen med den som riktningsvektor och
innehallande origo, skér planet i den s6kta punkten. Linjens ekvation pa parameterform
ar (z,y,2) = (0,0,0) +¢(1,—1,2) och inséittning i planets ekvation ger: t — (—t) + 4t =
1 & ¢t =1/6 si att sokt punkt ar §(1,-1,2).

Svar: (1,-1,2).

3. Funktionen &r bara definierad pa ett begrénsat intervall sa inga sneda asymptoter;
lodréta asymptoter i &ndpunkterna pa intervallet. Vi ser att lim+ f(z) = +o00 och
x—0

lim f(z) = —oo. Dessutom ser vi att funtionen dr definierad pa hela det 6ppna in-
T—rm
tervallet (0,7) utom i mittpunkten 7/2 och dér har vi l(m;l f(z) = 0. Derivation
z—(m/2)*
er f'(z) = %em/ﬁtanx —eM/V3(1 + tan? z) _ A (tanx—i)(tanx—\/?;)
& N tan? x © tan®(z) V3

vilket ger att avtagande pa intervallet (0,7/6), vixande pa intervallet (7/6,7/3), av-
tagande pa intervallen (7/3,7/2) och (7/2, 00). Funktionen har alltsa lokalt minimum
iz = § och lokalt maximum i x = %. Vi ser ocksa att virdeméngden &r alla reella tal
utom 0.

4. a) Minsta avstandet mellan planet och bollen &r avstandet mellan planet och origo

1.04(-1)-04+(-1)-0-1, 1 1 1 _ 1

VIO C? | B VB 2B 2

b) Avstandet mellan en punkt pa kurvan ?Ch planet w

NG RGN o R M ol VRN BPU
V12 + (-1)2 +§—1)2 f

minus radien for bollen = |

43
252+3—%+6|:

L 35201~ ) 4401 - S) = (om0 <s<1) = (35— 25— 2 1)
——|3s —s — )| = (om s = ——(3s —2¢2 — — =
f 4 ’ _1 - 6\/3 1 ?i
34252 —35—6) vilket ger d’ — (45 +45—3) = ———(s—=)(45+6).
- ) villt g () =~ )=~ o5 +0)

Teckenstudie ger att d(s) dr vixande pa intervallet (0, 1/2) och avtagande pa intervallet
(1/2,1) sa att funktionen d har i intervallet ett maximum d(1/2) = 36\[ Da d(0) = —=

\/5
och d(1) = W sa dr alltsd funktionens minimum - f pa intervallet.
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Svar: Kurvans minsta avstand till planet 7 &r TV och storsta avstand Ar W

5. a) Antag att f dr definierad for I\ {a} dér I &r ett intervall runt a. Da géller att

lim f(z)=L&Ve>030=0(c) >0sadant att 0 < |[x —a| <0 = |f(z) — A| <e.

r—a

b) Lat £ > 0 vara givet. Fér nagot & mellan x och 1 giiller enligt medelviirdessatsen

T
tt t —— | =|l—@-1)|=—lz—-1 < — 1|. Alltsa h 1 att
att |arctanx 4| |€2+1(x )| £2+1|x | <z —1] s har vi att om



|z — 1] < § sa giller |arctanx — %| <l|r—1] <0 =¢ om vi alltsa véljer ¢ = §; d v s

definitionen av att lim,_,; arctanz = 7 &r uppfylld.

6. a) Vi har f'(z) = arctanz + =55 och f"(z) = 7= + 1(+1I+2;22)§2 = (1_;2)2 som &r
positiv for alla z. Darfor dr f(x) konvex pa intevallet som #r hela tallinjen.
Svar: Sant.

b) Da z,y € (—7/2,7/2), p > 0 och tanz = p, tany = 1/p har vi att sinz = pcosz,
psiny = cosy och 0 < = 4+ y < w. Additionsformeln fér cos ger cos(z + y) =
coszcosy — sinxsiny = cosxpsiny — pcosxsiny = 0 sa att x +y = § + nm,
n € Z. Alltsa géller n = 0 da ju enligt ovan 0 < x +y < 7.

Svar: Sant.

¢) i) For x tillriackligt néra 3 géller 5—2x < 0, x—2 > 0, x—5 < 0 och 3z—7 > 0. Allt-

. .. p=2x]— |z —2] . —(5-2z)— (z—2) . x—3
sa har vi lim = lim = lim — =
e=3 |z —5|— 13z -7 293 —(z—5)—Bx—7) 2-3—dx+12
1 x737771, 1=—=
431 —3 4:v11)1%’> o

Svar: Falskt.

ii) Kuberingsformeln a® — b® = (a —b)(a? 4+ ab+b?) och férlingning med limpliga
faktorer ger lim M =
z—1 (7 —+ x)l/g’ —2
o (B4 D)2 = 2) (B +2) 2+ 2)((7+2)1 %) + (7T 2) %24 2%)
=1 ((3+2)Y2 +2)((7T+ 2)1/3 = 2)(((7+ 2)1/3)2 4+ (7T + x)1/32 4 22)
(B342) — ) ((T+2)'/3)2 +2(7+2)'/3 +4)

= 1. —
] (B+2)1/2+2)(T+z—2%)
(= D)(((T @) )+ 2(7 + 2)' P 1 4)
= lim =
o1 (B+2)Y/2+2)(z—1)
T+ )32 42T+ o)+ 4)  4+4+4 12
= lim = =— =3
a1 (B+z)1/2+2) 242 4
Vi noterar vidare att gransvirdet i uppgiften ar av formen ‘%’ och ett anvindande
34 a)/2 -2 3BT
av ¢'Hospital ger en enklare berékning: ilgﬁ 57121/3_2 = zlinl %(27(1’_*7;)7/;/3 =
1 1 23 _ 31,5

Svar: Sant.

7. For ett bevis se kurslitteraturen; Adams sid. 141.



