1. (a)

Lésningar till Inledande matemtik fér E1, (TMV157), 2014-10-30

i) Absolutbeloppet av ett reellt tal #r alltid icke-negativt sa alltsa alltid strikt storre &n -1; dvs olikheten giller for
alla z € R, ii) |z| > 0 ger att det inte finns nagot reellt tal  som uppfyller olikheten, iii) olikheten &r ekvivalent med
|z — (=1)| < 1 som &r uppfyllt for alla reella tal = som har ett avstand till —1 som &r strikt mindre dr 1; svaret dr alltsa
—2<x<0.

. . . . .. . 1 =21 -1 rRe (1 -2 1
Matrisformuleringen av ekvationssystemet dr med den utokade matrisen 9 ol b o < 0 d4alb—2 > ,
varav vi ser att ekvationssystemet saknar 16sning om 4 + a = 0 och b — 2 #£ 0; dvs om a = —4 och b # 2.

i) Den kontinuerliga funktionen f(z) = x har inget storsta virde pa det halv-oppna intervallet [0, 1). ii) Nej, det finns
ingen surjektiv sadan funktion f (dvs vidrdeméangen for funktionen &r hela bildméngden B, ekvivalent med V; = B) ty
om sa fanns skulle en sadan funktion behova avbilda atminstone ett element i definitionsméngden pa tva olika element
i virdeméngden; och alltsa inte vara en funktiom.

Deriveringen av den via relationen ycosz = 1 + sin(xy) implicit givna funktionen y = y(x) ger —ysinx + ¢’ cosz =
cos(zy)(y + xy’); vilket ger i punkten (0,1) att ¢'(0) = 1. Riktningskoefficienten & f6ér tangenten till kurvan i punkten
(0,1) tecknas pa tva vis: 1 = (enligt ovan) = ¢/(0) = k = % dér (z,y) &r en godtycklig punkt pa tangenten; detta ger
tangentens ekvation y = x + 1.

i) Kontinuitet for potensfunktionen ger att vi kan flytta grinsviirdet in i argumentet for potensfunktionen sa att
limx_,l(Wj_lH)u = (limg_y; m)” och da grénsviirdet nu &r pa formen '3’ sa ger ¢’Hospital att
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ii) Funktionen #r pa formen funktion/""#**°" och vi gér omskrivningen f(z) = (Inz)®* = e((n 2)"") = elnen(ng) gom
har definitionsméngden {z > 1}. Derivatan blir da for = i definitionsméingden enligt kedjeregeln
f(z) = emeinna) (L (pgn(lng)) = (Inz)"*(Ln(lnz) + mag=1) = (Inz)"*L(n(nz) + 1).
Vi har f/(x) = 272% 4 322 — 1220 + 12 = 2728 + 3(2% — 4z + 4) = 2728 + 3(x — 2)? > 0 for alla z € R. Alltsd &r f stringt
viixande pa R vilket betyder att f dr omvinbar, har en invers. Derivering av (f~1)(f(z)) = = ger (f~1)'(f(z)) = ﬁ

och da f(0) = —8, f/(0) =12 far vi (f 1) (-8) = 5.
Plan parallella med 7 har ekvation © — y + z = D for nagot reellt tal D. Insdttning av punkten Py = (1,1,2) ger att
D = 2 sa att det efterfragade planet har ekvation x — y + z = 2.

_
Planet 7:s normal dr n = (1,—1,1) och lat P vara en punkt i planet, t ex P = (1,0,0), sa att PPy= (1,1,2) —(1,0,0) =

— —5
— — PPy - PPy - 1
(0,1,2) och ddarmed PPy -n = 1 som ger att efterfragade avstandet d = |Proj,,(PP)| = \|70|n|—n|| = \|7O|n| = 7
n| |n n

Till Py nirmaste punkten i planet w fas som skirningen mellan planet och linjen £ genom P, med riktningsvektor

N
normalen till 7. Den punktens ortsvektor dr 0F, i%ﬁ

pa ‘ena eller andra sidan av 7’. Det enklaste, utan mer teori, dr kanske att prova om erhallen punkt med plus- eller
minusval, ligger i planet. Vi ser att minustecken ger punkten P, = %(2, 4,5) som ligger i planet 7 och alltsa #r den sokta,
till Py, ndrmsta punkten i planet .

dér plus- eller minustecknet géller beroende pa om Py ligger

Viljer vi istéillet plustecken ovan i ¢) sa gar vi istéllet lings linjen ¢ fran Py och bort fran planet m och punkten
P, = O?; —i—%‘%l = %(4, 2,7) ligger da i ett plan parallellt med 7 och pa ett avstand d fran Py. Detta plan har ekvation
x —y + z = D och insdttning av P, ger D = 3; dvs sokt plans ekvation dr ¢ —y + z = 3.

OBS1: I delfraga d) har pa tentamenstesen tyvérr fallit bort det avsedda kravet att sokt plan ska vara parallellt med
planet 7. Den ofullstéindiga formuleringen i deluppgift d) ger ju att svaret ér alla plan som tangerar sfiren runt punkten
Py med radie d; deras ekvation kommer ju bli involverade att skriva ner explicit (vilket vil avsags i uppgiften).

OBS2: En enklare strategi for att finna svaret pa b) och ¢) ér ju att forst besvara ¢) genom att finna punkten P;.
Detta gors enkelt genom att teckna linjen ¢:s ekvation pa parameterform (x,y,z) = Py + t = (1,1,2) +¢(1,-1,1) =
(1+t,1—1¢,2+1) och finna skirningspunkten P; med planet genom insdttning av koordinaterna for linjen ¢ i planet 7:s
ekvation som da ger t = —% och skdrningspunkten P, = (14++¢,1—¢,2+¢t) = (1— %, 1+ %, 2— %) = %(2, 4,5) och da blir

i : PP = (2124 (2124 (5 _9)2= L
ju avstandet d = | Py Py | (F-12+(GF-1)2+(3-2) 75

3. Funktionen f(z) = arctanz — %5 har definitionsméingd Dy = R\ {—1}. Lodrét asymptot &r x = —1 och lim f(z) = oo,

z——11
lim f(z) = —oo. Sneda, vagriita, asymptoter ges av lim f(x) = T 1, lim f(x) = T 1. Vidare &r flz) =
r——1— T——00 2 T—00 2
T —00 -1 0 00
1 r+1—2x 2x . 7 -
5 — 5 = 73 5 och teckenstudie f — |ejdef.| — | 0] + ger en graf (se
1+z (x+1) (x24+1)(z+1) =T 1~ ejdel. [N ]0] A Z 1

nedan) varur vi ser att Vy = (—oo,

-5 —=1)u|0,00).
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6.

x(x —3)

Funktionen p— har definitionsméngd R\ {4} och lodrét asymptot i © = 4 med ml—igl— f(z) = —o0, mligb_ f(z) = oo. Viser
genom att berikna ki = a:glfoo @ =...=lochmy = zgrﬁm f(x)—kix=...=1att y = x+1 ér sned asymptot till f(x)
bade i £oo. Detta ses kanske enklare genom att utféra divisionen % =...=z+1+ ﬁ Vidare ser vi att f'(x) =
(22 —3)(z—4) —2(z —3) =...= w som ger teckenstudietabellen ]:f’ + 3 —|€j 3ef. — 8 + | Da
(x —4)? (x —4)? FI AT~ e det [~ 9] 7
I[Bli)ﬁ(f =1< Z = l(rrolg]lg sa giller f(x) < g(x) d& 0 < = < 4. Vidare giller ggo)ig = Z <9= ({Egl)f sd att f(z) > g(x) da

4 < x < co. Alltsa finns inga l6sningar = > 0 till g(z) = f(x). Se graf nedan.

a) Antag att f dr definierad for I\ {a} dér I &r ett intervall runt a. Da géller att

lim f(z) =L < Ve>030=0(¢) >0sadant att 0 < |z —a| < 0 = |f(z) — 4| <e.

rT—ra

b) Kontinuitet for funktionen f(x) = In |32 +4| ger att 111% f(z) = f(2) =41n2. Lat € > 0 vara givet och antag |z —2| < 6. Da
xT—r

f &r definierad och deriverbar pa hela R och ddrmed i nérheten av x = 2, ger medelvirdessatsen att | f(z)— f(2)| = | f/(£)(z—2)|
6

T 32214
ett slutet, begrénsat intervall ett storsta viarde. Da grinsviardet da z — +oo dr noll maste detta lokala storsta virde pa ett
tillrackligt stort slutet intervall faktiskt ocksa vara ett globalt storsta virde. Man kan med teckenstudietabell med derivatan
(som blir &nnu enklare om man observerar att g dr en udda funktion) ge ett precist virde for maximum, men det behoévs inte

for nagot € mellan = och 2. Vidare ér f/(x) = g(x). Da g &r definierad och kontinuerlig pa hela R s& antar den pa

T <8 <2 for|z[ <1
o ° . . 6|x| r2+4 4 )
for var del; sa vi gor bara en grov uppskattning: |g(z)| < < . Alltsa géller
32 +4 6lz|? 2(32%+4) "
< <2 for|z|>1

3z24+4 —  3x2+4
[f(z)—f(2)] = |f(&)(x—2)] < 2|z —2| <25 =e om vi viljer § = £/2. Sa givet godtyckligt € > 0 kan vi finna § > 0; nimligen
0 = €/2. Samma rikning som ovan visar att detta val gor definitionen av lim,_,o f(z) = 41n2 uppfyllt.
f(6) — f(a)

(a) Lat f(z) = € och a < b. Medelvérdessatsen ger A
-a

= f/(&) for nagot & sadant att a < & < b. Da f'(z) = e”
och f &r striangt vixande géller pastaendet.
Svar: Sant.

(b) Vi har for # > 0 enligt forutséttning och medelvirdessatsen att f(z) — f(0) = f/(£)(x — 0) > cx varav foljer 1i_>m f(z) >

x oo

lim (f(0) + cx) > k for varje konstant k € R. Alltsa géller Vy D [f(0), 00) enligt satsen om mellanliggande véarde ty f
Tr—r 00
dr kontinuerlig pa hela R da ju f &r deriverbar ddr. Om nu z < 0 har vi f(0) — f(z) = f'(£)(0 — z) > c¢(—=x) for nagot &
sadant att x < £ < 0. Alltsa géller f(x) < f(0) + cx for alla < 0. Dérfor géller EIP f(z) < f(0)+¢c EIP z < k for
alla k € R, vilket ger Vy D (—o0, f(0) medsamma argument som ovan. Alltsa géller Vy =R.
Svar: Sant.

(¢) Vihar att f,g : R — R bada &r stringt avtagande. For z,y € R sadana att x < y giller g(z) > g(y). Da nu g(z) och
g(y) &r reella tal sadana att g(y) < g(x) och f &r strikt avtagande giller alltsa f(g(y)) > f(g(z)); dvs for x < y géller
flg(z)) < f(g(y)) sa att f o g &r strikt vixande.

Svar: Sant.

7. Se kursboken.
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