Lésningar till Inledande matemtik fér E1, (TMV157), 2016-10-27.

2,3 1449
s+ = = 2312 23 23 46
L (a) i) % = H- ="-C =—6--=-27 = —— i) Absolutbeloppet av ett reellt tal &r alltid icke-negativt si alltsa
i— 1 =2 212 21 7 7
alltid storre &n eller lika med O sa det kan inte vara mindre &n eller lika med —1; dvs olikheten giller inte for nagot
x € R. iii) Likheten #r uppfylld for alla reella tal z som har ett avstand till 2 som &r lika med 1; svaret dr alltsa = = 1

respektive x = 3.

) CoS & —sinz(2 + sinz) — cosx cos x 1+ 2sinx .. ) ) )

(b) 1) D(2 n sinx) = @+ cosz)? = - Otsma? ii) D(sin(z + sin(2z))) = cos(z + sin(2z))(1 +
(cos(2x))2) = (1 + 2 cos(2x)) cos(x + sin(2x))

(¢) 1) Sant enligt sats som vi bevisade i kursen. ii) ej sant; motexempel, t. ex. f(z) = |z|. iil) ej sant; motexempel, t.

Zsin L, x #0, f(0)=0.

(d) For f(z) = 325 4+ 52 4+ 2 har vi f/(z) = 152* + 1522 + 1 > 0 sa f ar omvindbar. Derivation av f(f~*(z)) = x och
insdttning av z = 0 ger (f~1)"(0) = 1/£/(f~1(0)) =1/f(0) =1/1 = 1.

4
(e) Lat a = arctan(4/3) sé att 0 < a < 3 och tana = 3 ger da att 3sina = 4 cosa som efter kvadrering och anvéndande

ex. funktionen f(x) ==

3
av trigonometriska ettan ger 9(1 — cos® o) = 16 cos® = sa att cos o = 5 Formeln fér dubbla vinkeln f6r cos ger cos(2zx) =

1 2
cos(z + x) = cos’x — sin®z = cos?z — (1 — cos® x) sa att cosz = iww och med 0 < a = 2z < 3 far vi
1 1 1+3/5 2
COS(§ arctan(4/3)) = \/+Cosa = \/ +3/ =

2 25

(f) Vi har att f” existerar pa [a,00), dér f”(a) definieras som hogergransvirdet av differenskvoten for f/(z) i = a; dvs

f'a+h) = f'(a) f'la+h) - f'(a)

" _ . o . po . / _ / _ . _

f"(a) = hl;r(r)l+ /h s& att vi far hlggi(f (a+h)— f'(a)) = hll,%l+ h h=
B) —
= lim flath)=fla) lim = f’(a) -0 = 0. Vi har alltsa att f’(z) & hogerkontinuerlig i = = a sa att f/(x)
h—0*t h h—0+
kontinuerlig pa [a,00). Lat = € (a,00). Vi tillimpar Medelvirdessatsen for f’ pa [a,z] sa att det 3 n € (a,z) for vilket
’ Y

géller f@) = F(a) (2 75: (@) _ 1" (n) <0 vilket ger att f'(z) < f'(a) < 0, Vo > a. Alltsa &r f strikt avtagande pa [a, 00) och

kan dérfor ha hogst ett nollstélle i intervallet [a, 00).

Pss kan vi tillimpa MVS f6r f pa [a,x] s att 3 £ € [a, 2] sddant att w = f'(&) << f'(a) < 0. Féljdaktligen
giller f(z) — f(a) < f'(a)(x —a) & f(z) < f(a) + f'(a)(x — a) och da f'(a) < 0 kommer alltsa f(z) < 0 for stora x.
Vidare har vi att f(a) > 0 och f kontinuerlig sa satsen om mellanliggande virde ger att det 3y > a sadant att f(y) = 0.
Alltsa har vi att det finns precis ett nollstélle till f i [a, 00).

— 1 —
2. (a) Lat Py = (4,-1/2,0), P> = (1/2,3/2,572) och Ps = (1,7/2,1). Vi far att PyPi= 5(7,—4,-5) och P1Py= (-3, -4,1)

och n = (7,—4,-5) x (—3,—4,1) = 8(2,1,2) dr en normalvektor till planet 7 som innehaller punkterna {Py, P, P3} sa
att 7 har ekvationen 2x + y + 2z = D och inséttning av en punkt i planet, t ex Pj, ger D = 15/2 sa att ekvationen for
planet kan skrivas 4z + 2y + 4z = 15.

4-14+2-244-4—-1
(b) Planet my parallellt med 7 och innehallande Py = (1,2,4) ligger pa avstandet d = | + a il = 19 = §

V42 422 + 42 V36 2
(c) Planet m har ekvation 4o + 2y +4z=D dir D=4-14+2-2+4-4=24;dvs my : 4o + 2y + 4z = 24.

Punkten @ pa linjen ¢ : (z,y,2) = Py +t(2,1,2), t € R, som &r nidrmast Py och ligger i planet m uppfyller alltsa
41 +2t) +22+)+4d+2t) =15 &t = f% sa @ ges av (x,y,2) = Py — %(2, 1,2) = (0,3/2,3). (Koll: @ ligger i
planet 7 ... .)

Punkten P som ligger lings linjen ¢, pa andra sidan mr, med samma avstand till 7 som avstandet mellan Py och (som

. T — —
alltsa &r 3/2) har koordinaterna P =OP=0P, +2 PyQ= (1,2,4) +2(-1,—-1/2,-1) = (—1,1,2).
Planet 75 som &dr parrallellt med m och innehaller P har alltsa ekvation 4z + 20+ 4z = D dar D ges av D = 4 -

(=1)+2-1+4-2 =6 sa att sokta planet m har ekvation 4z 4+ 2y + 4z = 6. (Koll att P har avstand d = 3/2 till 7

= 4-(-1)4+2-14+4-2-15 -9 3
g2 1t o3 sk
V42 +22 + 42 V36 2

3. Se losningen till uppgift 3 pa Dugga 3 som séndes ut pa ping-pong tidigare under kursen.




4.

6.

0 01 0 1|1
.. . . . . . . 1 2 4 1 1|0 —2 RE
Vi gor elementéra radoperationer pa det givna ekvationssystemets matrisformulering: 949 2 klo o~
00 2 1 111
0 0 1 0 1)1 -1 -2 0 0 1 0 1 1
1 2 4 1 110 RE 1 2 4 1 1 0
0010 k=20 ] « 10000 k—3|-1
00 2 1 1)1 — 00 0 1 -1 -1

Hirav foljer via rad 3 att ekvatiojssystemet saknar 16sning om k = 3. Om k # 3 sa finns det pivotelement i kolonn 1, 3,4 och
5, sa variabeln motsvarande kolonn 2 &r fri; och da inget pivotelement i HL sa finns alltsa oéndligt manga 16sningar och det
finns alltsa inget k € R for vilket ekvationssystemet har precis en 16sning; det dr alltid odndligt manga losningar eller ingen
16sning.

o OO

For HL= ger dven k = 3 (som da gor tredje raden till en nollrad; dvs en ekvation som alltid dr uppfylld) odndligt

0
manga losningar (en tva-parametrig 16sningsméingd).

. a) Antag att f dr definierad for I\ {a} dér I &r ett intervall runt a. Da giller att

lim f(z) = L& Ve>030=0(¢) >0sadant att 0 < |z —a| < 0 = |f(z) — A| < e.

r—a
b) Lat € > 0 vara givet och tag § = min[1,/19] och antag 0 < |z —2| < §. Vi vill uppskatta |f(z)—L| = |23 —8| = |(z—2)(z?+
2z +4)| = |z —2||22 + 22 +4]. Om nu |z — 2| < § s& géller alltsé [z —2| < § < Ilsomgeratt 1 <z < 3= 0<2?+2r+4 < 19.
Alltsa géller for givet € > 0 att vi kan ta § = min[l,e/19] och da géller med detta val av § att om |z — 2| < ¢ s& har vi att
|23 — 2| = |22 + 27 + 4|z — 2] < 19|z — 2| < 195 < 19(¢/19) = €; d v s definitionen av att lim,_,» 2% = 8 #r uppfylld.

1 1

(a) Lat o = arcsin(g) & sina = 3’ fg a<
i 1

géller tano = e /3 = —

1
cos o 1_(%)2 \/g_gﬁ.

g och da sina > 0 sa giller den forbéttrade uppskattningen 0 < a < 7. Da

LA

Svar: Sant.
x + x + / / /7
Svar: Sant.

(c) Lat p(z) = 120* — 1423 — 322 — 5 vilket ger p'(z) = 4823 — 4222 — 62 = 6x(x — 1)(8z + 1). Genom en teckenstudietabell
fér p’ ser vi att p &r strikt avtagande pa (—oo,—1), max; —1/8,1](p) = p(0) = —5 si att p(z) < 0 pa [—1/8,1] och
stringt vixande pa (1,00). Da det dessutom géller lim,_, 1o, p(z) = 00 och p(z) kontinuerlig pa R sa ger satsen om
mellanliggande vérde att det finns precis tva nollstéillen, rétter, till p(x) pa R.

Svar: Sant.

7. Se kursboken.



