Lésningar till Inledande matemtik fér E1, (TMV157), 2017-10-26.
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1. (a) a) —2x>4<:)x<—§4:—2, b) z =z —iy, c¢) 2(2 — 3i) = 2z + 3y + i(—3x + 2y).

(b) a) D(2 —:Osslj?m) =— sinz(2 +;;nf23n;x(§ss z)3 cos 3x’ b) D(z arcsin(%)) = arcsin(é)Jr:cD(arcsin %) = arcsin(%)Jr
1
t(—(——=)).
o)
(c) a) Se kurslitteraturen. ii) t ex funktionen f(z) = |z| pa intervallet [—1, 1] uppfyller inte f(l)_(f(l_)l) = f'(¢) for

nagon punkt & € [—1,1] eftersom kvoten dr lika med 0 men f/'(§) = £1 for & # 0 och f6r = = 0 existerar ej derivatan.
(d) For f(z) = 2+ ! har vi f'(x) = 322 +e” ! > 054 f #r striingt viixande och alltsa omviindbar. Vi har (f~1)(f(x))) =
1/f'(x) och insittning av x = 1 ger (f~1)/(2) = 1/f'(1) = 1/4.
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(e) Proju(v) = ——=-(1,2,3).
uf ful 7
x—3 0 1 8 42 + 2z 44 2/x
f) i) lim ———— =‘-"=(¢’Hopital)= lim ————— = —,ii) lim In(———) = (ty In kont.) = In( lim =
(1)) fim, =y = =P Hepital)= lim o = 20 Jim In(*52) = oy I kont.) = I Jim ()
In(4+0) =2In2.
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For a = 1: ingen l6sning, a = —1: oéndligt manga 16sningar, a # +1: unik l6sning.
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For a = —1: 0 0 2|-1 IHE(O 0 1 1/2):> To :% 0 + s 1 dar s € R.
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(h) Vihar f'(x) =322 +2pz =0 = x =0, —(2/3)p diir om p < 0 eller p > 0 vi har att f’ #r negativ mellan nollstiillena
och positiv annars. Alltsa &r f ej inverterbar, omvindbar, om p # 0. Om p = 0 s& &r f/(x) = 322 > 0, x # 0 vilket ger
att f ar strangt vixande och ddrmed omvéandbar.

2. (a) En normal ar n = (2, 3,4).
(b) Lat P, = (—1,1,0), P, = (0,—1,1), Py = (1,1,—1). D& &r P, P, = (1,—2,1), PiPs = (2,0,—1) och n = P, P, x P P3 =
(2,—(—3),4) sa sokt plans ekvation ér 2z + 3y + 42 = D dér D = 20 ger ett plan som innehéaller punkten (1,2, 3).

(¢) Lat punkten P vara pa linjen £ : (x,y,2) = (t,—1 + 3t,t), t € R. Da &ir PyP = (t —1,—2 + 3t,¢ — 1) och punkten P &r
som nirmast Py om denna vektor dr ortogonal mot linjens riktningsvektor; dvs t —1+3(—2+3¢t)+t—1=0<t = 8/11.
S6k punkt r alltsd - (8,13,8).
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3. Vihar f(z) = > —ii —5 = = f)x(x ey sa Dy = R\{—2,1}. Vi ser vidare att milglzi f(z) = Foo, zlg?i f(x) = o0 ir vert-
2
kala asymptoter. Sned asymptot ér den horisontella asymptoten y = 3 i bade oo ty :L’ll}r:iloo flx) = i Erinoo = _3;<1 - %) =
. 3 o e 6x(z? + 2z —2) — 322 (22 + 1) 3z(z —4)
mgrjrzloo m = 3. Derivation och teckenstudie fér derivatan ger f'(x) = @121 2° = 12 12"
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Vi ser vidare att Vy = (—o00,0] U [8/3,00), och att z = 0 &r en lokal maximipunkt, = 4 lokal minimipunkt. Vidare saknar
funktionen globalt maximum och globalt minimum och funktionen &r inte omvéndbar.

4. a) Antag att f dr definierad for I\ {a} dér I &r ett intervall runt a. Da géller att

lim f(z) =L < Ve>030=0(¢) >0sadant att 0 < |z —a| <0 = |f(z) — 4| <e.
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b) Lat € > 0 vara givet, fixt men godtyckligt > 0 och tag § = min[l,e/5]. Antag 0 < |z — 2| < 4. Vi vill visa att da giller
|f(z)—L| < e. Viuppskattar | f(z)—L| = |22 —4| = |(z—2)(z+2)| = |2 —2||z+2| < 6|z+2|. Om nu |z—2| < § = min[l,&/3] < 1
sa géller alltsa att 1 <2 <3 =0 <z + 2 < 5. Alltsa giller for givet ¢ > 0 att vi kan ta § = min[l,e/5] och da géller med
detta val av § att om |z — 2| < J s& har vi att |22 — 4| = |z + 2||x — 2| < 5|z — 2| < 50 < 5(¢/5) = ¢; d v s for ett godtyckligt
e > 0 har vi visat ett det finns ett 6 > 0 (némligen 6 = min[l,e/5]) sadant att om 0 < |z — 2| < § sa giiller |f(z) — L| < e.
Detta betyder ju enligt definitionen i a) att lim, 5 2? = 4.

Vi noterar att kurvan inte passerar origo eller mer generellt, ngn av koordinataxlarna, for dir kan relationen z%y* = 1 inte

géilla. Implicit derivering ger 0 = %(1) = %(zzy‘l) = 2zy* +2%4y3y’ = 223 (y+22y’) som medfor y' = —y/2z. Lat (z,y) vara
en punkt pa kurvan. Pythagoras ger att avstandet d fran origo till punkten (z,y) pa kurvan uppfyller d* = 2* +y?. Eftersom
(x,y) dr en minimipunkt pa kurvan for avstandet sa &r linjen genom origo och (z,y) parallell med en normal till kurvan och
dérfor ortogonal mot tangenten. Riktningskoefficienten for normalen som gar genom origo och (z,y) &r ju ﬁ—g = 25 =Y och
da tangentens riktningskoefficient #ir y' = —y/2z ger detta kombinerat med att relationen mellan tangentens och normalens
riktningskoefficienter #r att deras produkt &r —1 s& far vi en relation mellan z och y som insatt i kurvans relation z2y* = 1

ger en ekvation for x som 16st ger z = 1/ 21/3 och som dirmed ocksa ger y-koordinaten och dirmed minsta avstandet.

Enklare ér kanske att avstandet d for punkter pa kurvan i sjéilva verket dr atminstone lokalt en funktion av bara x och for
avstdndets minimipunkt bland punkterna pa kurvan, dr denna funktions derivata alltsd noll. Detta ger alltsd 0 = 2dd’ =

2z + 2y’ = 2x — L = y? = 22?2 och detta insatt i kurvans relation z%y* = 1 ger att = = 1/21/3 som ger for sokt minsta
* 3 1/2
avstand att d® = 22 4+ y> = —— och alltsa att d =

22/3 21/3°

(a) En direkt tilllimpning av MVS ger att pa intervallet I = [z, x4 1] sa géller f(z+1)—f(z) = w =f (&) —0
dax — ooty £ =&(x) € I saatt £ — oo da x — oo och da f'(x) — 0 da x — oo sa giller samma sak for f(£).
Svar: Sant.

(b) Om f(z) har ett griansvérde i co sa behover ju inte derivatan ga mot noll i odndligheten om f nérmar sig sitt gransvérde
tillréickligt mycket ‘svéingande’; tag t ex f(z) = 2+ Lsin(z?). D4 géller f(z 4+ 1) — f(z) - 2—2=0da 2 — 0o men
fl(x) = —% sin(2?) + é(cos(xz))Qx 4 0daz — .

Svar: Falskt.

(¢) Antag f(g(x1)) = f(g(x2)). Eftersom f dr omvindbar giller da g(z1) = g(x2) och eftersom g ocksa #r omvindbar sa
giller 2, = xo; alltsa &r f o g omviindbar. Inversen till fog dr g~ o f~' ochinte f~tog™ sty ((fog)o(g o f H))(z) =
(fog)(g™ o f (@) = (fog)((g™ (f 1 (x)) = flalg™ (f'(x)))) = f(f}(x)) = = och det &r inti% svart att visa att
inversen ér entydig om den existerar; eller alternativt visa genom ett konkret exempel. T ex f(z) = e g(x) =Inz geri
detta exempel att y = f(g(x)) = ﬁ st att (fog) " (y) =eYY men f~l (g7 (y)) = eV,

Svar: Falskt.

Se kursboken.



