
bild 1 Linj�ar Algebra M/TD L�asve
ka 2Omfattning o
h Inneh�all2.1 Matrisoperationer: addition av matriser, multiplikation av matris medskal�ar, multiplikation av matriser.2.2 - 2.3 Matrisinvers, karakterisering av inverterbara matriser.2.4 Blo
kmatriser2.5 LU-faktorisering.bild 2M�al:Att beh�arska matrisoperationerna, (b�ada s�atten att ber�akna produkt).Att veta vilka r�aknelagar som g�aller o
h vilka som inte g�aller.Att kunna bevisa att A(BC) = (AB)CAtt kunna ge exempel som visar att vissa samband inte g�aller.bild 3Att kunna ber�akna matrisinverser.Att kunna inneh�allet i sats 8 o
h kunna motivera de olika ekvivalenserna.Att kunna r�akna med blo
kmatriserAtt kunna utf�ora en enkel LU-faktorisering o
h kunna utnyttja den vid l�osningav ekvationssystem.bild 4MatriskonventionerPositionen i rad r o
h kolonn k kallas position (r; k).Elementen i en matris A bete
knas vanligtvis med a,elementet p�a position (r; k) bete
knas ark eller ArkKolonnerna i A bete
knas a med index, eller kol(A) med index.Raderna i A bete
knas rad(A) med index.



bild 5En generell 4� 5-matris A kan skrivas p�a f�oljande s�att:2664 a11 a12 a13 a14 a15a21 a22 a23 a24 a25a31 a32 a33 a34 a35a41 a42 a43 a44 a45 3775 eller 2664 rad1(A)rad2(A)rad3(A)rad4(A) 3775eller� kol1(A) kol2(A) kol3(A) kol4(A) kol5(A) �eller� a1 a2 a3 a4 a5 �bild 6MatrisoperationerAdditionMatriser av samma typ kan adderas. Additionen sker genom att elementen p�asamma positioner adderas. "Positionsvis addition".� a11 a12 a13a21 a22 a23 �+ � b11 b12 b13b21 b22 b23 � =� a11 + b11 a12 + b12 a13 + b13a21 + b21 a22 + b22 a23 + b23 �bild 7Multiplikation med skal�arAlla matriselementen multipli
eras med skal�aren.
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KommentarB�ada dessa matrisoperationer �ar "sj�alvklara" d�a vi t�anker p�a att varje matriskan uppfattas som avbildningsmatris f�or en linj�ar avbildning.Om T : Rm �! Rn ges av T (x) = Ax o
h S : Rm �! Rn ges av S(x) = Bx s�ages summan av funktionerna, T +S, av (T +S)(x) = (A+B)x o
h funktionen
T av 
T (x) = 
AxExempel. Betrakta avbildningen P som geometriskt inneb�ar projektion avvektorn x24 x1x2x3 35 p�a planet 2x1 � 2x2 + x3 = 0. Eftersom planet g�ar genomorigo �ar detta en linj�ar avbildning.Vi erh�aller projektionen P (x) genom att dela upp x i ortogonala komposanterx = xn + xn? d�ar xn �ar projektionen av x p�a planets normal n. Vektornxn? �ar ortogonal mot n o
h �ar den s�okta projektionen. Denna ber�aknas allts�agenom P (x) = xn? = x� xn.Projektionen av x p�a n ber�aknas enklast med projektionsformeln:xn = x � nknk2nPlanets normal ges av koeÆ
ienterna i ekvationen, n = 24 2�21 35. Detta gerx � n = 2x1 � 2x2 + x3 o
h knk2 = 22 + (�2)2 + 12 = 9.Med bete
kningen Pn(x) = xn har vi allts�aPn(x) = 2x1 � 2x2 + x39 24 2�21 35 = 19 24 2(2x1 � 2x2 + x3)�2(2x1 � 2x2 + x3)2x1 � 2x2 + x3 35 =19 24 4x1 � 4x2 + 2x3�4x1 + 4x2 � 2x32x1 � 2x2 + x3 35P�a matrisform har viPn(x) = 19 24 4 �4 2�4 4 �22 �2 1 3524 x1x2x3 35 = AxH�ar ser vi f�or �ovrigt o
ks�a att denna projektion �ar en linj�ar avbildning, denges ju av en matris.



forts. kommentarNu har vi att P (x) = x� xn.S�atter vi Id(x) = x, identitetsavbildningen s�a ges denna av enhetsmatrisen,I.Med dessa bete
kningar har viP (x) = x� xn = Id(x)� Pn(x) = Ix� Ax = (I � A)xAvbildningsmatrisen f�or P �ar allts�aI�A = 24 1 0 00 1 00 0 1 35�19 24 4 �4 2�4 4 �22 �2 1 35 = 190�24 9 0 00 9 00 0 9 35� 24 4 4 �24 4 2�2 �2 1 351AP (x) = 19 24 5 �4 2�4 5 �22 �2 8 35xbild 8MultiplikationOm antalet kolonner i A �ar samma som antalet rader i B kan produkten ABbildas.Om A �ar en m� n -matrisB �ar en n� p-matris, B = � b1 b2 b3 � � � bp �s�a �ar AB m� p-matrisenA � b1 b2 b3 � � � bp � = � Ab1 Ab2 Ab3 � � � Abp �Kommentar�Aven matrismultiplikation kan f�orst�as genom att vi t�anker p�a avbildningsma-triser.Om T : Rm �! Rn ges av T (x) = Ax o
h S : Rp �! Rm ges av S(x) = Bx s�ages den sammansatta funktionen, T ÆS, av (T ÆS)(x) = T (S(x)) = A(Bx) =(AB)xF�or att �overtyga oss om detta skall vi kontrollera den sista likheten, A(Bx) =(AB)x. Det �ar den som avg�or om vi har "r�att"matrismultiplikation.



bild 9Skal�arprodukt i RnOm u = 26664 u1u2...un
37775 o
h v = 26664 v1v2...vn

37775 s�a �arskal�arprodukten av u o
h vu�v = u1v1 + u2v2 + � � � + unvnbild 10Rad-kolonn regeln f�or ber�akning av matrisproduktElementet p�a position (i; j) i produkten AB �ar skal�arprodukten av rad i ur Amed kolonn j ur B, (AB)ij = radi(A)�kolj(B)KommentarDenna regel �ar praktisk vid "huvudr�akning". Man ber�aknar ett element i tageti matrisprodukten, ist�allet f�or en hel kolonn.ExempelVi �onskar ber�akna produkten AB d�aA = 24 1 1 1 12 1 12 41 2 1 1 35 o
h B = 2664 �1 4 59 2 37 �1 �34 3 5 3775C = AB �ar nu en 3 � 3-matris. Elementet 
11p�a position (1; 1), allts�a rad 1o
h kolonn 1, �ar skal�arprodukten av rad 1 ur A med kolonn 1 ur B. Vi f�ar
11 = 1 � (�1) + 1 � 9 + 1 � 7 + 1 � 4 = 19. Elementet 
23 i rad 2, kolonn 3, �ar p�asamma s�att 2 � 5 + 1 � 3 + 12 � (�3) + 4 � 5 = �3



bild 11Sats 2, r�aknelagar f�or matrisoperationer. Antag att A, B o
h C �ar ma-triser s�adana att nedanst�aende operationer �ar m�ojliga. D�a g�aller:a A(BC) = (AB)C (asso
iativ lag f�or multiplikation)b A(B + C) = AB + AC (v�ansterdistributiva lagen)
 (B + C)A = BA+ CA (h�ogerdistributiva lagen)d r(AB) = (rA)B = A(rB) f�or alla skal�ara re ImA = A = AIm (Identitetselement f�or multiplikation)bild 12VARNING!1. I allm�anhet �ar AB 6= BA2. Av AB = AC kan man inte dra slutsatsen B = C.3. Av AB = 0 kan man inte dra slutsatsen A = 0 eller B = 0KommentarMan kan testa punkt 1. med n�astan vilka kvadratiska matriser A o
h B somhelst. Sannolikheten att de skulle uppfylla AB = BA �ar my
ket liten. Som�ovning kan du unders�oka vilka matriser X som uppfyller AX = XA d�a A =� 1 12 1 �F�or att inse att punkt 3. (o
h d�armed o
ks�a punkt 2.) �ar sann kan man t�ankap�a att villkoret AB = 0 �ar samma som att raderna i A �ar ortogonala motkolonnerna i B vilket ju �ar l�att att �astadkomma genom kloka val av rader i Ao
h kolonner i B.bild 13Med transponatet av en m � n-matris A menas n � m-matrisen AT varskolonnvektorer �ar radvektorerna i A:koli(AT ) = radi(A)



bild 14Exempel A = 24 1 1 1 12 1 12 41 2 1 1 35) AT = 2664 1 2 11 1 21 12 11 4 1 3775bild 15Exempel Om u �ar en kolonnvektor, en n � 1-matris, �ar uT motsvaranderadvektor.u = 26664 u1u2...un
37775 uT = � u1 u2 � � � un �skal�arprodukten av tv�a kolonnvektorer u o
h v kan nu skrivas som en matris-produkt: u�v = u1v1 + u2v2 + � � � + unvn = uTvbild 16Sats 3 L�at A o
h B vara matriser s�adana att nedanst�aende operationer �arm�ojliga. D�a g�aller:a. (AT )T = Ab. (A +B)T = AT +BT
. F�or alla skal�ara r �ar (rA)T = rATd. (AB)T = BTAT Notera ordningen!KommentarPunktera a., b. o
h 
. �ar nog sj�alvklart sanna. Punkt .d kan verka �overraskandemen kolonn-rad regeln f�or ber�akning av produkten f�orklarar det enkelt. P�aposition (i; j) i (AB)T hittar vi elementet som �nns p�a position (j; i) i AB.Detta �ar radj(A)�koli(B). Transponering ger av detta kolj(AT )�radi(BT ) =radi(BT )�kolj(AT ) som ju �ar elementet p�a position (i; j) i BTAT .



bild 17En n�n-matris A kallas inverterbar om det �nns en n�n-matris C s�adan attCA = I o
h AC = Id�ar I = In �ar enhetsmatrisen (identity matrix) av typ n� n.Matrisen C �ar i s�a fall entydigt best�amd o
h kallas inversen till A. Inversenbete
knas A�1.KommentarEndast kvadratiska matriser kan ha invers. Om du skriver upp en kvadratiskmatris p�a m�af�a �ar det ganska troligt att den �ar inverterbar.bild 18Notera att om A �ar inverterbar s�a g�aller2. Av AB = AC kan man dra slutsatsen B = C.3. Av AB = 0 kan man dra slutsatsen B = 0KommentarAv AB = AC f�oljer att A�1(AB) = A�1(AC). Men A�1(AB) = (A�1A)B =IB = B o
h A�1(AC) = C. Allts�a f�oljer att B = C.Observera att man inte kan dra samma slutsats av AB = CA. Multiplikationmed A�1 ger A�1(AB) = A�1(CA) o
h som ovan B = A�1(CA). H�ogerledet�ar oftast inte samma som C.bild 19Sats 4 L�at A = � a b
 d �.Om ad� b
 6= 0 �ar A inverterbar medA�1 = 1ad� b
 � d �b�
 a �Om ad� b
 = 0 �ar A inte inverterbar.Talet ad� b
 kallas determinanten till A.detA = ���� a b
 d ���� = ad� b




bild 20ExempelA = � 1 23 �5 � ; detA = �11; A�1 = 1�11 � �5 �2�3 1 �AA�1 = 1�11 � 1 23 �5 � � �5 �2�3 1 � = 1�11 � �11 00 �11 � = I2A�1A = 1�11 � �5 �2�3 1 � � 1 23 �5 � = 1�11 � �11 00 �11 � = I2bild 21Sats 5 Om A �ar en inverterbar n� n-matris s�a g�aller attf�or varje b i Rn har ekvationen Ax = b entydig l�osning x = A�1bKommentarD�a A �ar inverterbar har vi att Ax = b , A�1Ax = A�1b , x = A�1b.Praktiskt att veta men inte s�a ofta vi utnyttjar det d�a vi l�oser ekvationer. Detkr�aver mer kalkyler att ber�akna matrisinvers �an att l�osa ett ekvationssystem.bild 22Sats 6a. Om A �ar en inverterbar matris s�a �ar A�1 inverterbar o
h(A�1)�1 = Ab. Om A o
h B �ar inverterbara n� n-matriser s�a �ar AB inverterbar o
h(AB)�1 = B�1A�1 notera ordningen
. Om A �ar en inverterbar matris s�a �ar AT inverterbar o
h(AT )�1 = (A�1)TKommentarPunkt b. f�a en f�orklaring l�angre fram d�a vi tittar p�a inversen till en linj�aravbildning.



bild 23Med en element�ar matris menas en matris E som "utf�or en element�ar rad-operation".Allts�a om A � A1 via en enda element�ar radoperation o
h EA = A1 s�a kallasE element�ar.bild 24Det �nns tre typer av element�ara matriserTyp 1 som motsvarar att till en rad addera en multipel av en annan rad.E1 = 24 1 0 00 1 0�4 0 1 35Om A = 24 rad1(A)rad2(A)rad3(A) 35 s�a �ar E1A = 24 rad1(A)rad2(A)rad3(A)� 4rad1(A) 35bild 25Typ 2 som motsvarar att tv�a rader byter plats.E2 = 24 0 1 01 0 00 0 1 35Om A = 24 rad1(A)rad2(A)rad3(A) 35 s�a �ar E2A = 24 rad2(A)rad1(A)rad3(A) 35bild 26Typ 3 som motsvarar att en rad multipli
eras med en skal�ar 6= 0 .E3 = 24 1 0 00 1 00 0 5 35Om A = 24 rad1(A)rad2(A)rad3(A) 35 s�a �ar E3A = 24 rad1(A)rad2(A)5rad3(A) 35



bild 27 E�11 = 24 1 0 00 1 0�4 0 1 35�1 = 24 1 0 00 1 04 0 1 35E�12 = 24 0 1 01 0 00 0 1 35�1 = 24 0 1 01 0 00 0 1 35E�13 = 24 1 0 00 1 00 0 5 35�1 = 24 1 0 00 1 00 0 15 35bild 28Sats 7En n � n-matris A �ar inverterbar om o
h endast om A �ar radekvivalent medIn.I s�a fall kommer varje f�oljd av radoperationer som �overf�or A till In o
ks�a att�overf�ora In till A�1.bild 29Metod f�or ber�akning av A�1�Overf�or matrisen � A I � till redu
erad trappstegsform.Om denna �ar � I B � s�a �ar B = A�1.Om man inte f�ar ett pivotelement i samtliga kolonner i A s�a �ar A inte inver-terbar.KommentarDet �nns tv�a s�att att motivera metoden. dels med sats 7, dels genom ettekvationsresonemang.D�a vi s�oker A�1 s�oker vi en kvadratisk matris X som uppfyller AX = I.Om kolonnerna i X �ar x1; x2; � � � ; xn skall allts�a g�alla att Axi = ei f�ori = 1; 2; � � � ; n. Vi kan l�osa dessa ekvationer med totalmatriserna � A ei �en i taget eller alla samtidigt med � A I �.Med samma resonemang kan vi l�osa o
ks�a andra matrisekvationer AX = Bmed totalmatrisen � A B �. Om denna �overf�ors till redu
erad trappstegsform� I C � s�a �ar X = C.



forts. kommentar�Aven om den redu
erade trappstegsformen inte �ar av typen � I C � utanmer generellt � U C �. Om alla pivotelement i � U C � �nns i U s�a harekvationen l�osning, annars inte. Om varje kolonn i U har pivotelement s�a �arl�osningen unik, annars �nns det o�andligt m�anga l�osningar.Exempel Vi l�oser matrisekvationen AX = B d�a A = � 1 2 12 5 1 � o
h B =� 1 2�2 3 �.Matrisen X m�aste vara en 3 � 2-matris. Vi best�ammer X med ekvationenstotalmatris � A B � = � 1 2 1 1 22 5 1 �2 3 �Denna �ar radekvivalent med � 1 0 3 9 40 1 �1 �4 �1 � = � U C �Den f�orsta kolonnen i C ker oss f�orsta kolonnen i X, x1 = 24 9� 3t�4 + tt 35.Den andra kolonnen i C ker oss andra kolonnen i X, x2 = 24 4� 3s�1 + ss 35.Notera att vi har olika parametrar, x31 = t o
h x32 = s.Ekvationens l�osning �ar allts�a X = 24 9� 3t 9� 3s�4 + t �4 + st s 35bild 30Sats 8, om inverterbara matrisers egenskaper L�at A vara en kvadratiskn�n-matris. D�a �ar f�oljande utsagor ekvivalenta. Allts�a, f�or en given matris A�ar antingen alla sanna eller alla falska.a. A �ar en inverterbar matris.b. A �ar radekvivalent med In.
. A har n pivotpositioner.



bild 31d. Ekvationen Ax = 0 har endast den triviala l�osningen, x = 0e. Kolonnerna i A �ar linj�art oberoende.f. Den linj�ara avbildningen x 7! Ax �ar injektiv.g. Ekvationen Ax = b har minst en l�osning f�or varje b i Rn .h. Kolonnerna i A sp�anner upp Rn .bild 32i. Den linj�ara avbildningen x 7! Ax �ar surjektiv.j. Det �nns en n� n-matris C s�adan att CA = I.k. Det �nns en n� n-matris D s�adan att AD = I.l. AT �ar en inverterbar matris.bild 33Om A o
h B �ar kvadratiska o
h AB = I s�a kan vi dra slutsatsen att B = A�1o
h A = B�1.Vi beh�over allts�a inte kontrollera att o
ks�a BA = I.bild 34En linj�ar transformation T : Rn ! Rn kallas inverterbar om det �nns enfunktion S : Rn ! Rn s�adan attS(T (x)) = x f�or alla x i RnT (S(x)) = x f�or alla x i RnFunktionen S kallas d�a inversen till T o
h bete
knas T�1.En funktion �ar inverterbar om o
h endast om den �ar b�ade injektiv o
h surjektiv.Den kallas d�a bijektiv.



bild 35Sats 9L�at T vara en linj�ar transformation o
h l�at A vara standardmatrisen f�or T . D�a�ar T inverterbar om o
h endast om A �ar en inverterbar matris.I s�a fall �ar den linj�ara avbildningen S som ges av S(x) = A�1x den inversaavbildningen till T .bild 36Notera att om T : Rn �! Rm ges av T (x) = Ax s�a �arT surjektiv om o
h endast om kolonnerna i A sp�anner upp Rm o
hinjektiv om o
h endast om kolonnerna i A �ar linj�art oberoende.Om n < m kan T inte vara surjektiv, om n > m kan T inte vara injektiv.bild 37Matriser o
h Matlab Matriser skrivs in i matlab ungef�ar som "f�or hand".Matrisen inramas av "hak-parenteser", [ ℄.Matriselementen skrivs in radvis.Elementen p�a en rad separeras med kommate
ken eller mellanslag.Radbyte g�ors med semikolon eller genom ett try
k p�a return-tangenten.Alla matriser du skriver in b�or namnges.bild 38ExempelA = [1; 3; 5;�3; 2; 6℄ ger matrisenA = � 1 3 5�3 2 6 �bild 39N�agra "bra-att-ha"-matriser.eye(3) = 24 1 0 00 1 00 0 1 35ones(2; 3) = � 1 1 11 1 1 �zeros(2; 3) = � 0 0 00 0 0 �



bild 40Matriser kan skrivas in som blo
k under f�oruts�attning att blo
ken p�a samma"rad" inneh�aller samma antal rader.A = [zeros(4,3) ones(4);eye(5) ones(5,2)℄�ar ett exempel p�a en 9� 7-matris.�Aven tidigare de�nierade o
h namngivna matriser kan anv�andas.B = [A;ones(1,7)℄�ar en 10� 7-matris.bild 41Om tv�a matriser har blo
kindelningar som g�or operationerna p�a blo
ken m�oj-liga s�a kan matrisoperationerna utf�oras "blo
kvis".


