bild 1

Linjar Algebra M/TD Lésvecka 2

Omfattning och Innehall

2.1 Matrisoperationer: addition av matriser, multiplikation av matris med
skaldr, multiplikation av matriser.

2.2 - 2.3 Matrisinvers, karakterisering av inverterbara matriser.

2.4 Blockmatriser

2.5 LU-faktorisering.

bild 2

Mal:

Att behérska matrisoperationerna, (bada sitten att berikna produkt).
Att veta vilka rdknelagar som géller och vilka som inte géller.

Att kunna bevisa att A(BC') = (AB)C

Att kunna ge exempel som visar att vissa samband inte géller.

bild 3

Att kunna berdkna matrisinverser.

Att kunna innehallet i sats 8 och kunna motivera de olika ekvivalenserna.
Att kunna rikna med blockmatriser

Att kunna utféra en enkel LU-faktorisering och kunna utnyttja den vid l6sning
av ekvationssystem.

bild 4

Matriskonventioner

Positionen i rad r och kolonn k& kallas position (r, k).
Elementen i en matris A betecknas vanligtvis med a,
elementet pa position (r, k) betecknas a,; eller A,

Kolonnerna i A betecknas a med index, eller kol(A) med index.
Raderna i A betecknas rad(A) med index.




bild 5

En generell 4 x 5-matris A kan skrivas pa foljande sétt:

" ail G2 @13 A14 ais Tad1(14) -‘
Q21 G2 (23 A24 Ags eller TadQ(A)

{ 31 (32 (33 A34 035 ‘ / { rad;,»(A)
41 Q42 (43 A44  A45 rady (A)

eller
[ kol;(A) koly(A) kols(A) koly(A) kols(A) ]
eller

[al as; a3z ay (15]

bild 6

Matrisoperationer

Addition

Matriser av samma typ kan adderas. Additionen sker genom att elementen pa
samma positioner adderas. "Positionsvis addition”.

11 Q12 413 + b1 big by _
Q21 Q22 (23 bar  baa Do

ay; +by ajp+ b2 arz+big

a1 + ba1  age + bay g3 + bog

bild 7
Multiplikation med skalér
Alla matriselementen multipliceras med skaléren.

(, a1 a2 a3 | | €aix Caiz Cai3
Q21 Q22 (23 Cag1 Ca22 Ca23




Kommentar

Bada dessa matrisoperationer dr "sjalvklara” da vi tdnker pa att varje matris
kan uppfattas som avbildningsmatris fér en linjar avbildning.

OmT:R" — R" gesav T'(x) = Az och S : R" — R" ges av S(x) = Bx sa
ges summan av funktionerna, T+ S, av (T'+5)(x) = (A+ B)x och funktionen
cT av cT'(x) = cAx

Exempel. Betrakta avbildningen P som geometriskt innebér projektion av
T

vektorn & | xo | pa planet 2x; — 2x9 + x3 = 0. Eftersom planet gar genom
T3

origo dr detta en linjir avbildning.

Vi erhaller projektionen P(x) genom att dela upp x i ortogonala komposanter

x = xp + - dir Tp ir projektionen av & pa planets normal n. Vektorn

xn " ir ortogonal mot n och ir den stkta projektionen. Denna berdknas alltsa

genom P(z) =xznpn' = — on.

Projektionen av & pa n beridknas enklast med projektionsformeln:

T-n
Tp = ——=n
[»]]
-
Planets normal ges av koefficienterna i ekvationen, n = { —2 1. Detta ger
N

x-n =2z — 21y + 23 och ||n||® = 2% + (=2)2 + 1> = 9.
Med beteckningen Pp(x) = xpn har vi alltsa

2 2(2x1 — 2x9 + x3)
v mmam [ 2] x| 2w ]
Pn(z) = U 9” R B 5| 200 -2 ta) | =
4.7,‘1 — 4.?72 + 2.773
— *4.7,'] + 4.772 — 2.7,'3
2.’E1 — 2.’E2 + 23
Pa matrisform har vi
1 4 —4 2 T
Pn(x) = 9 —4 4 -2 Ty | = Ax
2 -2 1 T3

Hér ser vi for 6vrigt ocksa att denna projektion ar en linjér avbildning, den
ges ju av en matris.



forts. kommentar

Nu har vi att P(x) = — xn.

Sétter vi I'd(x) = @, identitetsavbildningen sa ges denna av enhetsmatrisen,I.
Med dessa beteckningar har vi

Plx)=z —xzn=I1d(z)— Pp(x)=Ic— Az = (I — A)z

Avbildningsmatrisen for P &r alltsa

[100}1[4—4 2} ] [900}
I-A=101 0 —44—2:9 09 0

o] %2 5o W\ oee] |25
1 5 —4 2
P(m):§ -4 5 2|z
2 -2 8

bild 8

Multiplikation

Om antalet kolonner i A dr samma som antalet rader i B kan produkten AB
bildas.

Om A ar en m X n -matris

B dr en n X p-matris, B = [ by b, by --- b, }

sa i&r AB m X p-matrisen

A[ by by b --- b, ] = [ Ab; Ab, Abs --- Ab,,}
Kommentar

Aven matrismultiplikation kan forstas genom att vi tinker pa avbildningsma-
triser.

OmT :R" — R" gesav T(x) = Az och S: RP — R™ ges av S(x) = Bz sa
ges den sammansatta funktionen, T o S, av (T'o S)(x) = T(S(x)) = A(Bx) =
(AB)x

For att overtyga oss om detta skall vi kontrollera den sista likheten, A(Bx) =
(AB)z. Det ér den som avgér om vi har "rétt” matrismultiplikation.



bild 9
Skalarprodukt i R”

U m

Uz U2 -
Om u = ) och v = ) sa ar

Up, Un

skaldrprodukten av u och v

UV = UV + UV + -+ uyvy,

bild 10

Rad-kolonn regeln for berdkning av matrisprodukt

Elementet pa position (i,7) i produkten AB &r skaldrprodukten av rad i ur A
med kolonn j ur B,

(AB)i; = rad;(A)-kol;(B)

Kommentar
Denna regel dr praktisk vid "huvudrikning”. Man berdknar ett element i taget
i matrisprodukten, istéllet for en hel kolonn.

Exempel
Vi onskar berdkna produkten AB da
11 11 ;1 ;1 g
A=12 1 12 4 | och B=
12 11 [
4 3 5

C = AB ar nu en 3 x 3-matris. Elementet ¢q;pa position (1, 1), alltsa rad 1
och kolonn 1, dr skalarprodukten av rad 1 ur A med kolonn 1 ur B. Vi far
c;1=1-(=1)+1-941-7+1-4=19. Elementet cy3 i rad 2, kolonn 3, &r pa
samma sitt 2-5+1-34+12-(=3)+4-5= -3



bild 11
Sats 2, ridknelagar féor matrisoperationer. Antag att A, B och C' dr ma-
triser sadana att nedanstaende operationer dr mdjliga. Da géller:

a A(BC) = (AB)C (associativ lag for multiplikation)
b A(B+C)= AB+ AC (vénsterdistributiva lagen)

¢c (B+C)A=BA+CA (hogerdistributiva lagen)

d r(AB) = (rA)B = A(rB) for alla skaléra r

e [,,A=A=AI, (Identitetselement for multiplikation)

bild 12
VARNING!

1. T allménhet &r AB # BA
2. Av AB = AC kan man inte dra slutsatsen B = C'.

3. Av AB = 0 kan man inte dra slutsatsen A = 0 eller B =0

Kommentar

Man kan testa punkt 1. med néstan vilka kvadratiska matriser A och B som
helst. Sannolikheten att de skulle uppfylla AB = BA &r mycket liten. Som
6vning kan du undersoka vilka matriser X som uppfyller AX = XA da A =

11

o]

For att inse att punkt 3. (och ddrmed ocksa punkt 2.) dr sann kan man téinka
pa att villkoret AB = 0 4r samma som att raderna i A dr ortogonala mot

kolonnerna i B vilket ju dr latt att astadkomma genom kloka val av rader i A
och kolonner i B.

bild 13
Med transponatet av en m x n-matris A menas n x m-matrisen A7 vars
kolonnvektorer ar radvektorerna i A:

kol;(A”T) = rad;(A)




bild 14

Exempel
B b2l
A=121 12 4| = A" =
[1 5 1 1 1 12 1
1 4 1
bild 15
Exempel Om wu ir en kolonnvektor, en n x 1-matris, ir u’/ motsvarande

radvektor.
U

U9

Un,
skaldrprodukten av tva kolonnvektorer u och v kan nu skrivas som en matris-
produkt:

UV = ULV + UV + -+ + UpV, = ulv

bild 16
Sats 3 Lat A och B vara matriser sadana att nedanstaende operationer &ar
mojliga. Da géller:

a. (A=A
b. (A+ B)" = AT + B
c. For alla skaldra r dr (rA)” =rA”

d. (AB)T = BTAT" Notera ordningen!

Kommentar

Punktera a., b. och c. dr nog sjilvklart sanna. Punkt .d kan verka 6verraskande
men kolonn-rad regeln for berdkning av produkten forklarar det enkelt. Pa
position (7,7) i (AB)? hittar vi elementet som finns pa position (j,7) i AB.
Detta iir rad;(A)-kol;(B). Transponering ger av detta kol;(A”)-rad;(BT) =
rad;(B”)-kol;(AT) som ju dr elementet pa position (i, j) i BT AT.



bild 17
En n x n-matris A kallas inverterbar om det finns en n X n-matris C sadan att

CA=1och AC =1

dér I = I, &r enhetsmatrisen (identity matrix) av typ n X n.
Matrisen C éar i sa fall entydigt bestimd och kallas inversen till A. Inversen
betecknas A1

Kommentar
Endast kvadratiska matriser kan ha invers. Om du skriver upp en kvadratisk
matris pa mafa dr det ganska troligt att den dr inverterbar.

bild 18
Notera att om A dr inverterbar sa giller

2. Av AB = AC kan man dra slutsatsen B = C.

3. Av AB = 0 kan man dra slutsatsen B =0

Kommentar

Av AB = AC foljer att AY(AB) = A"'(AC). Men A"'(AB) = (A 'A)B =
IB = B och A7'(AC) = C. Alltsa foljer att B = C.

Observera att man inte kan dra samma slutsats av AB = C'A. Multiplikation
med A~' ger A7'(AB) = A~'(CA) och som ovan B = A~'(C' A). Hogerledet
dr oftast inte samma som C.

bild 19
Sats 4 Lat A= | * 2

Om ad — bc # 0 dr A inverterbar med

1 d —b
Al =
ad—bc[c a }

Om ad — bc = 0 ar A inte inverterbar.
Talet ad — bec kallas determinanten till A.

det A = = ad — bc

a b
c d




bild 20
Exempel
12 B EPR B R
A{S _5}, det A=-11, A —11{_3 1 }
1 1 2 -5 =2 1 —-11 0
—1 o — —
44 —11[3 5} -3 1} —11{0 11} &
1 ) 2 1 2 1 —11 0
-1 . — —
AA_H[—S 1H —5} 11{0 —11} =
bild 21
Sats 5 Om A &r en inverterbar n x n-matris sa géller att
for varje b i R® har ekvationen Az = b entydig 16sning © = A~ 'b

Kommentar

Da A #r inverterbar har vi att Az = b & A 1Az = A'b & = = A 'b.
Praktiskt att veta men inte sa ofta vi utnyttjar det da vi loser ekvationer. Det
krdaver mer kalkyler att berdkna matrisinvers dn att l6sa ett ekvationssystem.

bild 22
Sats 6

a. Om A #r en inverterbar matris sa ir A~ ! inverterbar och
AN t=A
b. Om A och B ir inverterbara n x n-matriser sa dr AB inverterbar och
(AB)"' = B"'A"' notera ordningen

c¢. Om A &r en inverterbar matris sa ar A7 inverterbar och

(AT)fl — (Afl)T

Kommentar

Punkt b. fa en forklaring lingre fram da vi tittar pa inversen till en linjar
avbildning.



bild 23

Med en elementir matris menas en matris £ som "utfor en elementér rad-
operation”.

Alltsa om A ~ A, via en enda elementér radoperation och EFA = A, sa kallas
FE elementir.

bild 24
Det finns tre typer av elementira matriser
Typ 1 som motsvarar att till en rad addera en multipel av en annan rad.

[100}
E1: 010

[f4 0 1J

[ rad; (A) -| " rad; (A) -|
Om A= | rady(A) | saédr E1A = rady(A)
[ rads(A) J { rads(A) — 4rad; (A) J

bild 25
Typ 2 som motsvarar att tva rader byter plats.

010
E2: 1 O O
001

[ rad; (A) ] rady(A) ]
Om A= | rady(A) | sa dr E;A = | rad;(A)
[ rads(A) J { A J

bild 26
Typ 3 som motsvarar att en rad multipliceras med en skalér # 0 .

[1001
E;=1010

{005J

rad; (A) rad;(A)
Om A = | rady(A) | sa dr F3A = | rady(A)
rads(A) Srads(A)




bild 27

1 00 1 00
Ef'=10 10 =1010
—4 0 1 4 0 1
0101 " [0 1 0]
E;'=1100 =110
0 0 1| 00 1
1007 " [10 0]
Esf=1010 = 10
1
K 5 | 0 1]
bild 28
Sats 7
En n x n-matris A ar inverterbar om och endast om A ar radekvivalent med
I,.

I sa fall kommer varje foljd av radoperationer som overfor A till I,, ocksa att
overfora I, till A=1.

bild 29

Metod for berikning av A~!

Overfor matrisen [ A ‘ 1 } till reducerad trappstegsform.
Om denna ér [ I | B | saéir B= A"

Om man inte far ett pivotelement i samtliga kolonner i A sa dr A inte inver-
terbar.

Kommentar

Det finns tva séitt att motivera metoden. dels med sats 7, dels genom ett
ekvationsresonemang.

Da vi soker A~! soker vi en kvadratisk matris X som uppfyller AX = I.
Om kolonnerna i X &r x;, x9, --- , x, skall alltsa gilla att Az, = e; for
t=1, 2, ---, n. Vi kan l6sa dessa ekvationer med totalmatriserna [ A ‘ €; ]

en i taget eller alla samtidigt med [ A ‘ I ]

Med samma resonemang kan vi l6sa ocksa andra matrisekvationer AX = B
med totalmatrisen [ A ‘ B ] Om denna overfors till reducerad trappstegsform
[]‘C}SéérX:C’.



forts. kommentar

Aven om den reducerade trappstegsformen inte &r av typen [ 1 ‘ C ] utan
mer generellt [ U ‘ C ] Om alla pivotelement i [ U ‘ C ] finns i U sa har
ekvationen l6sning, annars inte. Om varje kolonn i U har pivotelement sa ar
16sningen unik, annars finns det odndligt manga l6sningar.

1 21

Exempel Vi loser matrisekvationen AX = B da A = [ 5 5 1

=N

Matrisen X maste vara en 3 X 2-matris. Vi bestimmer X med ekvationens

totalmatris[A‘B]:[; g HEQ g]

}ochB—

. . 10 319 4
Denna ér radekvivalent med [ 01 1 ‘ 4 } = [ U ‘ C }
[ 9— 3t 1
Den forsta kolonnen i C' ker oss forsta kolonnen i X, @y = | —4+1¢ |.
-
[ 4 3s
Den andra kolonnen i C' ker oss andra kolonnen i X, &y = | —1+s
S

Notera att vi har olika parametrar, x3; =t och x3y = s.

[ 9-3t 9 3s -|
Ekvationens 16sning ér alltsa X = [ -4+t —4+s
t S J

bild 30

Sats 8, om inverterbara matrisers egenskaper Lat A vara en kvadratisk
n x n-matris. Da ar foljande utsagor ekvivalenta. Alltsa, for en given matris A
ar antingen alla sanna eller alla falska.

a. A ir en inverterbar matris.
b. A &r radekvivalent med I,,.

c. A har n pivotpositioner.




bild 31

d. Ekvationen Az = 0 har endast den triviala l6sningen, x = 0
e. Kolonnerna i A ar linjart oberoende.

f. Den linjéra avbildningen @ +— Ax ar injektiv.

g. Ekvationen Az = b har minst en 16sning for varje b i R”.

h. Kolonnerna i A spanner upp R”.

bild 32

i. Den linjira avbildningen & — Az &r surjektiv.
j. Det finns en n x n-matris C' sadan att CA = I.
k. Det finns en n x n-matris D sadan att AD = 1.

1. AT &r en inverterbar matris.

bild 33

Om A och B iar kvadratiska och AB = I sa kan vi dra slutsatsen att B = A~!
och A= B!,

Vi behover alltsa inte kontrollera att ocksa BA = 1.

bild 34
En linjar transformation 7" : R* — R” kallas inverterbar om det finns en
funktion S : R* — R” sadan att

S(T(x)) =« foralla iR"

T(S(x)) == foralla ziR"

Funktionen S kallas da inversen till T och betecknas T~ !.

En funktion &r inverterbar om och endast om den dr bade injektiv och surjektiv.
Den kallas da bijektiv.




bild 35

Sats 9

Lat T vara en linjér transformation och lat A vara standardmatrisen for 7. Da
ar T inverterbar om och endast om A dr en inverterbar matris.

I sa fall dr den linjira avbildningen S som ges av S(x) = A 'z den inversa
avbildningen till 7.

bild 36

Notera att om 7' : R* — R™ ges av T'(x) = Ax sa &r

T surjektiv om och endast om kolonnerna i A spanner upp R™ och
injektiv om och endast om kolonnerna i A &r linjart oberoende.

Om n < m kan T inte vara surjektiv, om n > m kan T inte vara injektiv.

bild 37

Matriser och Matlab Matriser skrivs in i matlab ungefiar som "fér hand”.
Matrisen inramas av "hak-parenteser”, [ |.

Matriselementen skrivs in radvis.

Elementen pa en rad separeras med kommatecken eller mellanslag.
Radbyte gors med semikolon eller genom ett tryck pa return-tangenten.
Alla matriser du skriver in bér namnges.

bild 38
Exempel
A =1,3,5; —3,2,6] ger matrisen

1 35
A[:s 2 6}

bild 39
Nagra "bra-att-ha”-matriser.

eye(3)—[(1) (1) g-‘

[001J

ones(2,3) = [ i i i }
zeros(2, 3) = [ 8 8 8 }




bild 40

Matriser kan skrivas in som block under forutsidttning att blocken pa samma
"rad” innehaller samma antal rader.

A = [zeros(4,3) ones(4);eye(5) ones(5,2)]

ar ett exempel pa en 9 x 7-matris.

Aven tidigare definierade och namngivna matriser kan anvindas.

B = [A;ones(1,7)]

ar en 10 x 7-matris.

bild 41
Om tva matriser har blockindelningar som gor operationerna pa blocken méj-
liga sa kan matrisoperationerna utféras "blockvis”.




