bild 1

Linjar Algebra M/TD Lasvecka 3

Omfattning och Innehall

Lay: 3.1-3.3 Determinanter. Definition, rikneregler och ett par viktiga satser.
Huitfeldt: 5.2 Losningsnoggrannhet: vektornorm, matrisnorm

Dugga 12/2 9-11 i V-huset, giller M, V och Z

bild 2

Mal: Du skall kunna tillimpa satserna om determinanter, t.ex i beviset av
Cramers regel, och kunna berdkna determinanten fér en matris av godtycklig
storlek.

Visentligt dr att acceptera att det finns en enkel regel som giller tvaradiga
matriser, en inte fullt sa enkel for treradiga matriser (Sarrus regel) men ingen
enkel regel for storre matriser.

Sats 4 ar ett viktigt tilldgg till sats 8 i kapitel 2.

bild 3
Determinanten av en 2 X 2-matris A definieras som

ay; a2 |
= A12022 — 412021

det(A) = det [ ai ] =

21 A22 21 A22

bild 4

Determinanter av n X n-matris definieras med hjilp av "utveckling efter rad 1”
Sats 1 Determinanter kan berdknas genom utveckling efter vilken rad eller
kolonn som helst.

bild 5

Om A &r en n X n-matris sa later vi A;; beteckna (n — 1) x (n — 1)-matrisen
som vi far om rad 7 och kolonn j stryks ur A.

Med cofaktor C;; menas (—1)" det(A;;)

Definitionen av determinant kan da formuleras.

det(A) = a1,C11 + a12C12 + a13C13 + - - - + a1, C1p




Kommentar

Observera att jag/vi/boken anvint beteckningen A;; tidigare. Dels for enskilt
matriselement, dels for delmatris i en blockindelad matris. Lite olyckligt kan
man tycka. A andra sidan &r beteckningen "lokal”. Vi anvinder inte beteck-
ningen A;; annat &n tillfalligt och kan varje gang tala om vad som avses. Hir
ar det cofaktorerna som &r av intresse. Om vi behovt dem frekvent kunde vi
hittat pa en beteckning som direkt knot an till A. Det vore "overkill” att infora
t.ex. cof (A) for matrisen med element C;j enligt ovan, eller?

bild 6
Sats 1 séger att:

det(A) = a;1Cit + a;2Ci0 + ai3Ci3 + - - - + i, Ci,
(ovanstaende kallas utveckling efter rad i.)

det(A) = a1;C; + azCoj + a3;C35 + -+ - + a,;C

(ovanstaende kallas utveckling efter kolonn j.)

Kommentar

En vég att bevisa sats 1 &r att helt enkelt "rdkna ut” vilka termer som ingar
i determinanten. Da finner man att determinanten av en 3 x 3-matris ir en
summa av sex termer, varje term ér i sin tur en produkt av tre matriselement,
ett element ur varje rad, ett ur varje kolonn. Skriver vi upp dem i ordning a;,,
a1j, och ay;, ser vi att talen jy, jo, js3 &r talen 1,2,3 i nagon ordning. Tecknet
framfor termen ay;, a1j,a15, hingerr ssmman med denna ordning. Teckensche-
mat i satsen hinger samman med att denna ordning bryts vid utveckling av
determinanten.

bild 7
En 3 x 3-determinant kan berdiknas med Sarrus regel:

+ + +

= T1Y223 + ToY3z21 + T3Y122 — T1Y322 — TaY123 — T3Y221

bild 8
Determinanten av en trianguldr matris dr produkten av diagonalelementen.




Kommentar

Den forsta raden eller den forsta kolonnen innehaller hogst ett element skilt
fran noll. Utveckla efter denna rad eller kolonn sa erhalls en likadan matris
men mindre. Upprepning ger satsen.

bild 9
Sats 3 Om B erhalls av A genom en elementér radoperation sa géller

a. En multipel av en rad i A adderas till en annan rad: det(B) = det(A)
b. Tva rader i A byter plats: det(B) = — det(A)

c. En rad i A multipliceras med en skaldr k: det(B) = kdet(A)

Kommentar

De elementédra radoperationerna hénger samman med de elementédra matri-
serna. B erhalls av A genom en elementér radoperation om och endast om
B = FA dar F ar en elementidr matris. Determinanten av de elementéir ma-
triserna ar latt att rdkna ut. De som hor till att en multipel av en rad i A
adderas till en annan rad har determinant = 1. De som hor till ett platsbyte
har determinant -1. De som hor till multiplikation med &k har determinant k.
Satsen kan alltsa formuleras:

Sats 3> Om B = FEA dir E &r en elementir matris sa ar det(B) =
det(E) det(A).

bild 10
Sats 4
En kvadratisk matris A &r inverterbar om och endast om det(A) # 0.

Kommentar

Antag att A dr radekvivalent med en trappstegsmatris U. Da vet vi att A ar
inverterbar om och endast om U har pivotelement i varje rad och varje kolonn.
Detta ér ekvivalent med att det(U) # 0. Upprepad anvéndning av sats 3’ ger
att det(U) # 0 <> det(A) # 0.

bild 11
Sats 5 Om A ir en kvadratisk matris sa dr det(A) = det(A”).

Kommentar
Av detta foljer att en determinant kan forenklas d&ven med kolonnoperationer.



bild 12
Sats 6 Om A och B 4r n X n-matriser sa ar

det(AB) = det(A) det(B)

OBS!! det(A + B) # det(A) + det(B) utom i undantagsfall.

Kommentar

satsen dr uppenbart sann om A inte dr inverterbar. Om A &r inverterbar dr A
en produkt av elementéra matriser och satsen féljer av upprepad anvindning
av sats 3.

bild 13
Cramers regel Antag att A dr en inverterbar n x n-matris. Lat b € R”.
Da ges losningen @ till ekvationen Ax = b av

_ det(4,(b))

i T 3 L,/ AN :17 27 37"'7
YT T et (A) "

Kommentar

Matrisen A;(b) erhalls fran A genom att kolonn i ersétts av b.

Pa samma sitt bildas matrisen I;(x) genom att kolonn i ersitts av x.

Daér A-I;(x) = [ a -+ Az --- a, ] = [ a --- b - a, ] = A;(b).
Alltsa ar det(A) - det(I;(x)) = det(A4;(b)).

det(7;(x)) = x; och satsen ar bevisad.

bild 14
Sats 8 En formel for inversmatris.
Lat A vara en inverterbar matris. Da ar

1

A=
det(A)

adj(A)




Kommentar

Adjunkten till A, den till A adjungerade matrisen adj(A) dr matrisen C7 dir
cij = (=1)"™7 det(A;;.

Med det andra siittet att tinka om beriikning av A~', kolonnvis beriikning som
16sningen till de n ekvationerna Az = e;, ger Cramers regel att

det(4;(e;)))

elementet pa position (7. 7)1 A~ &
mentet pa p n (i,7) et (A)

Utveckling av det(A;(e;)) efter kolonn i ger att det(A4;(e;)) =
(—1)"* det(A;; = c;;. Notera ordningen ji som orsakas av att det enda ele-
menten i kolonn kolonn 7 ur det(A4;(e;)) dr en etta i rad j.

bild 15

Sats 9 Determinanten som area eller volym.

Om A dr en 2x 2-matris dr abs(det(A)) arean av parallellogrammen som spinns
upp av A:s kolonner.

Om A &r en 3 x 3-matris dr abs(det(A)) volymen av parallellepipeden som
spanns upp av A:s kolonner.

Kommentar
Denna sats bevisade vi i kursen inledande matematik. Den andra delen ge-
nom att berdkna a;-(as X a3) och upptécka, dels att detta ar + volymen av
parallellepipeden, dels att det kan berdknas med determinanten.
0 an ap
Den forsta delen foljer av den andra genom att | 0 a9y ag | =
10 0

a1 A2

21 (22

bild 16
Sats 10 Determinanten som area- eller volymskala.
Lat T : R? — R? ges av T'(z) = Az.
Lat S vara ett omrade i R? och T'(S) bilden av detta omrade.
Da giéller:
arean av T'(S) = abs(det(A)) - (arean av S)

Samma géller om T : R3 — R3 och area ersiitts av volym.




