
bild 1 Linj�ar Algebra M/TD L�asveka 3Omfattning oh Inneh�allLay: 3.1-3.3 Determinanter. De�nition, r�akneregler oh ett par viktiga satser.Huitfeldt: 5.2 L�osningsnoggrannhet: vektornorm, matrisnormDugga 12/2 9-11 i V-huset, g�aller M, V oh Zbild 2M�al: Du skall kunna till�ampa satserna om determinanter, t.ex i beviset avCramers regel, oh kunna ber�akna determinanten f�or en matris av godtykligstorlek.V�asentligt �ar att aeptera att det �nns en enkel regel som g�aller tv�aradigamatriser, en inte fullt s�a enkel f�or treradiga matriser (Sarrus regel) men ingenenkel regel f�or st�orre matriser.Sats 4 �ar ett viktigt till�agg till sats 8 i kapitel 2.bild 3Determinanten av en 2� 2-matris A de�nieras somdet(A) = det � a11 a12a21 a22 � = ���� a11 a12a21 a22 ���� = a12a22 � a12a21bild 4Determinanter av n�n-matris de�nieras med hj�alp av "utvekling efter rad 1"Sats 1 Determinanter kan ber�aknas genom utvekling efter vilken rad ellerkolonn som helst.bild 5Om A �ar en n� n-matris s�a l�ater vi Aij betekna (n� 1)� (n� 1)-matrisensom vi f�ar om rad i oh kolonn j stryks ur A.Med ofaktor Cij menas (�1)i+j det(Aij)De�nitionen av determinant kan d�a formuleras.det(A) = a11C11 + a12C12 + a13C13 + � � �+ a1nC1n



KommentarObservera att jag/vi/boken anv�ant betekningen Aij tidigare. Dels f�or enskiltmatriselement, dels f�or delmatris i en blokindelad matris. Lite olykligt kanman tyka. �A andra sidan �ar betekningen "lokal". Vi anv�ander inte betek-ningen Aij annat �an tillf�alligt oh kan varje g�ang tala om vad som avses. H�ar�ar det ofaktorerna som �ar av intresse. Om vi beh�ovt dem frekvent kunde vihittat p�a en betekning som direkt kn�ot an till A. Det vore "overkill"att inf�orat.ex. of(A) f�or matrisen med element Cij enligt ovan, eller?bild 6Sats 1 s�ager att:det(A) = ai1Ci1 + ai2Ci2 + ai3Ci3 + � � �+ ainCin(ovanst�aende kallas utvekling efter rad i.)det(A) = a1jC1j + a2jC2j + a3jC3j + � � �+ anjCnj(ovanst�aende kallas utvekling efter kolonn j.)KommentarEn v�ag att bevisa sats 1 �ar att helt enkelt "r�akna ut" vilka termer som ing�ari determinanten. D�a �nner man att determinanten av en 3 � 3-matris �ar ensumma av sex termer, varje term �ar i sin tur en produkt av tre matriselement,ett element ur varje rad, ett ur varje kolonn. Skriver vi upp dem i ordning a1j1 ,a1j2 oh a1j3 ser vi att talen j1; j2; j3 �ar talen 1,2,3 i n�agon ordning. Teknetframf�or termen a1j1a1j2a1j3 h�angerr samman med denna ordning. Tekenshe-mat i satsen h�anger samman med att denna ordning bryts vid utvekling avdeterminanten.bild 7En 3� 3-determinant kan ber�aknas med Sarrus regel:������ x1 x2 x3y1 y2 y3z1 z2 z3 ������ x1 x2 x3y1 y2 y3z1 z2 z3ZZZZZZ~ZZZZZZ~ZZZZZZ~������>������>������>� � �+ + += x1y2z3 + x2y3z1 + x3y1z2 � x1y3z2 � x2y1z3 � x3y2z1bild 8Determinanten av en triangul�ar matris �ar produkten av diagonalelementen.



KommentarDen f�orsta raden eller den f�orsta kolonnen inneh�aller h�ogst ett element skiltfr�an noll. Utvekla efter denna rad eller kolonn s�a erh�alls en likadan matrismen mindre. Upprepning ger satsen.bild 9Sats 3 Om B erh�alls av A genom en element�ar radoperation s�a g�allera. En multipel av en rad i A adderas till en annan rad: det(B) = det(A)b. Tv�a rader i A byter plats: det(B) = � det(A). En rad i A multiplieras med en skal�ar k: det(B) = k det(A)KommentarDe element�ara radoperationerna h�anger samman med de element�ara matri-serna. B erh�alls av A genom en element�ar radoperation om oh endast omB = EA d�ar E �ar en element�ar matris. Determinanten av de element�ar ma-triserna �ar l�att att r�akna ut. De som h�or till att en multipel av en rad i Aadderas till en annan rad har determinant = 1. De som h�or till ett platsbytehar determinant -1. De som h�or till multiplikation med k har determinant k.Satsen kan allts�a formuleras:Sats 3' Om B = EA d�ar E �ar en element�ar matris s�a �ar det(B) =det(E) det(A).bild 10Sats 4En kvadratisk matris A �ar inverterbar om oh endast om det(A) 6= 0.KommentarAntag att A �ar radekvivalent med en trappstegsmatris U . D�a vet vi att A �arinverterbar om oh endast om U har pivotelement i varje rad oh varje kolonn.Detta �ar ekvivalent med att det(U) 6= 0. Upprepad anv�andning av sats 3' geratt det(U) 6= 0$ det(A) 6= 0.bild 11Sats 5 Om A �ar en kvadratisk matris s�a �ar det(A) = det(AT ).KommentarAv detta f�oljer att en determinant kan f�orenklas �aven med kolonnoperationer.



bild 12Sats 6 Om A oh B �ar n� n-matriser s�a �ardet(AB) = det(A) det(B).OBS!! det(A+B) 6= det(A) + det(B) utom i undantagsfall.Kommentarsatsen �ar uppenbart sann om A inte �ar inverterbar. Om A �ar inverterbar �ar Aen produkt av element�ara matriser oh satsen f�oljer av upprepad anv�andningav sats 3.bild 13Cramers regel Antag att A �ar en inverterbar n� n-matris. L�at b 2 Rn .D�a ges l�osningen x till ekvationen Ax = b avxi = det(Ai(b))det(A) ; i = 1; 2; 3; � � � ; nKommentarMatrisen Ai(b) erh�alls fr�an A genom att kolonn i ers�atts av b.P�a samma s�att bildas matrisen Ii(x) genom att kolonn i ers�atts av x.D�a �ar A�Ii(x) = � a1 � � � Ax � � � an � = � a1 � � � b � � � an � = Ai(b).Allts�a �ar det(A) � det(Ii(x)) = det(Ai(b)).det(Ii(x)) = xi oh satsen �ar bevisad.bild 14Sats 8 En formel f�or inversmatris.L�at A vara en inverterbar matris. D�a �arA�1 = 1det(A)adj(A)



KommentarAdjunkten till A, den till A adjungerade matrisen adj(A) �ar matrisen CT d�arij = (�1)i+j det(Aij.Med det andra s�attet att t�anka om ber�akning av A�1, kolonnvis ber�akning soml�osningen till de n ekvationerna Ax = ej, ger Cramers regel attelementet p�a position (i; j) i A�1 �ar det(Ai(ej))det(A)Utvekling av det(Ai(ej)) efter kolonn i ger att det(Ai(ej)) =(�1)i+j det(Aji = ji. Notera ordningen ji som orsakas av att det enda ele-menten i kolonn kolonn i ur det(Ai(ej)) �ar en etta i rad j.bild 15Sats 9 Determinanten som area eller volym.Om A �ar en 2�2-matris �ar abs(det(A)) arean av parallellogrammen som sp�annsupp av A:s kolonner.Om A �ar en 3 � 3-matris �ar abs(det(A)) volymen av parallellepipeden somsp�anns upp av A:s kolonner.KommentarDenna sats bevisade vi i kursen inledande matematik. Den andra delen ge-nom att ber�akna a1�(a2 � a3) oh uppt�aka, dels att detta �ar � volymen avparallellepipeden, dels att det kan ber�aknas med determinanten.Den f�orsta delen f�oljer av den andra genom att ������ 0 a11 a120 a21 a221 0 0 ������ = ���� a11 a12a21 a22 ����bild 16Sats 10 Determinanten som area- eller volymskala.L�at T : R2 �! R2 ges av T (x) = Ax.L�at S vara ett omr�ade i R2 oh T (S) bilden av detta omr�ade.D�a g�aller: arean av T (S) = abs(det(A)) � (arean av S)Samma g�aller om T : R3 �! R3 oh area ers�atts av volym.


