
bild 1 Linj�ar Algebra M/TD L�asve
ka 4Omfattning o
h Inneh�allLay: 4.1-4.6 VektorrumDugga 12/2 9-11 i V-huset, g�aller M. TD efter �overenskommelse medMariaOmfattar kapitel 1, 2 o
h 3.bild 2M�al: 1. Att f�orst�a att m�anga olika fenomen kan ha likartade matematiskaegenskaper o
h att det d�arf�or �nns sk�al att studera dessa egenskaper i engenerell situation.2. Att "kunna" vektorrumsde�nitionen utan att n�odv�andigtvis kunna r�aknaupp de tio axiomen.3. Att kunna ett antal exempel p�a vektorrum.4. Att f�orst�a vad som menas med ett underrum i ett vektorrum o
h inse attdessa ger ytterligare exempel p�a vektorrum.bild 35. Att kunna best�amma nollrum o
h kolonnrum till matriser o
h f�orst�a attdessa har olika tolkningar beroende p�a vad matrisen representerar.6. Att f�orst�a begreppen bas, dimension o
h rang. Kunna best�amma bas f�ornollrum o
h kolonnrum f�or matriser.7. Att kunna best�amma koordinater f�or en vektor relativt en bas B f�or ettvektorrum V .8. Att kunna v�axla mellan olika baser f�or ett vektorrum V .9. Att kunna alla egenskaper hos en matris som �ar ekvivalenta med att matrisen�ar inverterbar.bild 4Ett vektorrum �ar en i
ke-tom m�angd V vars objekt kallas vektorer, f�orseddmed tv�a operationer. dels addition av vektorerna, dels multiplikation av envektor med en skal�ar.Nedanst�aende r�aknelagar (axiom) m�aste g�alla f�or alla vektorer u, v o
h w o
hf�or alla skal�arer 
 o
h d.



bild 5a. Summan av u o
h v, u+ v �ar ett objekt i Vb. u+ v = v + u
. (u+ v) +w = u+ (v +w)d. Det �nns en nollvektor 0 i V s�adan att u+ 0 = u.e. Till varje u i V �nns en vektor �u i V s�a att u+ (�u) = 0.bild 6f. Produkten av u med skal�aren 
, 
u �ar en vektor i V .g. 
(u+ v) = 
u+ 
vh. (
+ d)u = 
u+ dui. 
(du) = (
d)uj. 1u = ubild 7ExempelRnGeometriska vektorerO�andliga f�oljderPolynom av grad h�ogst nReellv�arda funktioner.



bild 8Ett underrum i ett vektorrum V �ar en delm�angd H av V som har f�oljandetre egenskaper:a. Nollvektorn i V tillh�or H.b. H �ar sluten under addition: om u o
h v tillh�or H s�a g�or �aven u+v det.
. H �ar sluten under multiplikation med skal�ar: om u tillh�or H o
h 
 �ar enskal�ar s�a tillh�or �aven 
u H.bild 9Sats 1Om v1; � � � vp tillh�or ett vektorrum V s�a �ar Spanfv1; � � � vpg ett underrumi V .bild 10De�nitionNollrummet till en m� n-matris A, Nul(A), �ar m�angden av alla l�osningar tillden homogena ekvationen Ax = 0.Nul(A) = fx : x 2 Rn o
h Ax = 0gbild 11Sats 2Nollrummet till en m� n-matris �ar ett underrum i Rn .bild 12De�nitionKolonnrummet till en m� n-matris A, Col(A), �ar m�angden av alla linj�arkom-binationer av kolonnerna i A.Om A = � a1 � � � an � s�a �arCol(A) = Spanfa1; � � � angekvivalent formulerat:Col(A) = fb : b = Ax f�or n�agon vektor x 2 Rn



bild 13Sats 3Kolonnrummet till en m� n-matris �ar ett underrum i Rm .bild 14Olikheter mellan Nul(A) o
h Col(A) f�or en m� n-matris A.Nul(A) Col(A)1. Nul(A) �ar ett underrum i Rn 1. Col(A) �ar ett underrum i Rm2. Nul(A) �ar impli
it de�nierat 2. Col(A) �ar expli
it de�nieratav ekvationen Ax = 0 av kolonnvektorerna i A3. Det tar tid att best�amma 3. Det �ar l�att att hittavektorer i Nul(A) vektorer i Col(A)4. Det �nns inget uppenbart 4. Det �nns ett uppenbartsamband mellan Nul(A) samband mellan Col(A)o
h elementen i A o
h elementen i Abild 15 Nul(A) Col(A)5. En typisk vektor v i Nul(A) 5. En typisk vektor i Col(A)�ar s�adan att Av = 0 �ar s�adan att Ax = v �arkonsistent.6. Givet en vektor v, s�a �ar det 6. Givet en vektor v, s�a tar detenkelt att avg�ora om oftast tid att avg�ora omv 2 Nul(A) v i Col(A)7. Nul(A) = f0g om o
h 7. Col(A) = Rm om o
hendast om ekvationen endast om ekvationenAx = 0 endast har Ax = b har l�osningtrivial l�osning f�or alla b 2 Rm8.. Nul(A) = f0g 8. Col(A) = Rmom o
h endast om om o
h endast omden linj�ara avbildningen den linj�ara avbildningenx 7! Ax �ar injektiv x 7! Ax �ar surjektiv



bild 16de�nitionEn linj�ar avbildning Tfr�an ett vektorrum V till ett vektorrum W�ar en regel som till varje vektor x 2 V ordnaren entydigt best�amd vektor T (x) 2 W s�adan att(i) T (u+ v) = T (u) + T (v) f�or alla u; v 2 V(ii) T (
u) = 
T (u) f�or alla u 2 V o
h alla skal�arer 
bild 17K�arnan till en linj�ar avbildning T : V �! W �ar m�angden av alla u 2 Vs�adana att T (u) = 0.V�ardem�angden till T �ar m�angden av alla w 2 W som �ar bild av n�agonvektor x 2 VOm T (x) = Ax s�a �ar k�arnan till T samma som nollrummet till A o
h v�arde-m�angden samma som kolonnrummet till A.bild 18En m�angd av vektorer fv1; � � � vpg i V kallas linj�art oberoende om ekva-tionen 
1v1 + 
2v2 + � � �+ 
pvp = 0endast har trivial l�osning, 
1 = 0; 
2 = 0; � � � ; 
p = 0Vektorerna kallas linj�art beroende om ekvationen ovan har i
ketrivial l�os-ning.bild 19Sats 4En m�angd fv1; � � � vpg best�aende av tv�a vektorer eller 
er, o
h d�ar v1 6= 0 �arlinj�art beroende om o
h endast om n�agon av vektorerna vj (med j > 1) �ar enlinj�ar kombination av vektorerna v1; � � � vj�1.



bild 20De�nitionL�at H vara ett underrum i V .En m�angd av vektorer B = fb1; � � � bpg i V kallas en bas f�or H oma. B �ar en linj�art oberoende m�angdb. Underrummet som sp�anns av B �ar samma som H, allts�aH = Spanfb1; � � � bpgbild 21Sats 10Om ett vektorrum V har en bas som best�ar av n vektorer s�a best�ar alla baserf�or V av pre
is n vektorer.Talet n kallas vektorrummets dimension.Det �nns vektorrum som inte sp�anns upp av �andligt m�anga vektorer. S�adanakallas o�andligtdimensionella.bild 22Sats 5L�at S = fv1; � � � vpg vara en m�angd av vektorer i V o
h l�atH = Spanfv1; � � � vpga. Om en av vektorerna i S, t.ex vk �ar en linj�arkombination av de �ovrigas�a kan den tas bort fr�an S, de �aterst�aende sp�anner o
ks�a upp H.b. Om H 6= f0g s�a �ar n�agon delm�angd av S en bas f�or H.bild 23Bas f�or nollrummet till en matris AMetod: L�os ekvationssystemet Ax = 0. Identi�era vektorerna som sp�annerupp nollrummet.Sats 6: Bas f�or kolonnrummet till APivotkolonnerna i A bildar en bas f�or ColA



bild 24Sats 13: Element�ara radoperationer f�or�andrar inte radrummet.Allts�a om A � B s�a �ar RowA = RowBBas f�or radrummet till AOm A � U d�ar U �ar en trappstegsmatris s�a �ar pivotraderna i U en bas f�orRowA.Om radreduktionen inte kr�avt omordning av raderna kan man ta pivotradernai A som bas.bild 25SatsDimensionen f�or RowA o
h ColA �ar samma som antalet pivotkolonner i A.Denna dimension kallas rangen f�or A, rankA.bild 26Sats 7, satsen om entydigt best�amda koordinaterL�at B = fb1; � � � ; bng vara en bas f�or vektorrummet V .D�a �nns, till varje vektor x 2 V , en entydigt best�amd upps�attning skal�arer,
1; � � � ; 
n s�adana att x = 
1b1 + � � �+ 
nbnbild 27De�nitionAntag att B = fb1; � � � ; bng �ar en bas f�or vektorrummet V o
h att x 2 V .Koordinaterna f�or x relativt basen B �ar skal�arerna 
1; � � � ; 
n s�adana attx = 
1b1 + � � �+ 
nbnbild 28Om 
1; � � � ; 
n �ar B-koordinaterna f�or x s�a kallas vektorn i Rn[x℄B = 264 
1...
p 375f�or koordinatvektorn f�or x (relativt basen B), eller B-koordinatvektorn f�or x.



bild 29Avbildningen T : V �! Rn som ges avx 7! [x℄Bkallas koordinatavbildningen best�amd av B.bild 30Koordinater i RnAntag att B = fb1; � � � ; bng �ar en bas f�or Rn . L�atPB = � b1 b2 � � � bn �D�a �ar vektorekvationen x = 
1b1 + 
2b2 + � � �+ 
nbnekvivalent med x = PB [x℄BPB kallas basbytesmatrisen fr�an B till standardbasen.bild 31Sats 8L�at B = fb1; � � � ; bng vara en bas f�or vektorrummet V .D�a �ar koordinatavbildningen T : V �! Rn som ges avx 7! [x℄Ben bijektiv linj�ar avbildning.(bijektiv = injektiv o
h surjektiv = one-to-one o
h onto)En bijektiv linj�ar avbildning kallas en isomor�sm



bild 32Sats 15L�at B = fb1; � � � ; bng o
h C = f
1; � � � ; 
ng vara baser f�or vektorrummet V .D�a �nns en entydigt best�amd n� n-matris C P B s�adan att[x℄C = C P B [x℄BKolonnerna i C P B �ar koordinatvektorerna f�or vektorerna i basen B relativtbasen C.Allts�a C P B = � [b1℄C � � � [bn℄C �
bild 33L�at E bete
kna standardbasen f�or Rn o
h l�at B = fb1; � � � ; bng vara en annanbas f�or Rn .Om x �ar en vektor i Rn s�a �ar x = [x℄Eo
h E P B = PB = � b1 b2 � � � bn �
bild 34Basbyte i RnL�at B = fb1; � � � ; bng o
h C = f
1; � � � ; 
ng vara baser f�or Rn .L�at PB = � b1 b2 � � � bn �o
h PC = � 
1 
2 � � � 
n �D�a �ar C P B = (PC)�1 PB


