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Linjar Algebra M/TD Lasvecka 5

Omfattning och Innehall

4.7 Basbyte.

5.1 Egenvirden och egenvektorer.

5.2 Karakteristiska ekvationen.

5.3 Diagonalisering.

5.4 Egenvirden och linjira avbildningar.

5.7 Diagonalisering av sytem av differentialekvationer.
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Mal:

e Att kunna bestimma koordinater for en vektor relativt en bas B {or ett
vektorrum V.

e Att kunna vixla mellan olika baser for ett vektorrum V. Sats 15 ar
central.Att kunna definiera begreppen egenvektor och egenviérde.

o Att veta vad som menas med karakteristiska ekvationen till en matris
och att kunna motivera den.

e Att kunna bestdmma egenvirden och egenvektorer till en matris.
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Mal:

Att veta vad som menas med diagonalisering av en matris

Att kunna tillimpa sats 5.

Att kunna tillimpa sats 8.

Att kunna tillimpa matrisdiagonalisering pa system av differentialekva-
tioner.
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Definition

Antag att B = {by, ---, b,} &r en bas for vektorrummet V" och att & € V.

Koordinaterna for x relativt basen B ér skaldrerna ¢;, ---, ¢, sadana att
r=cb +---+c,b,
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Om ¢y, -+, ¢, ar B-koordinaterna for x sa kallas vektorn i R"

]
[]B{C.pJ

for koordinatvektorn fér x (relativt basen B), eller B-
koordinatvektorn for x.
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Koordinater i R”
Antag att B = {by, ---, b,} ér en bas for R". Lat

Pg=1[b by -+ b, ]
Da ar vektorekvationen
x =c b +cby+---+c,b,

ekvivalent med
x = Ps [93}3

Py kallas basbytesmatrisen fran B till standardbasen.
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Sats 15

Lat B={b;, ---, b,} och C = {¢, ---, ¢,} vara baser for vektorrummet V.
Da finns en entydigt bestdmd n x n-matris C<£B sadan att

[z]e = C<BB ]

Kolonnerna i C£B ar koordinatvektorerna for vektorerna i basen B relativt
basen C.

Alltsa
cEp=1[1[bl [bale |
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Lat £ beteckna standardbasen for R" och lat B = {b,, ---, b,} vara en annan
bas for R".
Om « ir en vektor i R” sa ér
T = [z,
och
elp=Ps=[b b -+ b, ]
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Basbyte i R”
Lat B={by, ---, b,} och C ={¢;, -+, ¢,} vara baser for R".
Lat

PB — [ b] bg e bn ]
och

Po=|e ¢ -+ ¢

Dair oL 5= (Pe) ' Ps
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En egenvektor till en n x n-matris A ar en vektor & # 0 sadan att Ax = \x
for nagon skalar \.

En skaldr \ kallas ett egenviarde till A om det finns en icketrivial 16sning @
till ekvationen Ax = A\x.

Varje sadan icketrivial 16sning kallas en egenvektor som hor till egenvirdet
A
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Sats 1
Egenvirdena till en triangulér matris dr elementen pa huvuddiagonalen.
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Sats 2

Om vy, - -- v, dr egenvektorer till olika egenvirden Ay, --- A, sa ar {vy, - v,}
en linjart oberoende méngd av vektorer.
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Karakteristiska ekvationen

En skaldr A &r ett egenvirde till en n x n-matris A om och endast om A\
satisfierar matrisens karakteristiska ekvation

det(4 — AI) =0
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En n x n-matris A kallas diagonaliserbar om A &r similar, likviardig, med en
diagonalmatris. Alltsh om A = PDP~! fér nagon inverterbar matris P och
nagon diagonalmatris D.
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Sats 5, Diagonaliseringssatsen

En n x n-matris A dr diagonaliserbar om och endast om A har n linjért obe-
roende egenvektorer.

A = PDP ! eller P 'AP = D, dir D #r en diagonalmatris, om och endast
om kolonnerna i P &r n linjirt oberoende egenvektorer till A. 1 sa fall ar
diagonalelementen i D motsvarande egenvirden till A (i samma ordning som
egenvektorerna i P).
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Sats 6.
Om n x n-matrisen A har n olika egenvirden sa dr A diagonaliserbar.
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Avbildningsmatrisen till en linjar avbildning T: V — W
Antag att B = {by, by, --b,} &r en bas for vektorrummet V.
Antag att C dr en bas for vektorrummet W och att T : V. — W ir en linjar
avbildning.
Bilda matrisen M = [ [T(bi)le [T(b2)le - [T(by)le ]
Da &r
[T(@)]¢c = Mz]|g

Matrisen M kallas avbildningsmatrisen fér 7" relativt B och C.

Kommentar

Om V = R" och W = R™ med standardbaser i bada fallen och 7" : R* — R™
sa dr M den vanliga avbildningsmatrisen, standardmatrisen, fran kapitel 1.9.
Alltsa M = A dér T'(x) = Azx.
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vinstermultiplikation med

Bz [T(=)]c
M

Diagrammet dr kommutativt, de tva sammansatta funktionerna &r lika.

[T(z)lc = M=]|p




Kommentar

Avbildningsmatrisen ger upphov till tva fundamentala fragor:

1. Givet en linjér avbildning 7' : V' — W som é&r enkel att forsta. Geometriskt,
verbalt eller pa annat sitt. Da kan vi ofta ge en matematisk beskrivning av T’
i termar av baser som &r speciellt laimpade for 7.

Dessa baser ér kanske inte naturliga for V' eller W. Hur hittar vi avbildnings-
matrisen for T relativt de naturliga baserna?

2. Givet en linjar avbildning 7' : V- — W f{or vilken vi kdnner avbildningsma-
trisen for T' relativt baser fér V' och W.

Hur skall vi hitta baser som &r speciellt limpade for T sa att vi kan fa en
annan forstaelse for T'7
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Tva fundamentala fragor

Antag att vi kéinner avbildningsmatrisen for 7' : V' — W relativt baser som ar
naturliga for 7" men kanske inte for V' eller W. Hur hittar vi avbildningsma-
trisen for 7" relativt andra baser for V' och W7

Antag att vi kéinner avbildningsmatrisen for 7' : V' — W relativt baser som &r
naturliga for V' och W men kanske inte for 7. Hur hittar vi baser for V och W
som dr naturliga for T och vilket samband géller mellan avbildningsmatriserna?
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A

vanstermultiplikation med

vinstermultiplikation med

[zlp [T(=)]c
M

Diagrammet dr kommutativt, de tva matrisprodukterna ér lika.

A= FeMPg'




Kommentar

Om B ir en bas for R”, C éar en bas for R™ och T : R* — R™ ér en linjir
avbildning, sa har vi tva olika avbildningsmatriser for 7.

Dels har vi standardmatrisen A, dels har vi M, avbildningsmatrisen for T
relativt B och C.

For dessa har vi om vi betecknar T'(x) med y att

y = Az och [y]s = M [z]5.
Men vi har ocksa att © = Pg[z]g och y = Pp [yl

Alltsa har vi att y = Pp [yle = FeM [2]g = FeM Pg'a.

Matrisprodukten PCMPé] ar alltsa samma som standardmatrisen A.

Vi ser att varje avbildning kan representeras av odndligt manga matriser och
varje matris kan representera odndligt manga avbildningar. Detta motiverar
att man aldrig har samma beteckning pa avbildning och matris.

Kommentar

Detta resonemang kan generaliseras.

Antag att vi har tva olika baser, By och By, for vektorrummet V' och tva baser
Cy och Cy for vektorrummet W.

Om T : V — W ér en linjir avbildning har vi alltsa tva avbildningsmatriser
for T, dels M; relativt By och Cq, dels M, relativt By och Cs.

Sambandet mellan dessa matriser ges da av

_ P P
M27C2<—C1 M] By < B>

Endast i undagtagsfall har man behov av detta generella synséitt. Endast fallet
V' = W behandlas i boken.
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Avbildningsmatrisen till en linjir avbildning T': V — V

Antag att T': V — V &r en linjir avbildning och att B = {by, by, --- b, } &r en
bas for vektorrummet V.

Bilda matrisen M = [ [T'(by)]g [T'(by)lg --- [T(bn)]g ]

[ detta fall betecknas avbildningsmatrisen M istillet [Tz

Vi har alltsa
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Basbyte och linjira avbildningar

Antag att 7' : V — V ér en linjir avbildning och att B = {by, by, ---b,} och
C ={ci1, ¢y, - ¢, } ér baser for vektorrummet V.

Vi har da tva avbildningsmatriser, [T]g och [T]e.

Sambandet mellan dessa ges av

Tg=pLcTlecfp
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Basbyte och linjira avbildningar R* — R"

Antag att T : R” — R™ &r en linjdr avbildning och att B = {b;, by, --- b, } ar
en bas for R”.

Vi har da tva avbildningsmatriser, [T]g och Standardmatrisen A.

Sambandet mellan dessa ges av

A= Pg[TIg Pg'
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Sats 8 Diagonalmatris-representation av linjédr avbildning.

Antag att A = PDP~', dir D &r en n x n-diagonalmatris. Lat B vara basen
for R” som ges av kolonnerna i P.

Lat T : R — R” vara den linjidra avbildningen som ges av @ — Ax.

Da ar D avbildningsmatrisen for 7" relativt basen B.
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Exempel pa tillimning av diagonalisering

En tank, som ér fylld med 100 liter 6%-ig saltlosning (volymsprocent) kopplas
med ror till en annan tank som ar fylld med 50 liter rent vatten.

Man pumpar en liter vitska per sekund fran tank ett till tank tva och samtidigt
med samma hastighet fran tank tva till tank ett.

Vilka koncentrationer haller tankarna efter ¢ sekunder?




