
bild 1 Linj�ar Algebra M/TD L�asve
ka 5Omfattning o
h Inneh�all4.7 Basbyte.5.1 Egenv�arden o
h egenvektorer.5.2 Karakteristiska ekvationen.5.3 Diagonalisering.5.4 Egenv�arden o
h linj�ara avbildningar.5.7 Diagonalisering av sytem av di�erentialekvationer.bild 2M�al:� Att kunna best�amma koordinater f�or en vektor relativt en bas B f�or ettvektorrum V .� Att kunna v�axla mellan olika baser f�or ett vektorrum V . Sats 15 �ar
entral.Att kunna de�niera begreppen egenvektor o
h egenv�arde.� Att veta vad som menas med karakteristiska ekvationen till en matriso
h att kunna motivera den.� Att kunna best�amma egenv�arden o
h egenvektorer till en matris.bild 3M�al:� Att veta vad som menas med diagonalisering av en matris� Att kunna till�ampa sats 5.� Att kunna till�ampa sats 8.� Att kunna till�ampa matrisdiagonalisering p�a system av di�erentialekva-tioner.



bild 4De�nitionAntag att B = fb1; � � � ; bng �ar en bas f�or vektorrummet V o
h att x 2 V .Koordinaterna f�or x relativt basen B �ar skal�arerna 
1; � � � ; 
n s�adana attx = 
1b1 + � � �+ 
nbnbild 5Om 
1; � � � ; 
n �ar B-koordinaterna f�or x s�a kallas vektorn i Rn[x℄B = 264 
1...
p 375f�or koordinatvektorn f�or x (relativt basen B), eller B-koordinatvektorn f�or x.bild 6Koordinater i RnAntag att B = fb1; � � � ; bng �ar en bas f�or Rn . L�atPB = � b1 b2 � � � bn �D�a �ar vektorekvationen x = 
1b1 + 
2b2 + � � �+ 
nbnekvivalent med x = PB [x℄BPB kallas basbytesmatrisen fr�an B till standardbasen.



bild 7Sats 15L�at B = fb1; � � � ; bng o
h C = f
1; � � � ; 
ng vara baser f�or vektorrummet V .D�a �nns en entydigt best�amd n� n-matris C P B s�adan att[x℄C = C P B [x℄BKolonnerna i C P B �ar koordinatvektorerna f�or vektorerna i basen B relativtbasen C.Allts�a C P B = � [b1℄C � � � [bn℄C �
bild 8L�at E bete
kna standardbasen f�or Rn o
h l�at B = fb1; � � � ; bng vara en annanbas f�or Rn .Om x �ar en vektor i Rn s�a �ar x = [x℄Eo
h E P B = PB = � b1 b2 � � � bn �
bild 9Basbyte i RnL�at B = fb1; � � � ; bng o
h C = f
1; � � � ; 
ng vara baser f�or Rn .L�at PB = � b1 b2 � � � bn �o
h PC = � 
1 
2 � � � 
n �D�a �ar C P B = (PC)�1 PBbild 10En egenvektor till en n� n-matris A �ar en vektor x 6= 0 s�adan att Ax = �xf�or n�agon skal�ar �.En skal�ar � kallas ett egenv�arde till A om det �nns en i
ketrivial l�osning xtill ekvationen Ax = �x.Varje s�adan i
ketrivial l�osning kallas en egenvektor som h�or till egenv�ardet�.



bild 11Sats 1Egenv�ardena till en triangul�ar matris �ar elementen p�a huvuddiagonalen.bild 12Sats 2Om v1; � � �vr �ar egenvektorer till olika egenv�arden �1; � � ��r s�a �ar fv1; � � �vrgen linj�art oberoende m�angd av vektorer.bild 13Karakteristiska ekvationenEn skal�ar � �ar ett egenv�arde till en n � n-matris A om o
h endast om �satis�erar matrisens karakteristiska ekvationdet(A� �I) = 0bild 14En n � n-matris A kallas diagonaliserbar om A �ar simil�ar, likv�ardig, med endiagonalmatris. Allts�a om A = PDP�1 f�or n�agon inverterbar matris P o
hn�agon diagonalmatris D.bild 15Sats 5, DiagonaliseringssatsenEn n� n-matris A �ar diagonaliserbar om o
h endast om A har n linj�art obe-roende egenvektorer.A = PDP�1, eller P�1AP = D, d�ar D �ar en diagonalmatris, om o
h endastom kolonnerna i P �ar n linj�art oberoende egenvektorer till A. I s�a fall �ardiagonalelementen i D motsvarande egenv�arden till A (i samma ordning somegenvektorerna i P ).bild 16Sats 6.Om n� n-matrisen A har n olika egenv�arden s�a �ar A diagonaliserbar.



bild 17Avbildningsmatrisen till en linj�ar avbildning T : V !WAntag att B = fb1; b2; � � �bng �ar en bas f�or vektorrummet V .Antag att C �ar en bas f�or vektorrummet W o
h att T : V ! W �ar en linj�aravbildning.Bilda matrisen M = � [T (b1)℄C [T (b2)℄C � � � [T (bn)℄C �.D�a �ar [T (x)℄C =M [x℄BMatrisen M kallas avbildningsmatrisen f�or T relativt B o
h C.KommentarOm V = Rn o
h W = Rm med standardbaser i b�ada fallen o
h T : Rn ! Rms�a �ar M den vanliga avbildningsmatrisen, standardmatrisen, fr�an kapitel 1.9.Allts�a M = A d�ar T (x) = Ax.bild 18
?

-
?-

x T (x)
[x℄B [T (x)℄C

T
v�anstermultiplikation medM

[ ℄B [ ℄C
Diagrammet �ar kommutativt, de tv�a sammansatta funktionerna �ar lika.[T (x)℄C =M [x℄B



KommentarAvbildningsmatrisen ger upphov till tv�a fundamentala fr�agor:1. Givet en linj�ar avbildning T : V !W som �ar enkel att f�orst�a. Geometriskt,verbalt eller p�a annat s�att. D�a kan vi ofta ge en matematisk beskrivning av Ti termar av baser som �ar spe
iellt l�ampade f�or T .Dessa baser �ar kanske inte naturliga f�or V eller W . Hur hittar vi avbildnings-matrisen f�or T relativt de naturliga baserna?2. Givet en linj�ar avbildning T : V ! W f�or vilken vi k�anner avbildningsma-trisen f�or T relativt baser f�or V o
h W .Hur skall vi hitta baser som �ar spe
iellt l�ampade f�or T s�a att vi kan f�a enannan f�orst�aelse f�or T ?bild 19Tv�a fundamentala fr�agorAntag att vi k�anner avbildningsmatrisen f�or T : V ! W relativt baser som �arnaturliga f�or T men kanske inte f�or V eller W . Hur hittar vi avbildningsma-trisen f�or T relativt andra baser f�or V o
h W ?Antag att vi k�anner avbildningsmatrisen f�or T : V ! W relativt baser som �arnaturliga f�or V o
h W men kanske inte f�or T . Hur hittar vi baser f�or V o
h Wsom �ar naturliga f�or T o
h vilket samband g�aller mellan avbildningsmatriserna?bild 20
?

-
?-

x T (x) = Ax
[x℄B [T (x)℄C

Av�anstermultiplikation med
v�anstermultiplikation medM

P�1B P�1C
Diagrammet �ar kommutativt, de tv�a matrisprodukterna �ar lika.A = PCMP�1B



KommentarOm B �ar en bas f�or Rn , C �ar en bas f�or Rm o
h T : Rn ! Rm �ar en linj�aravbildning, s�a har vi tv�a olika avbildningsmatriser f�or T .Dels har vi standardmatrisen A, dels har vi M , avbildningsmatrisen f�or Trelativt B o
h C.F�or dessa har vi om vi bete
knar T (x) med y atty = Ax o
h [y℄C =M [x℄B.Men vi har o
ks�a att x = PB [x℄B o
h y = PC [y℄CAllts�a har vi att y = PC [y℄C = PCM [x℄B = PCMP�1B x.Matrisprodukten PCMP�1B �ar allts�a samma som standardmatrisen A.Vi ser att varje avbildning kan representeras av o�andligt m�anga matriser o
hvarje matris kan representera o�andligt m�anga avbildningar. Detta motiveraratt man aldrig har samma bete
kning p�a avbildning o
h matris.KommentarDetta resonemang kan generaliseras.Antag att vi har tv�a olika baser, B1 o
h B2, f�or vektorrummet V o
h tv�a baserC1 o
h C2,f�or vektorrummet W .Om T : V ! W �ar en linj�ar avbildning har vi allts�a tv�a avbildningsmatriserf�or T , dels M1 relativt B1 o
h C1, dels M2 relativt B2 o
h C2.Sambandet mellan dessa matriser ges d�a avM2 = C2 P C1 M1 B1 P B2Endast i undagtagsfall har man behov av detta generella syns�att. Endast falletV = W behandlas i boken.bild 21Avbildningsmatrisen till en linj�ar avbildning T : V ! VAntag att T : V ! V �ar en linj�ar avbildning o
h att B = fb1; b2; � � �bng �ar enbas f�or vektorrummet V .Bilda matrisen M = � [T (b1)℄B [T (b2)℄B � � � [T (bn)℄B �.I detta fall bete
knas avbildningsmatrisen M ist�allet [T ℄BVi har allts�a [T (x)℄B = [T ℄B [x℄B



bild 22Basbyte o
h linj�ara avbildningarAntag att T : V ! V �ar en linj�ar avbildning o
h att B = fb1; b2; � � �bng o
hC = f
1; 
2; � � �
ng �ar baser f�or vektorrummet V .Vi har d�a tv�a avbildningsmatriser, [T ℄B o
h [T ℄C .Sambandet mellan dessa ges av[T ℄B = B P C [T ℄C C P Bbild 23Basbyte o
h linj�ara avbildningar Rn ! RnAntag att T : Rn ! Rn �ar en linj�ar avbildning o
h att B = fb1; b2; � � �bng �aren bas f�or Rn .Vi har d�a tv�a avbildningsmatriser, [T ℄B o
h Standardmatrisen A.Sambandet mellan dessa ges avA = PB [T ℄B P�1Bbild 24Sats 8 Diagonalmatris-representation av linj�ar avbildning.Antag att A = PDP�1, d�ar D �ar en n� n-diagonalmatris. L�at B vara basenf�or Rn som ges av kolonnerna i P .L�at T : Rn ! Rn vara den linj�ara avbildningen som ges av x 7! Ax.D�a �ar D avbildningsmatrisen f�or T relativt basen B.bild 25Exempel p�a till�amning av diagonaliseringEn tank, som �ar fylld med 100 liter 6%-ig saltl�osning (volymspro
ent) kopplasmed r�or till en annan tank som �ar fylld med 50 liter rent vatten.Man pumpar en liter v�atska per sekund fr�an tank ett till tank tv�a o
h samtidigtmed samma hastighet fr�an tank tv�a till tank ett.Vilka kon
entrationer h�aller tankarna efter t sekunder?


