
bild 1 Linj�ar Algebra M/TD L�asve
ka 6Omfattning o
h inneh�all6.1 Skal�arprodukt, norm (l�angd) o
h ortogonalitet i Rn . Ortogonala komple-mentet till ett underrum i Rn .6.2 Ortogonala m�angder av vektorer i Rn . Ortogonal bas, ortonormerad basf�or underrum i Rn . Ortogonal projektion p�a vektor, projektionsformeln.6.3 Ortogonal projektion p�a underrum i Rn .bild 2Omfattning o
h inneh�all forts.6.4 Gram-S
hmidt pro
eduren f�or att best�amma ortogonal bas f�or underrumi Rn .6.5, 6.6 Minstakvadrat-metoden med till�ampningar.bild 3M�alAtt kunna ber�akna skal�arprodukt o
h norm o
h beh�arska r�aknereglerna f�ordessa.Kunna bevisa Pythagoras sats i Rn .Att veta vad som menas med W? om W �ar ett underrunm i Rn o
h kunnabevisa sats 3.Att kunna bevisa att en ortogonal m�angd av vektorer �ar linj�art oberoende.Att veta vad som menas med en ortonormerad bas o
h kunna bevisa att ko-ordinaterna ges av 
j = y � uj.bild 4M�al forts.Att veta vad som menas med en ortogonal matris o
h kunna bevisa sats 7.Att kunna dela upp en vektor i ortogonala komponenter, en iW o
h den andrai W? o
h kunna bevisa sats 8.Att kunna best�amma en ortonormerad bas f�or underrum i Rn .Att veta vad som menas med en minstakvadrat-l�osning o
h att kunna till�ampaminstakvadrat-metoden f�or modellanpassning.Att kunna f�orklara varf�or minstakvadrat-l�osningarna �ar l�osningar till den nor-maliserade ekvationen ATAx = ATb.
1



bild 5Skal�arprodukt, dot produ
t, i RnOm u = 26664 u1u2...un
37775 o
h v = 26664 v1v2...vn

37775 s�a �arskal�arprodukten av u o
h vu�v = u1v1 + u2v2 + � � � + unvnMed matrisbete
kningar kan detta skrivasu�v = uTvbild 6sats 1, R�aknelagar f�or skal�arprodukten.L�at u, v o
h w vara vektorer i Rn o
h l�at 
 vara en skal�ar. D�a g�aller:a. u�v = v�ub. (u+ v)�w = u�w + v�w
. (
u)�v = 
(u�v)d. u�u � 0, o
h u�u = 0, u = 0bild 7De�nition:Normen, l�angden av en vektor v �ar skal�aren kvk som ges av:kvk = pv�v =pv21 + v22 + � � � + v2nNotera att kvk2 = v�v.Detta �ar my
ket anv�andbart t.ex. d�a man vill bevisa att tv�a l�angder �ar likaeftersom man d�a kan utnyttja r�akneregler f�or skal�arprodukt o
h slipper rot-te
knet.
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bild 8En enhetsvektor eller normerad vektor �ar en vektor v s�adan att kvk = 1Att normera en vektor v inneb�ar att skapa en normerad vektor v̂ med sammariktning som v.Eftersom k
vk = j
j kvk kan alla vektorer v (utom 0) normeras genom attman multipli
erar med 1= kvk. v̂ = 1kvkvbild 9De�nition:L�at u o
h v vara vektorer i Rn .Avst�andet mellan u o
h v bete
knas dist(u; v) o
h ges avdist(u; v) = ku� vkbild 10De�nition:Tv�a vektorer u o
h v i Rn kallas ortogonala mot varandra om u�v = 0.Notera att nollvektorn �ar ortogonal mot alla vektorer. Notera o
ks�a att ingenannan vektor har denna egenskap.bild 11Sats 2, Pythagoras satsTv�a vektorer u o
h v i Rn �ar ortogonala mot varandra om o
h endast omku+ vk2 = kuk2 + kvk2KommentarDet �ar f�oga �overraskande att Pythagoras sats g�aller o
ks�a i Rn eftersom de-�nitionen av normen ser ut som den g�or. Om ei o
h ej �ar tv�a av vektorer-na i standardbasen s�a har vi direkt fr�an de�nitionen att kxiei + xjejk2 =kxieik2 + xj kejk2.Detta bevisar naturligtvis inte satsen generellt, Man m�aste ge ett algebraisktbevis, likt bokens.
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bild 12L�at W vara ett underrum i Rn .Om en vektor z �ar ortogonal mot varje vektor u 2 W s�a s�ager vi att z �arortogonal mot W .M�angden av alla vektorer z som �ar ortogonala mot W kallas W :s ortogonalakomplement. Denna m�angd bete
knas W?.Viktiga fakta:a. x 2 W? om o
h endast om x �ar ortogonal mot alla vektorer i en m�angdsom sp�anner W .b. W? �ar ett underrum i Rn .KommentarL�at W vara underrummet i R4 som sp�anns upp av vektorernaS = fu1 = 2664 120�1 3775 ; u2 = 2664 2�113 3775g, allts�a W = Span(S).Ortogonala komplementet W? till W �ar alla vektorer som �ar ortogonala motalla vektorer i W . Men det r�a
ker att veta att de �ar ortogonala mot alla vek-terna i S eftersom dessa sp�anner upp W .Vi har s�aledes att x = 2664 x1x2x3x4 3775 2 W? , x�u1 = 0; o
h x�u2 = 0,� 1x1 + 2x2 + 0x3 � 1x4 = 02x1 � 1x2 + 1x3 + 3x4 = 0 , � 1 2 0 �12 �1 1 3 �2664 x1x2x3x4 3775 = � 00 �
, � 5 0 2 50 �5 1 5 �2664 x1x2x3x4 3775 = � 00 �, 2664 x1x2x3x4 3775 = s2664 �2150 3775+ t2664 �1101 3775
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forts. kommentarEn enkel kontroll visar att v1 = 2664 �2150 3775 o
h v2 = 2664 �1101 3775 �ar ortogonala motb�ade u1 o
h u2.Vi ser o
ks�a att dimW +dimW? = 4 vilket �ar rimligt. I sj�alva verket ger dessatv�a kontroller att vi vet att W? �ar korrekt best�amt.bild 13Sats 3L�at A vara en m� n-matris. D�a g�aller:(Row (A))? = Nul (A) o
h (Col (A))? = Nul �AT �KommentarMed A = 2664 1 22 �10 1�1 3 3775 �ar Col(A) = W i f�oreg�aende kommentar. Kalkylen ovanvisar att (Col (A))? �ar alla l�osningar till � 1 2 0 �12 �1 1 3 �2664 x1x2x3x4 3775 = � 00 �.Allts�a (Col (A))? = Nul �AT � i detta exempel.Eftersom alla underrum i Rn kan erh�allas som Col (A) f�or n�agon matris A f�oljerav rangsatsen att dimW + dimW? = n.D�arf�or r�a
ker det vid kalkyler alltid att kontrollera att dimW+dimW? = n o
hatt de vektorer som sp�anner upp W �ar ortogonala mot de man anser sp�annerupp W?.bild 14En m�angd vektorer fu1; � � � upg kallas f�or en ortogonal m�angd om vekto-rerna �ar parvis ortogonala.Allts�a om alla par av vektorer (med olika index) �ar ortogonala mot varandra,ui�uj = 0 om i 6= j.En ortogonal m�angd kallas ortonormerad om alla vektorerna i m�angden dess-utom �ar normerade.
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bild 15Sats 4Om S = fu1; � � � upg �ar en ortogonal m�angd av vektorer i Rn s�a �ar S enlinj�art oberoende m�angd av vektorer.S �ar d�a en bas f�or underrummet i Rn som sp�anns upp av S.bild 16De�nition: Med en ortogonal bas f�or ett underrum W i Rn menas en basB som o
ks�a �ar en ortogonal m�angd.En bas kallas ortonormerad om den �ar en ortogonal bas o
h alla vektorer ibasen �ar normerade.KommentarMed u1 = 2664 120�1 3775 ; u2 = 2664 �2120 3775 o
h u3 = 2664 02�14 3775 har vi attu1�u2 = 0; u1�u3 = 0 o
hu2�u3 = 0.S = fu1; u2; u3g �ar s�aledes en ortogonal m�angd o
h allts�a, enligt sats 4, enortogonal bas f�or H = Spanfu1; u2; u3g.ku1k = p6; ku2k = p9 = 3; ku3k = p21.B = f1p6u1; 13 u2; 1p21u3g �ar en ON-bas f�or H.bild 17Sats 5 L�at B = fu1; � � � ; upg vara en ortogonal bas f�or ett underrum W iRn . L�at y vara en vektor i W .Koordinaterna f�or y relativt basen B, [y℄B = 264 
1...
p 375ges d�a av 
j = y � ujuj�ujOm B �ar en ortonormerad bas ges koordinaterna av
j = y � uj
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KommentarL�at S, B o
h H vara enligt f�oreg�aende exempel o
h l�at y = 2664 5�2�3�5 3775.Att y 2 H �ar inte sj�alvklart men jag har valt y s�a att det �ar uppfyllt.Nu har vi att y � u1 = 6; y � u2 = �18 o
h y � u3 = �21.Enligt satsen �ar [y℄S = 24 
1
2
3 35 d�ar 
1 = 66 ; 
2 = �189 ; 
` 
3 = �2121Allts�a �ar [y℄S = 24 1�2�1 35.Vi kan nu kontrollera att y = 
1u1 + 
2u2 + 
3u3 vilket visar sig st�amma. Nuvet vi att y 2 H o
h att kalkylerna st�ammer.Naturligtvis skall samma resultat erh�allas genom att man l�oser ekvationssyste-met2664 1 �2 02 1 20 2 �1�1 0 4 377524 
1
2
3 35 = 2664 5�2�3�5 3775.Kontrollen ovan kan enkelt utf�oras genom matrismultiplikationen2664 1 �2 02 1 20 2 �1�1 0 4 377524 1�2�1 35 = 2664 5�2�3�5 3775.P�a samma s�att kan [y℄B ber�aknas, med satsen eller genom att l�osa ekvations-system, o
h vi f�ar[y℄B = 24 1p6�23�1p21 35
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bild 18Projektionsformeln (sid 386)L�at u 6= 0 vara en given vektor i Rn . L�at y vara en annan vektor i Rn .Vi s�oker en uppdelning av y i tv�a ortogonala komponenter, y = ŷ + z d�arŷ = �u �ar parallell med u o
h z �ar ortogogonal mot u.D�a �ar ŷ = �y � uu � u�u o
h z = y � ŷNotera att ŷ �ar parallell med linjen L genom origo med riktningsvektor u.D�arf�or �ar ŷ projektionen av y p�a L. Man anv�ander ibland bete
kningen projuyeller projLy f�or projektionen.KommentarDenna projektionsformel ser exakt likadan ut som den vi h�arledde i inledandekursen. D�a gav vi geometriska argument f�or att inse att den �ar korrekt. Nukan vi helt enkel ta den gamla formeln o
h unders�oka om den �aven i Rn ledertill en vektor z = y � ŷ som �ar ortogonal mot u. En enkel kalkyl visar attz�u = (y � ŷ)�u = y�u� ŷ�u = y�u� �y � uu � u� (u�u) = 0KommentarEn intressant konsekvens av projektionsformeln o
h Pythagoras sats �arCau
hy-S
hwartz olikhet jx � yj � kxk kyk.Bevis: Projektionsformeln ger att y = ŷ + z = �y � xx � x�x+ z, d�ar ŷ o
h z �arortogonala mot varandra.Pythagoras sats ger d�a att kyk2 = kŷk2 + kzk2 = �y � xx � x�2 kxk2 + kzk2 ��y � xx � x�2 kxk2 = �y � xkxk2 �2 kxk2. Allts�a kyk2 � (y � x)2kxk2 . Multiplikation medkxk2 o
h rotutdragning ger den �onskade olikheten.KommentarAv Cau
hy-S
hwartz olikhet f�oljer att �1 � x � ykxk kyk � 1.Man kan d�arf�or de�niera vinkeln � mellan x o
h y genom� = ar

os� x � ykxk kyk�Vi skall se senare att denna de�nition �ar rimlig, den st�ammer �overens med denvinkel man f�ar om man betraktar planet som de tv�a vektorerna ligger i somett plan i �ask�adliga rummet o
h d�ar anv�ander "den vanliga vinkeln"..
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bild 19Sats 6. En m� n-matris U har ortonormerade kolonner om o
h endast omUTU = IDe�nition: En kvadratisk inverterbar matris U kallas ortogonal omU�1 = UTSats 6'. En n�n-matris �ar ortogonal om o
h endast om den har ortonormeradekolonner.bild 20Sats 7. L�at U vara en m � n-matris med ortonormerade kolonner o
h l�at xo
h y vara vektorer i Rn . D�a g�aller:a. kUxk = kxkb. (Ux) � (Uy) = x�y
. (Ux) � (Uy) = 0 om o
h endast om x�y = 0KommentarSatsen inneb�ar att om en avbildningsmatris U har ortonormerade kolonner s�abevaras b�ade l�angd o
h vinklar mellan vektorer.Om U dessutom �ar kvadratisk o
h allts�a en ortogonalmatris kan vi se U sombasbytesmatris U = PB fr�an basen B som ges av kolonnerna i U till standard-basen.Om vi har tv�a vektorer u o
h v i Rn s�a kan vi alltid v�alja en ON-bas B f�or Rn
d�ar den ena har koordinater2666664 a100...0

3777775 o
h den andra har koordinater 2666664 b1b20...0
3777775.Vi l�ater sedan U vara den ortogonala matrisen vars kolonner �ar vektorerna iB. D�a �ar allts�a U [u℄B = u o
h U [v℄B = v.Satsen s�ager d�a att l�angd o
h vinkel i Rn �ar samma som l�angd o
h vinkel i R2 ,allts�a samma som i "det vanliga�ask�adliga euklidiska planet ".S�a l�ange vi bara arbetar med tv�a eller tre vektorer kan vi d�arf�or rita �gurero
h resonera som om det m�angdimensionella �ar tv�a- eller tredimensionellt.
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bild 21Sats 8 Satsen om ortogonal uppdelning.L�at W vara ett underrum i Rn o
h l�at fu1; � � �upg vara en ortogonal bas f�orW . D�a kan varje vektor y i Rn skrivas, p�a exakt ett s�att, som en summay = ŷ + zd�ar ŷ �ar en vektor i W o
h z �ar en vektor i W?.Vektorn ŷ kallas projektionen av y p�a W o
h bete
knas �aven projWy.Vektorn ŷ ber�aknas med projektionsformelnŷ = �y � u1u1�u1�u1 + � � �+ �y � upup�up�up o
h z = y � ŷVi skall senare se att man alltid kan best�amma en ortogonal bas f�or ett under-rum. Man kan d�arf�or alltid best�amma projWy.KommentarBokens formulering �ar n�agot annorlunda. I sj�alva verket haltar den n�agot ef-tersom vi �annu inte har sett att man alltid kan hitta en ortogonal bas f�or ettgivet underrum i Rn . Vi vet bara att man alltid kan hitta en bas. Det �ar intes�arskilt sv�art att argumentera f�or att man kan v�alja basen ortogonal men detf�oljer av Gram-S
hmidt pro
eduren att det �ar s�a. Kanske den borde kommitf�ore sats 8 ist�allet f�or efter. Vid probleml�osning startar man oftast med att f�orstanv�anda Gram-S
hmidt sedan sats 8 s�a som jag g�or i exemplet i kommentarentill Gram-S
hmidt pro
eduren.bild 22Sats 9 Satsen om b�asta approximation.L�at W vara ett underrum i Rn o
h y en godty
klig vektor i Rn . L�at ŷ varaprojektionen av y p�a W .D�a �ar ŷ den punkt i W som ligger n�armast y.Med andra ord g�aller att ky � ŷk < ky � vkf�or alla v i W med v 6= ŷ.
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KommentarRita en tredimensionell �gur d�ar y, ŷ o
h v utg�ar fr�an samma punkt o
hsp�anner upp en tetrader. Rita s�a att y �ar hypotenusa i en r�atvinklig triangelmed kateter ŷ o
h y � ŷ. De tv�a �aterst�aende tetraederkanterna �ar y � v o
hŷ�v. Dessa bildar o
ks�a en r�atvinklig triangel med y� ŷ som en katet. Denna�ar alltid kortare �an hypotenusan y � vbild 23sats 10L�at W vara ett underrum i Rn o
h l�at fu1; � � �upg vara en ortonormerad basf�or W .D�a �ar projWy = (y � u1)u1 + � � �+ �y � up�upOm U = � u1 u2 � � � up �, s�a g�allerprojWy = UUTy f�or alla y 2 RnKommentarDe olika s�atten att ber�akna matrisprodukt ger:264 y � u1...y � up 375 = UTy o
h projWy = U 264 y � u1...y � up 375bild 24Sats 11 Gram-S
hmidt ortogonaliseringspro
edur.L�at fu1; � � �upg vara en bas f�or ett underrum W i Rn . S�attv1 = u1v2 = u2 � u2�v1v1�v1 v1v3 = u3 � u3�v1v1�v1 v1 � u3�v2v2�v2 v2...vp = up � up�v1v1�v1 v1 � up�v2v2�v2 v2 � � � � � up�vp�1vp�1�vp�1vp�1D�a �ar fv1; � � �vpg en ortogonal bas f�or W . Dessutom g�aller attSpanfv1; � � �vkg = Spanfu1; � � �ukg f�or 1 � k � p. 11



KommentarL�at A = 2664 1 �1 1 �32 3 7 10 2 2 1�1 �1 �3 2 3775 o
h y = 2664 1234 3775.Vi skall best�amma den ortogonala projektionen av y p�a Col(A).Vi m�aste f�orst best�amma en bas f�or Col(A). Sedan en ortogonal bas f�or Col(A).O
h slutligen till�ampa sats 10 f�or att best�amma projektionen.Radoperationer ger att A = 2664 1 �1 1 �32 3 7 10 2 2 1�1 �1 �3 2 3775 � 2664 1 � � �0 1 � �0 0 0 10 0 0 0 3775.Kolonnerna 1, 2 o
h 4 �ar pivotkolonner i trappstegsmatrisen. Dessa kolonner imatrisen A ger en bas f�or Col(A).Allts�a S = fu1 = 2664 120�1 3775 ;u2 = 2664 �132�1 3775 ;u3 = 2664 �3112 3775g �ar den s�okta basen.N�asta steg �ar allts�a att skapa en ortogonal bas B = fv1; v2; v3g utg�aende fr�anS.Enligt Gram-S
hmidt pro
eduren s�atter vi d�a v1 = u1 = 2664 120�1 3775.v2 = u2 � u2�v1v1�v1 v1 = 2664 �132�1 3775� 66 2664 120�1 3775 = 2664 �2120 3775
v3 = u3�u3�v1v1�v1 v1�u3�v2v2�v2 v2 = 2664 �3112 3775� �36 2664 120�1 3775� 99 2664 �2120 3775 = 12 2664 �12�23 3775
Vi kan ist�allet v�alja v3 = 2664 �12�23 3775, det p�averkar inte ortogonaliteten.12



forts. kommentarDet �ar nu l�ampligt att kontrollera att vi har en ortogonal bas.v1�v2 = 0; v1�v3 = 0; v2�v3 = 0 Som �onskat.Vi kan nu ber�akna projektionen av y = 2664 1234 3775 p�a Col(A).Sats 8 ger att den s�okta projektionen �arŷ = �y � v1v1�v1 � v1 + �y � v2v2�v2 � v2 + �y � v3v3�v3 � v3 =�16�2664 120�1 3775+ �69� 2664 �2120 3775 + � 918�2664 �12�23 3775 = 13 2664 �5614 3775Vi f�ar nu den mot Col(A) ortogonala komponenten,z = y � ŷ = 2664 1234 3775� 13 2664 �5614 3775 = 13 2664 8088 3775Vi kan nu kontrollera att z �ar ortogonal mot vektorerna i B. v1�z = 0; v2�z =0; v3�z = 0.Det skulle kunna vara s�a att vektorerna v1; v2; v3 faktiskt inte �ar en ortogonalbas f�or Col(A). I s�a fall har vi gjort n�agot r�aknefel i b�orjan av l�osningen.. Detskulle vi inte uppt�a
ka med de kontroller som gjorts. Men �annu en kontroll kang�oras. z skall vara ortogonal mot Col(A) o
h allts�a ligga i Nul(AT ).Vi �nner att ATz = 83 2664 1 2 0 �1�1 3 2 �11 7 2 �3�3 1 1 2 37752664 1011 3775 = 2664 0000 3775.Nu vet vi (n�astan s�akert) att uppgiften �ar korrekt l�ost. F�ors�ok lista ut vilkenkombination av felaktigheter som inte skulle uppt�a
kts genom de kontrollersom utf�orts. Det �nns �annu en kontroll som kan g�oras o
h som slutgiltigtgaranterar att l�osningen �ar korrekt.
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bild 25De�nition:Om A �ar en m� n-matris o
h b 2 Rn s�a �aren minstakvadrat-l�osning till ekvationen Ax = ben vektor x̂ 2 Rn s�adan attkAx̂� bk � kAx� bk f�or alla x 2 Rn :Minstakvadrat-felet �ar kAx̂� bk d�a x̂ �ar minsta-kvadrat l�osningen.Ofta anv�ander man ist�allet kvadratiska medelfelet som �ar kAx̂� bk =pn d�a n�ar antalet ekvationer i systemetbild 26Sats 13Minstakvadrat-l�osningarna till ekvationen Ax = b �ar samma som l�osningarnatill den (konsistenta) normaliserade ekvationenATAx = ATb
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