bild 1

Linjar Algebra M/TD Lasvecka 6

Omfattning och innehall

6.1 Skaldrprodukt, norm (lingd) och ortogonalitet i R". Ortogonala komple-
mentet till ett underrum i R”.

6.2 Ortogonala méngder av vektorer i R”. Ortogonal bas, ortonormerad bas
for underrum i R". Ortogonal projektion pa vektor, projektionsformeln.

6.3 Ortogonal projektion pa underrum i R”.

bild 2

Omfattning och innehall forts.

6.4 Gram-Schmidt proceduren for att bestimma ortogonal bas fér underrum
iR

6.5, 6.6 Minstakvadrat-metoden med tillimpningar.

bild 3

Mal

Att kunna berdkna skalarprodukt och norm och behérska ridknereglerna for
dessa.

Kunna bevisa Pythagoras sats i R”.

Att veta vad som menas med W+ om W ir ett underrunm i R" och kunna
bevisa sats 3.

Att kunna bevisa att en ortogonal méngd av vektorer ar linjért oberoende.
Att veta vad som menas med en ortonormerad bas och kunna bevisa att ko-
ordinaterna ges av ¢; = y - u;.

bild 4

Mal forts.

Att veta vad som menas med en ortogonal matris och kunna bevisa sats 7.
Att kunna dela upp en vektor i ortogonala komponenter, en i W och den andra
i W+ och kunna bevisa sats 8.

Att kunna bestdmma en ortonormerad bas for underrum i R”.

Att veta vad som menas med en minstakvadrat-16sning och att kunna tillimpa
minstakvadrat-metoden fér modellanpassning.

Att kunna forklara varfor minstakvadrat-l6sningarna ar 16sningar till den nor-
maliserade ekvationen AT Ax = ATb.




bild 5
Skaldrprodukt, dot product, i R"”

U m

Uz U2 -
Om u = ) och v = ) sa ar

Up, Un

skaldrprodukten av u och v
UV = UV + UV + -+ uyvy,
Med matrisbeteckningar kan detta skrivas

uv—umv

bild 6
sats 1, Riknelagar for skaldrprodukten.
Lat w, v och w vara vektorer i R” och lat ¢ vara en skaldr. Da géller:

a. uv =v-u
b. (u+v)w=uw+vw
c. (cu)-v = c(u-v)

d. uu>0,ochuu=0u=0

bild 7

Definition:

Normen, ldngden av en vektor v dr skaldren ||v|| som ges av:

o] = Voo = /ol + 05+ -+ 02

Notera att ||v]]* = v-v.

Detta dr mycket anvindbart t.ex. da man vill bevisa att tva ldngder ar lika
eftersom man da kan utnyttja rdkneregler for skaldrprodukt och slipper rot-
tecknet.




bild 8

En enhetsvektor eller normerad vektor &r en vektor v sadan att ||v|| = 1
Att normera en vektor v innebér att skapa en normerad vektor ¥ med samma
riktning som v.

Eftersom ||cv|| = |c|||v|| kan alla vektorer v (utom 0) normeras genom att
man multiplicerar med 1/ ||v||.

bild 9

Definition:

Lat w och v vara vektorer i R".

Avstandet mellan u och v betecknas dist(u, v) och ges av

dist(u,v) = [[u — v||

bild 10

Definition:

Tva vektorer u och v i R” kallas ortogonala mot varandra om u-v = 0.
Notera att nollvektorn dr ortogonal mot alla vektorer. Notera ocksa att ingen
annan vektor har denna egenskap.

bild 11

Sats 2, Pythagoras sats

Tva vektorer u och v i R" &r ortogonala mot varandra om och endast om
[+ v|” = [Juf” + [[v]”

Kommentar

Det ar foga overraskande att Pythagoras sats géller ocksa i R” eftersom de-
finitionen av normen ser ut som den gér. Om e; och e; &r tva av vektorer-
na i standardbasen sa har vi direkt fran definitionen att |lz;e; + z;e;|° =
lseil + 2 e

Detta bevisar naturligtvis inte satsen generellt, Man maste ge ett algebraiskt
bevis, likt bokens.



bild 12

Lat W vara ett underrum i R".
Om en vektor z &r ortogonal mot varje vektor u € W sa sdger vi att z &r
ortogonal mot W.
Miéngden av alla vektorer z som dr ortogonala mot W kallas W:s ortogonala

komplement. Denna méingd betecknas W+.
Viktiga fakta:

a. £ € W+ om och endast om x dr ortogonal mot alla vektorer i en méiingd
som spanner W.

b. W+ ar ett underrum i R™.

Kommentar
Lat W vara underrummet i R* som spénns upp av vektorerna,

1 9
9 |-
I R

S:{’U,]_

}, alltsa W = Span(S5).
-1
Ortogonala komplementet W+ till W #r alla vektorer som iir ortogonala mot

alla vektorer i W. Men det ricker att veta att de &r ortogonala mot alla vek-
terna i S eftersom dessa spanner upp W.

T
Vi har saledes att £ = ? e Wt & zuy = 0, och zouy = 0&
3
Ty
T
Lzy + 23y + Ox3 — 1oy 0 1 2 0 -1 zy | 0]
2.’171-1.’172+1.Z‘3+3[L‘4 =0 2 -1 1 3 T3 - 0_
Xy
T T -2 —1 i
<:>5025 m2_0<:>m2_81+t1
0 -5 1 5 3 | |0 r3 | 5 0
Ty Ty 0 1 ]




forts. kommentar
—2 —1

En enkel kontroll visar att v, = och vy = ar ortogonala mot

1 1
5 0
0 1
bade u; och u,.

Vi ser ocksa att dimW + dimW+ = 4 vilket #r rimligt. I sjilva verket ger dessa

tva kontroller att vi vet att W= dr korrekt bestamt.

bild 13
Sats 3
Lat A vara en m X n-matris. Da géller:

(Row (A))" = Nul (4) och (Col(A))" = Nul (4")

Kommentar
1 2
Med A = g _11 ar Col(A) = W i foregaende kommentar. Kalkylen ovan
-1 3
g
. L 1 2 0 =17 a| TJo
visar att (Col (A4))" &r alla l6sningar till [ 5 _1 1 3 } o | = [ 0 }
Ty

Alltsa (Col (A))" = Nul (AT) i detta exempel.

Eftersom alla underrum i R” kan erhallas som Col (A) f6r nagon matris A foljer
av rangsatsen att dimW + dimW* = n.

Dérfor ricker det vid kalkyler alltid att kontrollera att dimW 4+dimW+ = n och
att de vektorer som spanner upp W ér ortogonala mot de man anser spianner
upp W+.

bild 14

En mingd vektorer {u, --- u,} kallas for en ortogonal méngd om vekto-
rerna ar parvis ortogonala.

Alltsa om alla par av vektorer (med olika index) ar ortogonala mot varandra,
u;u; =0 om i # j.

En ortogonal méngd kallas ortonormerad om alla vektorerna i méngden dess-
utom &r normerade.




bild 15

Sats 4

Om S = {uy, --- wu,} dr en ortogonal méngd av vektorer i R" sa dr S en
linjért oberoende méngd av vektorer.

S ar da en bas for underrummet i R” som spinns upp av S.

bild 16

Definition: Med en ortogonal bas for ett underrum W i R" menas en bas
B som ocksa dr en ortogonal méngd.

En bas kallas ortonormerad om den ér en ortogonal bas och alla vektorer i
basen dr normerade.

Kommentar

—2 0

Med u; = och uz = har vi att

1
2 -1
-1 0 4
u-us = 0, u-uz = 0 ochuyug = 0.
S = {Uy, ue, us} dr saledes en ortogonal miangd och alltsa, enligt sats 4, en
ortogonal bas for H = Span{w;, uy, us}.

Jur]] = V6, [Jual| = VO =3, |lus|| = V21

B = {%}loo, Fue, \/%ua} ar en ON-bas for H.

, Uz =

S N =

bild 17
Sats 5 Lat B = {u,, ---, u,} vara en ortogonal bas for ett underrum W i
R". Lat y vara en vektor i WW.
C1
Koordinaterna for y relativt basen B, [y],; =
Cp
ges da av
Yy-u,
cj =
UjiU;

Om B éar en ortonormerad bas ges koordinaterna av

G=Y-u




Kommentar

5
-2
-3
)

Lat &, B och H vara enligt foregaende exempel och lat y =

Att y € H ir inte sjilvklart men jag har valt y sa att det ar uppfyllt.
Nu har viatt y -u; =6, y-u, = —18 och y - uy; = —21.

C
: -- _ . _ 6 _ 18 . _ 21
Enligt satsen &r [y]g = | ¢ | dircy = ¢, co = -, ¢ 3 = 5
C3

Alltsa ér [y|g = { li } :

Vi kan nu kontrollera att y = cyu; + coug + c3ug vilket visar sig stimma. Nu
vet vi att y € H och att kalkylerna stammer.

Naturligtvis skall samma resultat erhallas genom att man l6ser ekvationssyste-
met

1 -2 0 5
2 1 2 a2
0 2 —1 |27 -3

1 0 4 “ —5

1 -2 0 . 5
2 1 2 [ o] 2
0 2 -1 { ] J -3

-1 0 4 -5

Pa samma sétt kan [y|; berdknas, med satsen eller genom att 16sa ekvations-
system, och vi far



bild 18
Projektionsformeln (sid 386)
Lat w # 0 vara en given vektor i R”. Lat y vara en annan vektor i R”.
Vi soker en uppdelning av y i tva ortogonala komponenter, y = y + z dér
y = au ir parallell med u och z &r ortogogonal mot u.
Da &r

N Yy-u N

Y= (—)u och z=y—y

uU-U

Notera att y dr parallell med linjen L genom origo med riktningsvektor w.
Dérfor ar ¢y projektionen av y pa L. Man anvénder ibland beteckningen proj,,y
eller proj,y for projektionen.

Kommentar

Denna projektionsformel ser exakt likadan ut som den vi hérledde i inledande
kursen. Da gav vi geometriska argument for att inse att den ar korrekt. Nu
kan vi helt enkel ta den gamla formeln och undersska om den dven i R" leder
till en vektor z = y — y som #r ortogonal mot w. En enkel kalkyl visar att

zu=(y—9)u=yu—gu=yu— (%) (u-u) =0

Kommentar
En intressant konsekvens av projektionsformeln och Pythagoras sats &r
Cauchy-Schwartz olikhet |z - y| < ||z]| ||y]|-

y-r

Bevis: Projektionsformeln ger att y = ¢y + 2z = | £~5 ) © + 2, dir y och 2z ir

ortogonala mot varandra.

. 2
Pythagoras sats ger da att y|* = |g° + 211" = (¥55) = + ll21” >

. 2 - 2 ° . 2 . . .
(%) |z|® = (%) ||®. Alltsa ||y|* > (y||m\? . Multiplikation med

|z||” och rotutdragning ger den nskade olikheten.

Kommentar

Av Cauchy-Schwartz olikhet foljer att —1 < m < 1.
iy

Man kan darfor definiera vinkeln 6 mellan & och y genom

(perien)
0 = arccos | ————
2| [yl

Vi skall se senare att denna definition ar rimlig, den stimmer 6verens med den
vinkel man far om man betraktar planet som de tva vektorerna ligger i som
ett plan i askadliga rummet och dér anvéinder "den vanliga vinkeln”..



bild 19

Sats 6. En m x n-matris U har ortonormerade kolonner om och endast om
UTU =1

Definition: En kvadratisk inverterbar matris U kallas ortogonal om
vt=ut

Sats 6’. En nxn-matris ar ortogonal om och endast om den har ortonormerade
kolonner.

bild 20
Sats 7. Lat U vara en m X n-matris med ortonormerade kolonner och lat x
och y vara vektorer i R”. Da giller:

a. [|Uz| = ||z
b. (Uz)-(Uy) =y

c. (Uz)-(Uy) =0 om och endast om z-y = 0

Kommentar

Satsen innebéar att om en avbildningsmatris U har ortonormerade kolonner sa
bevaras bade ldngd och vinklar mellan vektorer.

Om U dessutom &r kvadratisk och alltsa en ortogonalmatris kan vi se U som
basbytesmatris U = Py fran basen B som ges av kolonnerna i U till standard-
basen.

Om vi har tva vektorer u och v i R” sa kan vi alltid vélja en ON-bas B for R”
a1 b]
ddr den ena har koordinater | 0 | och den andra har koordinater | 0

0 0

Vi later sedan U vara den ortogonala matrisen vars kolonner &r vektorerna i
B. Da ér alltsa U [u]; = u och U [v]; = v.

Satsen siger da att lingd och vinkel i R” fir samma som lingd och vinkel i R?,
alltsa samma som i ”det vanliga askadliga euklidiska planet ”.

Sa ldnge vi bara arbetar med tva eller tre vektorer kan vi darfor rita figurer
och resonera som om det mangdimensionella ar tva- eller tredimensionellt.



bild 21

Sats 8 Satsen om ortogonal uppdelning.

Lat W vara ett underrum i R” och lat {uy,---u,} vara en ortogonal bas for
W. Da kan varje vektor y i R” skrivas, pa exakt ett sitt, som en summa

y=9y-+=z

diir g dr en vektor i W och z #r en vektor i W+,
Vektorn y kallas projektionen av y pa W och betecknas dven proj,, y.
Vektorn gy berdknas med projektionsformeln

- U "u
g_<y 1>u]+,_,+<y p>up och z=y—y
Ui-Uy Up-Up

Vi skall senare se att man alltid kan bestdmma en ortogonal bas for ett under-
rum. Man kan dérfor alltid bestdimma proj,, y.

Kommentar

Bokens formulering dr nagot annorlunda. I sjédlva verket haltar den nagot ef-
tersom vi d&nnu inte har sett att man alltid kan hitta en ortogonal bas for ett
givet underrum i R™. Vi vet bara att man alltid kan hitta en bas. Det dr inte
sdrskilt svart att argumentera for att man kan vilja basen ortogonal men det
foljer av Gram-Schmidt proceduren att det dr sa. Kanske den borde kommit
fore sats 8 istéllet for efter. Vid probleml6sning startar man oftast med att forst
anvinda Gram-Schmidt sedan sats 8 sa som jag gor i exemplet i kommentaren
till Gram-Schmidt proceduren.

bild 22

Sats 9 Satsen om bista approximation.

Lat W vara ett underrum i R” och y en godtycklig vektor i R”. Lat y vara
projektionen av y pa W.

Da ar ¢y den punkt i W som ligger nirmast y.

Med andra ord géller att

ly =yl <lly -l

for alla v i W med v # y.

10



Kommentar

Rita en tredimensionell figur dir y, y och v utgar fran samma punkt och
spanner upp en tetrader. Rita sa att y ar hypotenusa i en ritvinklig triangel
med kateter g och y — ¢. De tva aterstaende tetraederkanterna ar y — v och
Yy —v. Dessa bildar ocksa en riatvinklig triangel med y — ¢ som en katet. Denna
ar alltid kortare &n hypotenusan y — v

bild 23

sats 10

Lat W vara ett underrum i R” och lat {w,,---u,} vara en ortonormerad bas

for W.

Da &r

proj, Y = (Y« uy) ug + -~ + (y : up) Uy
Om U = [ U Uy Uy ], sa galler
proj,,y = UU Ty for alla y € R”
Kommentar
De olika sétten att berdkna matrisprodukt ger:
y M U] y ° U]
= U"y och proj,,y =U
| YUy Yy-u,
bild 24

Sats 11 Gram-Schmidt ortogonaliseringsprocedur.
Lat {uy,---u,} vara en bas for ett underrum W i R”. Sitt

U1 = U
_ U2V
Vo = U — o, V1
_ U3V, U3V,
U3 = U3 — 70, V1 — p,0, V2
_ o 'u/p"vl - up°v2 - - up"vp,1
vp - up V.V, (2 Vy V> V2 UV, 1°U, p—1

Da ér {vy,---v,} en ortogonal bas fér W. Dessutom giller att

Span{vy, - v} = Span{wuy,---ui} for 1 <k <p

11



Kommentar
1 -1 1 =3 -‘ [ 1 -|
. 2 3 7 1 2
Lat A = 0 92 9 1 och y = N
-1 -1 -3 2 4

Vi skall bestimma den ortogonala projektionen av y pa Col(A).

Vi maste forst bestdmma en bas for Col(A). Sedan en ortogonal bas for Col(A).
Och slutligen tillampa sats 10 fér att bestdmma projektionen.

1 -1 1 =3 1 % * x

. 2 3 7 1 0 1 % =
Radoperationer ger att A = 0 92 92 1 ~1o 0 01
-1 -1 -3 2 0000

Kolonnerna 1, 2 och 4 &r pivotkolonner i trappstegsmatrisen. Dessa kolonner i
matrisen A ger en bas for Col(A).

-1 -3

Alltsa S = {u; = } dr den sokta basen.

[N

—1 -1
Nista steg ar alltsa att skapa en ortogonal bas B = {v, v,, v3} utgaende fran

S. [ ;]

Enligt Gram-Schmidt proceduren sétter vi da v; = u; = { 0 J )

—1
—1 1 —2
3 2 1
U V1, _ 6 _
V=W i = g | 6| g | T 2
—1 -1 0
-3 1 —2 —1
1 2 1 2
_ Y Uz Vs, _ -3 9 _ 1
V3 = Us ey, V1 Dy, V2 1 | 6 0o | 9 2 2| _9
2 -1 0 3
—1
. ) . 2 . ) )
Vi kan istéllet vilja v = 9 | det paverkar inte ortogonaliteten.
3

12



forts. kommentar
Det dr nu lampligt att kontrollera att vi har en ortogonal bas.
v1-vy = 0, v,v3 = 0, v3-v3 = 0 Som Onskat.

1
2 .
Vi kan nu beridkna projektionen av y = 5 | Pa Col(A).
4
Sats 8 ger att den sokta projektionen dr
N ) ) )
y - (%1_,011) V1 + (%2./022> V2 + (%3./0;) V3 =
1 —2 -1 )
2 1 2 6
1 6 9 1
(E) 0 + (6) 9 + (ﬁ) -9 — 3 1
—1 0 3 4

Vi far nu den mot Col(A) ortogonala komponenten,

1 5 8
_ .| 2 i 61 _ 10
FEYTYT 13| T 1 | T3 8
4 4 8

Vi kan nu kontrollera att z dr ortogonal mot vektorerna i B. vz = 0,v5:2 =

0,v3-2z = 0.

Det skulle kunna vara sa att vektorerna v;, v,, vz faktiskt inte dr en ortogonal
bas for Col(A). I sa fall har vi gjort nagot riaknefel i borjan av 16sningen.. Det
skulle vi inte upptécka med de kontroller som gjorts. Men dnnu en kontroll kan
goras. z skall vara ortogonal mot Col(A) och alltsa ligga i Nul(A”).

1 20 —1 1 0
-1 3 2 -1 0 0

. T _§ —

Vi finner att A z=3 1 7 9 _3 1 0
-3 11 2 1 0

Nu vet vi (néstan sikert) att uppgiften &r korrekt 16st. Forsok lista ut vilken
kombination av felaktigheter som inte skulle upptéickts genom de kontroller
som utforts. Det finns &nnu en kontroll som kan goras och som slutgiltigt

garanterar att 16sningen &r korrekt.

13



bild 25

Definition:

Om A ar en m x n-matris och b € R" sa ar

en minstakvadrat-16sning till ekvationen Az = b
en vektor & € R” sadan att

|Az — b|| < ||[Ax — b]| for alla z € R".

Minstakvadrat-felet ar ||Az — b|| da & &r minsta-kvadrat 16sningen.
Ofta anvénder man istillet kvadratiska medelfelet som ar ||[Az — b|| /\/n da n
ar antalet ekvationer i systemet

bild 26

Sats 13

Minstakvadrat-losningarna till ekvationen Ax = b d&r samma som losningarna
till den (konsistenta) normaliserade ekvationen

ATAx = A"b

14




