Linjar Algebra M/TD Léasvecka 1

Omfattning: Lay, kapitel 1.1-1.9, Linjira ekvationer i linjir algebra
Innehall:

Olika aspekter av linjara ekvationssystem:

skdrning mellan geometriska objekt,
linjarkombination av vektorer,
matrisekvation,

linjar avbildning.
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Mal:

Att behérska eliminationsmetoden.

Att forsta varfor metoden leder till ekvivalenta system och vad detta innebér.
Att forsta hur de olika typerna av l6sningsméngder uppkommer och hur de
kan beskrivas.

Att kunna tillampa metoden i nya situationer och med variation i tolkningen.

tmv165/185 V1, Vt08 bild 2

Exempel 1 Ett linjéart ekvationssystem:

ry — 229 + x23 = 0
2.]72 — 833'3 = 8
—4I1 + 51’2 + 93)3 = -9

Lay 1.1, tmv165/186 V1, Vt08 bild 3

Elementira radoperationer

1. Addition Ersatt en ekvation med summan av den ekvationen och en
multipel av en annan ekvation.

2. Platsbyte Lat tva ekvationer byta plats

3. Skalning Multiplicera koefficienterna i en ekvation med en konstant # 0
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Observation: Elementéra radoperationer dr reversibla.

Man aterfar "det gamla” ekvationssystemet genom en elementér radoperation
pa "det nya”.

De tva systemen kallas radekvivalenta.

Sats Radekvivalenta ekvationssystem har samma l6sningsméangder, de ar alltsa
ekvivalenta.

Vi skriver £S1 & ES2.
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Exempel 1 Totalmatrisen (den utokade matrisen) till det linjara ekvations-
systemeti exempel 1 &r:

1 -2 1] 0
2 -8/ 8
-4 5 9|9
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Elementira radoperationer pa matriser

1. Addition Ersétt en rad med summan av raden och en multipel av en
annan rad.

2. Platsbyte Lat tva rader byta plats

3. Skalning Multiplicera koefficienterna i en rad med en konstant # 0

Matriser som erhalls ur varandra genom radoperationer kallas radekvivalenta

Vi skriver
M1 ~ MQ
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Tva fundamentala fragor om ekvationssystem

1. Ar systemet konsistent, existerar nagon losning.

2. Om det finns minst en 16sning, ar den i sa fall unik, entydig.
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Exempel 1
11 1|1 1 0]0.8
1 1214 |1 ~10 1 0] 0
12 1|1 0 0 1]0.2
Exempel 2
11 2|1 11 2] 1
2 1214 | ~ 110.25
2 2 21 00 0] =2
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Exempel 3
11 3|1 10 =3|-1
3 1214 ~]101 6| 2
32 3|1 00 010
Exempel 4
11 3 2|1 10 -3 1|-1
3 12 5 ~101 6 1| 2
32 3 5|1 00 0 0O
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Viktiga begrepp

Trappstegsform (echelon form)

Reducerad trappstegsform (reduced row echelon form, rref)
Pivot position, pivot kolonn

Lay 1.2, tmv165/186 V1, Vt08 bild 11




En matris har trappstegsform om:

1. Under en rad med bara nollor finns inget annat &n nollor.

2. Det forsta nollskilda elementet i varje rad ar till hoger om det forsta
nollskilda elementet i raden ovanfor.

3. Under det forsta nollskilda elementet i en rad (och under nollorna till
vanster om detta element) finns endast nollor.

De forsta nollskilda elementen i en trappstegsformad matris rader kallas pivo-
telement.

En matris i trappstegsform har reducerad trappstegsform eller radredu-
cerad trappstegsform om dessutom:

4. Alla pivotelement &r 1.

5. Over pivotelementen finns bara nollor.
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Vilka av matriserna &r i trappstegsform? Reducerad trappstegsform?

2 -1 3 2 -1 3 0 1 4

A=|10 0 0| B=|0 1 4(C=|2 -1 3
0 1 4 0 0 O 0 0 0
2 -1 3 2 -1 3

-
I
oo
oo
o
&5
I
oo
o~
oo
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Sats 1: Den reducerade trappstegsformens entydighet

Varje matris dr radekvivalent med en och endast en (exakt en) reducerad trapp-
stegsmatris.

(Detta &r inte alls sjalvklart, beviset kréver en del begrepp och resonemang
som dyker upp senare i kursen.)

Definition Om matrisen A ar radekvivalent med den reducerade trappstegs-
metrisen E sa kallas en position i A for pivotposition om elementet dar svarar
mot ett pivotelement i £. En kolonn i A som innehaller en pivotposition kallas
en pivotkolonn.

Notera att pivotpositionerna inte &r entydigt bestdmda men att pvotkolonner-
na ar det.
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Sats 2: Existens och entydighet for 16sningar till linjira ekvationssy-
stem.

Ett linjért ekvationssystem dr konsistent (har 16sning) om och endast om den
hogra kolonnen i totalmatrisen inte &r en pivotkolonn.

Detta dr samma som att trappstegsformen inte innehaller en rad av typen:

[0 - 0 b] dérb#£0

Ett konsistent system har unik l6sning om och endast om alla kolonner utom
den hogra i totalmatrisen dr pivotkolonner.
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Viktiga begrepp

Kolonnvektor

Linjarkombination, Linjart holje (span)
Linjéart beroende, Linjért oberoende
Linjéar avbildning
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Vektorer i R™ &r n-tipler av reella tal, (uy,us, --- ,u,) eller skrivna som ko-
lonnmatriser,

Uy

Uz
u—=

Unp,

Vektorer i R? och R3 kan uppfattas som punkter eller som vektorer i planet
respektive rummet dér vi utgar fran en ON-bas.
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Addition och subtraktion av vektorer samt multiplikation med skaldr sker "ko-
ordinatvis”.

Exempel:

U1 U1 (51 + V1

U9 + (%) . Ug + Vg

U3 U3 uz + v3

U4 Uy Uy + V4
Uy —UuU
U2 —U2

(—Du=(-1) = =-—u

us —us
Uy —Uyg
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Vanliga raknelagarna géller.
For alla vektorer u, v och w i R" och alla skalérer ¢ och d géller:

u+v=v-+u clu+v)=cu+cv
(u+v)+w=u+(v+w) (c+du=cu+du
u+0=0+u=u ¢(du) = (cd)u

u+(—u)=(-u)+u=0 Ilu=u
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En linjdrkombination av vektorerna vi, vg, vs, ---, v, med vikterna
c1, €2, €3, -+, ¢p &r vektorn y som ges av:
Yy =cVi+CVe+C3vy+ - + 6V
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Vektorekvationen
ria; + voas +x3a3+ -+ +x,a,=Db

har samma losningar som ekvationssystemet vars totalmatris ar

[ a; as ag - b }
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Miéngden av alla linjairkombinationer av vy, v, vs, - -+, v, kallas linjdra holjet
av vi, Vg, vz, - -+, v, eller delmidngden av R" som spdnns upp av vy, va, Vs,
", Vp.
Linjara holjet betecknas Span{ vy, va, v3, - -+, v, }
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Matrismultiplikation:

Lat A vara m X n-matrisen A = [ a; a; az --- a, ] dar kolonnerna i A
ar vektorer i R™.

Lat x vara en vektor i R™. Da &r produkten Ax linjadrkombinationen av kolon-

nerna i A med vikterna xi, xo, -+, x,.
x
T2
Ax = [ a, a, az --- a, ]
Tn
= xi1a] + 220 +x3a3+ -+ +xna,
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Matrisekvationen
Ax=Db

har samma l6sningar som vektorekvationen
riay + x0a9 + r3a3+ -+ +xpa, =Db
som i sin tur har samma losningar som ekvationssystemet vars totalmatris &r
[al a; as --- a, b}
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Sats 4

Lat A vara en m x n matris. Da &r foljande utsagor logiskt ekvivalenta.
a. For varje b i R™ har ekvationen Ax = b minst en l6sning.

b. Varje b i R™ ar linjarkombination av kolonnerna i A.

c. Kolonnerna i A spanner upp R™

d. A har pivotposition i varje rad.
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Sats 5 Om A &r en m X n-matris, u och v ar vektorer i R, och ¢ ar en skalér,
sa galler:
A(u+v) = Au+ Av

och
A(cu) = ¢(Au)
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Den homogena ekvationen Ax = 0 har icke-trivial 16sning om och endast om
ekvationen har minst en fri variabel.

Lay 1.5, tmv165/186 V1, Vt08 bild 27

Sats 6

Antag att ekvationen Ax = b &r konsistent for ett visst hogerled b och lat
p vara en l6sning. Da dr ekvationens losningsméngd alla vektorer pa formen
w = p + v, dér v, ar 16sning till homogena ekvationen Ax = 0.
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Méngden av vektorer { vy, va, vs, - -+, v, } 1 R™ séigs vara linjart oberoende om
och endast om vektorekvationen

Tr1Vy] + T9Vy + x3Vy + - —|—$pr =0

endast har trivial 16sning.
Maéngden { vy, vo, vs, -+, v, } 1 R™ séigs vara linjdrt beroende om och endast
om vektorekvationen

T1Vi + oV + x3Vy + -+ +x,v, =0

endast har icke-trivial 16sning. Alltsa om och endast om det finns vikter
1, €2, -+, Cp, som inte alla &r noll, men sa att

C1V1 + CaVo + C3Vy + - -- +Cpr =0
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Kolonnerna i en matris A &r linjart oberoende om och endast om ekvationen
Ax = 0 endast har trivial 16sning.
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Sats 7
En méangd som bestar av tva eller fler vektorer

{V17 Vo, V3, =, VP}

ar linjart beroende om och endast om minst en av vektorerna dr en linjdrkom-
bination av de &évriga.
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Sats 8
Varje méngd
{vi, va, v, o v}
av vektorer i R", dér p ar storre &n n &r linjart beroende.
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Sats 9 Om en méngd
S = {Vla Vo, V3, =, Vp}

av vektorer i R™ innehaller nollvektorn, sa &r méngden linjért beroende.
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En funktion eller transformation eller avbildning 7" fran R” till R™
ar en regel som till varje vektor x i R” ordnar en vektor 7'(x) i R™.

R™ kallas funktionens definitionsmdngd eller domdn.
R™ kallas funktionens codomdn eller malmdngd.

Beteckningen 7' : R” — R™ lases ” T ar en avbildning fran R™ till R™.
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Om A ar en m X n-matris sa ger varje vektor x i R” en vektor Ax i R™.

Vi har saledes en avbildning
T :R" — R™ som ges av T'(x) = Ax.

Vi kan ocksa skriva
T:R" — R™ ges av x — Ax
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En avbildning 7' kallas linjdr om
(i) T(u+v)=T(u)+T(v) for alla u och v i T:s domén.

(ii) T(cu) = cT'(u) for alla u i T:s domén och alla skalira c.
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Antag att A 4r en m X n-matris.

Matrismultiplikation har da foljande egenskaper:

(i) A(u+v) = Au+ Av for alla u och viR".
(ii) A(cu) = c(Au) for alla u i R™ och alla skalira c.

Slutsats:
T :R" — R™ som ges av T'(x) = Ax
ar en linjar avbildning.
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Sats 10. Matrisen till en linjir avbildning.
Lat T : R" — R™ vara en linjar avbildning.

Da finns en unik matris A sadan att 7'(x) = Ax for alla x i R”. Denna matris
kallas standardmatrisen till avbildningen 7' eller avbildningsmatrisen till 7.
Matrisen A &r den m X m-matris som bestdms pa foljande sétt:

Lat e; vara den j:te kolonnen i enhetsmatrisen I, och a; = T(e;). Da é&r
A = [ al a2 oo an :|
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Definition: En avbildning 7" : R® — R™ kallas surjektiv (eng. onto), om
varje vektor b i R™ &r bild av minst en vektor x i R”.
Virdeméngden ér i sa fall hela R™.
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Definition: En avbildning 7" : R" — R™ kallas injektiv eller en-entydig (eng.
one-to-one), om varje vektor b i R™ &dr bild av hogst en vektor x i R™.
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Sats 11 Lat T : R” — R™ vara en linjir avbildning. Da ar T' injektiv om
och endast om ekvationen T'(x) = 0 endast har den triviala l6sningen.

Senare i kursen kommer méngden {x : T'(x) = 0} kallas kdrnan (eng. kernel)
till T" eller nollrummet (eng. null space) till T, skrivs Ker(T') eller Nul(7T").
Vi har alltsa att 7" &r injektiv om och endast om Ker(7') = {0}
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Sats 12 Lat T : R® — R™ vara en linjir avbildning och lat A vara standard-
matrisen for 7. Da géller:

a. T ar surjektiv, avbildar R™ pa, onto R™ om och endast om kolonnerna i
A spanner upp R™.

b. T ar injektiv, en-entydig, one-to-one om och endast om kolonnerna i A
ar linjart oberoende.
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