Linjar Algebra M/TD Lésvecka 4

Omfattning och Innehall

Lay: 2.8- 2.9, 4.1-4.6 Underrum i R", dimension och rang. Vektorrum
Dugga 15/2, 8.30 - 9.00 (TD), 13.45 - 14.15 (M)

Omfattar kapitel 1, 2 och 3.
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Omitbart mal: Jag vill att ni skall forsta att manga olika fenomen kan ha
likartade matematiska egenskaper och att det dérfor finns skal att studera
dessa egenskaper i en generell situation.
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Miatbara mal: Du skall kunna:

e definiera begreppen underrum i R™ samtnollrum och kolonnrum till en
matris och forklara sambanden mellan dessa begrepp och ekvations-
systems losningsméngder.

e bevisa att nollrum och kolonnrum &r underrum i lampligt R", bestdmma
nollrum och kolonnrum till matriser och utnyttja att dessa har olika
tolkningar beroende pa vad matrisen representerar.

e formulera och bevisa Rang-satsen.

e definiera begreppen linjdrt beroende mdngd av vektorer, linjdrt oberoende
mdangd av vektorer och bas for ett underrum i R™.

e definiera begreppet koordinater for en vektor relativt en bas och bestam-
ma koordinaterna fér en vektor relativt en given bas.

e tillimpa Satsen om inverterbara matriser (The invertible Matriz Theo-
rem) vid problemlosning och forklara varfor de olika egenskaperna som
namns i satsen ar ekvivalenta.
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Da du behérskar ovanstaende kan du ga vidare med det generella och lara dig:

e vektorrumsdefinitionen (utan att nédvéndigtvis kunna rikna upp de tio
axiomen) och kunna ge ett antal exempel pa vektorrum.

e definiera begreppet underrum i ett vektorrum, kunna avgéra om en given
delmangd av ett kidnt vektorrum &r ett underrum och inse att du da har
ytterligare exempel pa vektorrum.

e bevisa att varje mingd bestaende av fler vektorer i ett vektorrum V', &n
vad som finns i en bas for V', maste vara linjért beroende.

e definiera begreppet dimension for vektorrum.
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Ett underrum i R” &r en delméngd H av R™ som har féljande tre egenskaper:
a. Nollvektorn i R™ tillhor H.
b. H &r sluten under addition: om u och v tillhér H sa gor dven u+ v det.

c. H ar sluten under multiplikation med skaléar: om u tillhér H och ¢ ar en
skaldr sa tillhor dven cu H.
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Exempel 3
Om ay, --- a, ar vektorer i R™ sa &r
Span{aj, --- a,}

ett underrum 1 R™.
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Definition
Kolonnrummet till en m x n-matris A, Col(A), &r méngden av alla linjarkom-
binationer av kolonnerna i A.

Om A = [al ceeay, } sa ar
Col(A) = Span{ay, --- a,}
ekvivalent formulerat:

Col(A) = {b : b = Ax fér nagon vektor x € R"}
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Definition
Nollrummet till en m x n-matris A, Nul(A), & méngden av alla 16sningar till
den homogena ekvationen Ax = 0.

Nul(A) = {x: x € R" och Ax = 0}

Sats 12
Nollrummet till en m X n-matris ar ett underrum i R™.

Ekvivalent: Méangden av alla 16sningar till ett ekvationssystem Ax = 0 med m
ekvationer och n obekanta, ar ett underrum i R".
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Olikheter mellan Nul(A) och Col(A) for en m x n-matris A.
Nul(A) Col(A)

1. Nul(A) ér ett underrum i R 1. Col(A) dr ett underrum i R™

2. Nul(A) ar implicit definierat 2. Col(A) dr explicit definierat

av ekvationen Ax =0 av kolonnvektorerna i A
3. Det tar tid att bestdmma 3. Det ar latt att hitta
vektorer i Nul(A) vektorer i Col(A)
4. Det finns inget uppenbart 4. Det finns ett uppenbart
samband mellan Nul(A) samband mellan Col(A)
och elementen i A och elementen i A
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Nul(A)

Col(A)

5. En typisk vektor v i Nul(4) 5.
ar sadan att Av =20

6. Givet en vektor v, sa ar det 6.
enkelt att avgdra om
v € Nul(A)

7. Nul(A) = {0} om och 7.
endast om ekvationen
Ax = 0 endast har
trivial 16sning

8.. Nul(4) = {0} 8.
om och endast om
den linjdra avbildningen
x — Ax &r injektiv

En typisk vektor i Col(A)
ar sadan att Ax = v ar
konsistent.

Givet en vektor v, sa tar det
oftast tid att avgéra om

v i Col(A)

Col(A) = R™ om och
endast om ekvationen
Ax = b har 16sning
for alla b € R™

Col(A) =R™
om och endast om
den linjdra avbildningen

x — Ax dr surjektiv
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Definition:

En bas for ett underrum H i R™ &r en linjart oberoende méngd av vektorer i

H, som spanner H.

Ekvivalent: En méngd av vektorer B = {by, ---

om

a. B ar en linjart oberoende méngd

b,} i R" kallas en bas fér H

b. Underrummet som spanns av B dr samma som H, alltsa

H = Span{by, ---

by}
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Bas for nollrummet till en matris A

Metod: Los ekvationssystemet Ax = 0. Identifiera vektorerna som spénner upp
nollrummet.

Sats 13: Bas for kolonnrummet till A

Pivotkolonnerna i A bildar en bas for Col A
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En sats om entydigt bestimda koordinater
Lat B = {by, ---, b,} vara en bas fér underrummet H.
Da finns, till varje vektor x € H, en entydigt bestdmd uppséattning skalarer,
c1, -+, ¢psadana att
X =ciby + -+ ¢yb,
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Definition
Antag att B = {by, ---, b,} &r en bas fér underrummet H och att x € H.
Koordinaterna for x relativt basen B ér skaldrerna ¢, - -+, ¢, sadana att

X =ciby + -+ ¢yb,

vVektorn i R?
C1
x| =
Cp
kallas koordinatvektorn for x (relativt basen B), eller B-
koordinatvektorn for x.
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Sats 4.5.10

Om ett underrum H i R™ har en bas, som bestar av p vektorer, sa bestar alla
baser for H av precis p vektorer.

Talet p kallas underrummets dimension.

Dimensionen av underrummet {0}, som alltsa endast innehaller nollvektorn i
R™ har dimensionen 0.
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Definition: Rangen av en matris, Rank A, adr kolonnrummets dimension.
Sats 14, Rang-satsen, Dimensionssatsen Om matrisen A har n kolonner
(observera att A inte behover vara kvadratisk) sa géller

Rank A +-dim Nul A =n
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Sats 15: Bassatsen Lat H vara ett p-dimensionellt underrum i R, p > 1.

Da &r varje linjért oberoende méngd bestaende av exakt p vektorer automatiskt
en bas for H.

Varje méngd bestaende av exakt p vektorer som spanner upp H &r ocksa
automatiskt en bas for H.

Lay 2.9, tmv165/185 V4, Vt08 bild 17




Ett vektorrum &r en icke-tom méngd V' vars objekt kallas vektorer,

forsedd med tva operationer.

dels addition av vektorerna, dels multiplikation av en vektor med en skalér.
Nedanstaende riiknelagar (axiom) maste gélla for alla vektorer u, v och w och
for alla skalérer ¢ och d.

a. Summan av u och v, u+ v ar ett objekt i V
b.u+v=v+u

c. (u+v)+w=u+(v+w)

d. Det finns en nollvektor 01 V' sadan att u+ 0 = u.

e. Till varje uiV finns en vektor —u i V sa att u+ (—u) = 0.
f. Produkten av u med skaldren ¢, cu ar en vektor i V.

g. c(lu+v)=cu+cv

h. (c+ d)u=cu+ du

i. ¢(du) = (ed)u

j- lu=u
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Exempel

RTL

Geometriska vektorer
Oéndliga foljder
Polynom av grad hogst n
Reellvéarda funktioner.
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Ett underrum i ett vektorrum V &r en delméngd H av V som har foljande
tre egenskaper:

a. Nollvektorn i V tillhor H.
b. H &r sluten under addition: om u och v tillhér H sa gor dven u+ v det.

c. H ar sluten under multiplikation med skaldar: om u tillhér H och ¢ ar en
skalar sa tillhor d&ven cu H.
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Sats 1
Om vy, --- v, tillhor ett vektorrum V' sa &r Span{vy, --- v,} ett underrum
iV.
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Definition

En linjar avbildning T’
fran ett vektorrum V till ett vektorrum W
ar en funktion med definitionsméngd V' och malméngd W,
alltsa en regel som till varje vektor x € V ordnar
en entydigt bestdmd vektor T'(x) € W sadan att
(i) T(u+v)=T(u)+T(v) forallau, veV
(ii) T(cu) = cT(u) for alla u € V' och alla skaldrer ¢
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Kaéarnan till en linjar avbildning 7' : V' — W &r méngden av alla u € V
sadana att T'(u) = 0.

Viardeméingden till 7' &r méngden av alla w € W som é&r bild av nagon
vektor x € V

Om T'(x) = Ax sa ar kdrnan till 7" samma som nollrummet till A och vérde-
méngden samma som kolonnrummet till A.
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En méngd av vektorer {vy, --- v,} i V kallas linjért oberoende om ekva-
tionen

vy + Vo + -+ ¢pv, =0
endast har trivial 16sning, ¢; =0, ¢ =0,--- ,¢, =0
Vektorerna kallas linjart beroende om ekvationen ovan har icketrivial 16s-
ning.
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Sats 4
En méngd {vy, --- v,} bestaende av tva vektorer eller fler, och dér vy # 0 ar
linjdrt beroende om och endast om nagon av vektorerna v; (med j > 1) &r en
linjar kombination av vektorerna vy, --- v;_j.
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Definition
Lat H vara ett underrum i V.
En méngd av vektorer B = {by, --- b,} i V kallas en bas for H om

a. B ar en linjart oberoende méngd

b. Underrummet som spanns av B dr samma som H, alltsa

H = Span{b;, --- b,}
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Sats 5
Lat S = {vy, --- v,} vara en méngd av vektorer i V och lat

H = Span{vy, --- v,}

a. Om en av vektorerna i S, t.ex v &r en linjarkombination av de 6vriga
sa kan den tas bort fran S, de aterstaende spanner ocksa upp H.

b. Om H # {0} sa ar nagon delméngd av S en bas for H.
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Sats 7, satsen om entydigt bestdmda koordinater
Lat B ={by, ---, b,} vara en bas for vektorrummet V.
Da finns, till varje vektor x € V', en entydigt bestdmd uppséattning skalarer,
ci, -+, ¢, sadana att
x =cby+---+c¢,by,

Definition Skaldrerna ¢, ---, ¢, sadana att
X =c¢by+---+¢,b,

kallas for koordinaterna for x relativt basen B
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Om ¢y, -+, ¢, ar B-koordinaterna for x sa kallas vektorn i R"
1
x]p =
Cn

for koordinatvektorn foér x (relativt basen B), eller B-koordinatvektorn
for x.

Avbildningen T : V — R” som ges av
x = [x]g

kallas koordinatavbildningen bestdmd av B.
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Koordinater 1 R"
Antag att B = {by, ---, b,} dr en bas for R". Lat

PB:[bl by --- bn}
Da ar vektorekvationen
X =c¢ by + by + - +¢,b,

ekvivalent med
x = Pp [X]B

Pg kallas basbytesmatrisen fran B till standardbasen.
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Sats 8
Lat B ={by, ---, b,} vara en bas for vektorrummet V.
Da &r koordinatavbildningen 7" : V' — R” som ges av

X = [x]g

en bijektiv linjar avbildning.
(bijektiv = injektiv och surjektiv = one-to-one och onto)
En bijektiv linjar avbildning kallas en isomorfism
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Sats 9 Om ett vektorrum V' har en bas B = {by, ---, b,}, sa maste varje
méngd bestaende av fler &n n vektorer i V' vara linjért beroende.

Sats 10 Om ett vektorrum V har en bas B = {by, ---, b,}, sa maste varje
bas for V' besta av n vektorer.
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Definition Om V spénns upp av en éndlig méngd av vektorer, sa kallas V'
andligtdimensionellt.

V:s dimension, dim V' &r antalet vektorer i en bas for V.
Om V endast innehaller nollvektorn V' = {0} sa dr dim V' = 0.

Om V inte spénns upp av en dndlig méngd av vektorer, sa kallas V' odndligt-
dimensionellt.
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Sats 11 Lat H vara ett underrum i ett dndligtdimensionellt vektorrum V.

Da kan varje linjart oberoende méngd av vektorer i H , som inte redan spanner
upp H, utokas till en bas for H.

Vidare dr H ocksa dndligtdimensionellt och

dim H < dimV.

Lay 4.5, tmv165/185 V4, Vt08 bild 34

11




Sats 12: Bassatsen Lat V' vara ett p-dimensionellt vektorrum, p > 1.

Da &r varje linjért oberoende méngd bestaende av exakt p vektorer automatiskt
en bas for V.

Varje méangd bestaende av exakt p vektorer som spénner upp V ar ocksa au-
tomatiskt en bas for V.
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dim Nul A = antalet fria variabler i ekvationen Ax =0
dim Col A = antalet pivotkolonner i A.
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Radrummet, Row(A), till en matris A d4r méngden av alla linjarkombinatio-
ner av radvektorerna i A

Sats 13: Elementéra radoperationer férdndrar inte radrummet.
Alltsa om A och B ar radekvivalenta, A ~ B, sa &r Row A = Row B

Bas for radrummet till A

Om A ~ U déar U ér en trappstegsmatris sa ér pivotraderna i U en bas for
Row A.

Om radreduktionen inte krdavt omordning av raderna kan man ta pivotraderna
i A som bas.
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Sats
Dimensionen fér Row A och Col A &r samma som antalet pivotkolonner i A.

Definition Denna dimension kallas rangen fér A, Rank A.
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Sats 14, Rang-satsen, Dimensionssatsen
Rank A +dimNulA =n
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