Linjar Algebra M/TD Léasvecka 5

Omfattning och Innehall

4.7 Basbyte.
5.1 Egenvirden och egenvektorer.
5.2 Karakteristiska ekvationen.
5.3 Diagonalisering.
5.4 FEgenvarden och linjira avbildningar.
5.7 Diagonalisering av system av differentialekvationer.
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Mal: Du skall kunna:
e bestdmma koordinater for en vektor relativt en bas B for ett vektorrum
V.
e vixla mellan olika baser for ett vektorrum V. Sats 15 &r central.
e definiera begreppen egenvektor och egenvirde.
e definiera vad som menas med karakteristiska ekvationen till en matris
och att kunna motivera den.
e bestdmma egenvirden och egenvektorer till en matris.
e diagonalisera en matris
e tillimpa diagonalisering i samband med linjéra avbildningar.
e tillaimpa matrisdiagonalisering for att 16sa system av linjéara differentia-
lekvationer.
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Definition
Antag att B = {by, ---, b,} ér en bas for vektorrummet V" och att x € V.
Koordinaterna for x relativt basen B ar skaldrerna ¢q, --- , ¢, sadana att

X261b1+“'+cnbn
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Om ¢y, ---, ¢, ar B-koordinaterna for x sa kallas vektorn i R"

1

x| =

Cn

for koordinatvektorn fér x (relativt basen B), eller B-koordinatvektorn
for x.
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Koordinater i R"
Antag att B ={by, ---, b,} ér en bas for R". Lat

pB:[]D1 by --- bn:|
Da ar vektorekvationen
X261b1+62b2+“'+0nbn

ekvivalent med
x = Pg[x]s

Ps kallas basbytesmatrisen fran B till standardbasen.
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Sats 15
Lat B = {by, ---, by} och C = {cy, ---, ¢,} vara baser fér vektorrummet
V.

Da finns en entydigt bestdmd n x n-matris P 5 sadan att

x]c = cﬁs x]5

Kolonnerna i C£ 5 dr koordinatvektorerna for vektorerna i basen B relativt

basen C.
Alltsa
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Lat £ beteckna standardbasen for R™ och lat B = {b;, --- , b,,} vara en annan
bas for R".
Om x é&r en vektor i R" sa &r

x = [x]¢
och
¢lp=Ps=[b by -+ b, ]
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Basbyte i R”
Lat B ={by, ---, b,} och C ={cy, ---, ¢,} vara baser for R".
Lat

PB:[b1 by --- bn:|
och

Pe=[c ¢ -+ ¢ ]

Dadr oL g=(Pe)”' Ps
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En egenvektor till en n X n-matris A ar en vektor x # 0 sadan att Ax = Ax
for nagon skalédr .

En skaldr A kallas ett egenvérde till A om det finns en icketrivial 16sning x
till ekvationen Ax = Ax.

Varje sadan icketrivial 16sning kallas en egenvektor som hor till egenvirdet
A
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Sats 1
Egenvirdena till en trianguldr matris dr elementen pa huvuddiagonalen.
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Sats 2
Om vy, ---v, ar egenvektorer till olika egenvirden Ay, --- A, sa ar {vy,---v,}
en linjart oberoende méngd av vektorer.
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Karakteristiska ekvationen
En skaldr \ &r ett egenvirde till en n X n-matris A om och endast om A
satisfierar matrisens karakteristiska ekvation

det(A — AT) =0
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En n x n-matris A kallas diagonaliserbar om A &r similér, likvardig, med en
diagonalmatris. Alltsd om A = PDP~! for nagon inverterbar matris P och
nagon diagonalmatris D.
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Sats 5, Diagonaliseringssatsen
En n x n-matris A dr diagonaliserbar om och endast om A har n linjart obe-
roende egenvektorer.

A= PDP™! eller P7'AP = D, dir D ir en diagonalmatris,
om och endast om
kolonnerna i P dr n linjart oberoende egenvektorer till A.

I sa fall &r diagonalelementen i D motsvarande egenvérden till A (i samma
ordning som egenvektorerna i P).
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Sats 6.
Om n x n-matrisen A har n olika egenvérden sa dr A diagonaliserbar.
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Avbildningsmatrisen till en linjar avbildning T : V - W
Antag att B = {by,bs,---b,} ar en bas for vektorrummet V.
Antag att C &r en bas for vektorrummet W och att T': V' — W &r en linjér
avbildning.
Bilda matrisen M = [ [T'(by)]e [T(ba)]e -+ [T(byn)]e -
Da ar
[T)le = M[xlp
Matrisen M kallas avbildningsmatrisen for T relativt B och C.
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Om V = R"™ och W = R™ med standardbaser i bada fallen och 7" : R® — R™ sa
ar M den vanliga avbildningsmatrisen, standardmatrisen, fran kapitel 1.9. Alltsa

M = A dir T(x) = Ax.

Ett sitt att askadliggora likheten [T'(x)]z = M [x]g dr med ett sa kallat kom-
mutativt diagram.
I diagrammet ser vi tva sétt att berdkna bilden av x, dessa ger samma resultat.

T
X T(x)

véanstermultiplikation med

XI5 " [T)e
M
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Tva fundamentala fragor

1. Antag att vi kénner avbildningsmatrisen for 7' : V' — W relativt baser
som #r naturliga for 7" men kanske inte fér V eller W. Hur hittar vi
avbildningsmatrisen for 7' relativt andra baser fér V' och W7

2. Antag att vi kdnner avbildningsmatrisen for 7' : V' — W relativt baser
som &r naturliga for V' och W men kanske inte fér 7'. Hur hittar vi baser
for V' och W som &r naturliga for 7" och vilket samband géller mellan
avbildningsmatriserna?

Lay 5.4, tmv165/185 V5, Vt08 bild 18




Vi ser att avbildningsmatrisen beror av vilka baser vi arbetar med. Detta ger upphov
till de tva fundamentala fragorna:

1. Givet en linjar avbildning T : V' — W som ér enkel att forsta. Geometriskt,
verbalt eller pa annat sitt. Da kan vi ofta ge en matematisk beskrivning av
T i termer av baser som &r speciellt lampade for T'.

Dessa baser ar kanske inte naturliga for V eller W och passar kanske inte
for hela problemet vi arbetar med. Hur hittar vi avbildningsmatrisen for T’
relativt de naturliga baserna?

2. Givet en linjar avbildning 7' : V' — W {or vilken vi kidinner avbildningsmatrisen
for T relativt baser for V och W.

Hur skall vi hitta baser som &r speciellt lampade for T sa att vi kan fa en
annan forstaelse for T'7

Antag T : R" — R™ ges av matrisen A, T'(x) = Ax, och M &r avbildningsma-
trisen for T relativt baser B for R™ och C for R™.

Da ér x = P [x|p vilket ger att koordinatavbildningen [ |g ges av vénster-
multiplikation med Pél.

véanstermultiplikation med

X - T(x) = Ax
A A

véanstermultiplikation med

x5 " [TX)le
M

Ovanstaende diagram &r saledes kommutativt och vi har att

A= P MPy!
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Varje avbildning kan representeras av odndligt manga matriser och varje matris
kan representera oéndligt manga avbildningar.

Detta motiverar att man aldrig har samma beteckning pa avbildning och
matris.
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Avbildningsmatrisen till en linjar avbildning T:V — V
Antag att 7' : V' — V &r en linjar avbildning och att B = {by, by, --b,} ar
en bas for vektorrummet V.

Bilda matrisen [T]g = [ [T'(b1)]g [T'(b2)lg --- [T(bn)lg |-

Vi har da att
[Tx)]p =TgxIp
I detta fall betecknas alltsa avbildningsmatrisen [T istéllet for M.
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Basbyte och linjara avbildningar

Antag att T : V' — V é&r en linjar avbildning och att B = {by, bs,---b,} och
C ={cy,ca,---c,} ar baser for vektorrummet V.

Vi har da tva avbildningsmatriser, [1]g och [Te.

Sambandet mellan dessa ges av

Tg=pLcecL g
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Basbyte och linjara avbildningar R" — R”

Antag att T : R"” — R &r en linjéir avbildning och att B = {by,bs,---b,} ar
en bas for R”.

Vi har da tva avbildningsmatriser, [1]g och Standardmatrisen A.

Sambandet mellan dessa ges av

A=rpg(Tlp Pg'
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Detta ér endast ett specialfall av sambandet A = Pp M Plg,l som vi funnit tidigare.

Tva matriser ar similéra, likvardiga, om och endast om de ar avbildningsma-
triser for samma linjara avbildning 7" : R™ — R™ men relativt olika baser.
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Tva matriser A och M &r similira om det finns en inverterbar matris P sa att
A = PMP~!. Matrisen M #r da avbildningsmatris for den avbildning som ges av
A men relativt den bas som ges av kolonnerna i P.

Sats 8 Diagonalmatris-representation av linjar avbildning.

Antag att A = PDP~!, dir D 4r en n x n-diagonalmatris. Lat B vara basen
for R™ som ges av kolonnerna i P.

Lat T : R® — R"™ vara den linjara avbildningen som ges av x +— Ax.

Da ar D avbildningsmatrisen for 7' relativt basen B.
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