MATEMATIK Hjilpmedel: ordlistan fran kurswebbsidan, ej riknedosa
Chalmers tekniska hogskola Datum: 090824 kl.

Tentamen Telefonvakt:

Losningsforslag till Linjar algebra E, M, TD, V

Del 1: Godkiantdelen

1 21 2
N . ) 1 0 0 1 . .
1. (a) Berikna rangen till matrisen A = 9 9 1 4 . Ange dimensionen av Nul(A).
1 4 2 4
(1) —22 —11 —21 -2 -1 -l
Losning:Rank A = Rank 0 -2 -1 0 =1+Rank| -2 -1 0 =1+
0 2 1 2 2 1 2
-2 -1 -1
Rank 0 0 1 = 3. Alltsa d&r dimNulA=4-3=1
0 0 1
Svar: Rank A =3, dimNulA =1
1 0 1 ]
(b) Invertera matrisen | —1 1 —1
-1 -2 0 |
1 0 11 0 0] 1 0 1j1 0 O 1 0 1|1 O
Lésning:({ -1 1 —-1/0 1 0| ~]0 1 O|1 1 O|~]0 1 01 1
—1—20001_ 0 -2 1|1 0 1 0 0 1/3 2
1 0 0]-2 -2 -1
01 0] 1 1 0
00 1] 3 2 1
-2 =2 -1
Svar: A~ = 1 1 0
3 2 1
2 3 0 4
(c) Bestdm LU-faktoriseringen till matrisen | 4 7 —1 9
-2 0 -1 -1
2 3 0 4 23 0 4 2 3 0 4
L&sning: 4 7 -1 9 ~101 -1 1f(~(01 -1 1]|=U
-2 0 -1 -1 03 -1 3 00 2 0
2 3 0 4 1 00
Svar:U=|0 1 -1 1 |,L= 2 1 0
00 2 0 -1 3 1

(d) Vissatt B={[1 -1 1]7, [1 1 1]7, [ =1 1 1]} &ren bas for R3.
Bestam koordinaterna i standardbas for den vektor u vars koordinatvektor [ u ] =
[2 -1 1]".
Bestam koordinatvektorn [ v ]B for vektorn v = [ 3 -3 1 ]T

_= o O



Lésning: B = {b;, by, bs} ir en bas om och endast om matrisen Pg = [ b; by bs ]
har pivotposition i varje kolonn.

1 1 -1 1 1 -1
Ps=| -1 1 1 ~10 2 0 = Rank Pg = 3. Alltsa dr B en bas.
1 1 1 0 0 2
1 1 -1 2 0
u=Pslu],=|-11 1 -1 | = -2
1 1 1 1 2
3
Koordinatvektorn [ v } 5 ir 16sning till ekvationen Pg [ v ] 5= | —3 | med total-
1
1 1 -1 3 11 -1 3 .
matris | =1 1 1 | =3 |~ |0 2 0| 0 |somger|[v]|,=[2 0 —1]
1 1 1 1 00 2 |-2
Svar:RankPB:3:>BéLrenbas.u:[O —2 Q}T, [V]B:[Q 0 —1}T
Visa att vi = [ 1 11 ]T, Vo = [ -2 11 ]T i R? #r ortogonala. Bestdm sedan (3p)

projektionen av v = [ 1 1 -1 ] pa planet som spinns upp av vy och vs.

Losning: vievo = [ 1 1 1]7e[ =2 1 1]7=1-(=2)+1-141-1=0. Alltsa
ar vy och vo ortogonala. Diarmed kan projektionsformeln tillampas for beréikning av
den ortogonala projektionen:

1
VieV Voev 1 —2
Vproj = Vi + Vo = =V] + —/—Vgp = 0
VieVy VoeVo 3 6 0
Svar: vievys = 0 = v och vy ortogonala. vy.o; = [ 1 0 0 ]T
Los ekvationssystemet (3p)
1 + 3x3 — bxy = 4
Ty + 4xs — 8xz = 7
—3r1 — Txo + 923 = —6

Losning: Systemets totalmatris 6verfors till reducerad trappform:

1 3 5] 4 1 3 -5|4 10 4|5
1 4 -8 7 ~101 -3|3|~]01 =3|3
-3 =7 9 | -6 0 2 6|6 00 010

Systemets losning &r:

$1:—5—4t
$2:3+3t
$3=t

Skriv vektorn [ 4 7 —6 ]T som linjarkombination av vektorerna [ 1 1 =3 }T

(3 4 7] och [ -5 -8 9]".

, (2p)

Losning: Av 16sningen ovan foljer att



(=b—4t)| 1 | +(3+3t)| 4 | +t| -8 | =] 7 | for alla virden pa t.
-3 -7 9 —6
Med t = 0 far man:
1 3 4
-5 1 +3| 4 = 7
-3 -7 —6

Ar{[1 1 =3 ]T, [3 4 -7 ]T, [-5 -8 9 ]T} en linjart oberoende méngd
av vektorer? Motivera ditt svar.

Lo6sning: Nej, i sa fall skulle systemet i (a) haft entydig 16sning.

Bestdm en ortonormerad egenvektorsbas till matrisen
5 2
A= [ > 2 } |
Ange en ortogonal matris P och en diagonalmatris D sadana att A = PDPT.

Lo6sning: Matrisens egenvirden ges av 16sningarna till den karakteristiska ekvationen:

5—A 2
2 2\

):(A—G)()\—l):O.

Egenvérden: 6 och 1.

Egenvektorerna &r 16sningar till Ax = Ax

Egenvektor till egenvirdet 6: Ax =6x < —z1 + 210 =0 x =1t [ i ] , t#0

Egenvektor till egenvirdet 1: Ax = 1x < 2x1 +2o =0 x =1 {

1
] o

Normerade egenvektorer: vq = % [ ? ] till egenvirdet 6 och

1
_ 1 . )
V2 = [ 9 ] till egenvérdet 1.

B = {v1, va} dr en ortonormerad egenvektorsbas.

DeséktamatrisernaP:[vl V2]:\}5[? _12]OChD:[g (1)}

Forklara varfor 16sningarna till matrisens karakteristiska ekvatiion &r matrisens egen-
vérden.

Losning: Se kursboken kapitel 5.2.

Definiera begreppet underrum i R™ och avgor vilka av foljande méngder av vektorer
som &r underrum i R%.

i {000 0]}

(1p)

(2p)



i {{too0oo0],[ot1too0],[0o010],[000 1]}
iii. Span{[1 0 0 0]", [0 1 0 0]}
iv.{[a b 1 0]": a,beR}

L&sning: Se kursboken kapitel 2.8.

i. ar ett underrum,
ii. &r bas for R*, bestar av fyra vektorer och #r inte ett underrum, nollvektorn
{[ 0 00O }T} ingar inte, linjirkombinationer ingar inte.
iii. dr ett underrum (se 2.8 exempel 3)

iv. #r inte ett underrum {{ 0 0 0 0 ]T} ingar inte, addition for utanfér méngden.

(b) Bestdm en bas och dimension av det underrum i R* som sp#nns upp av vektorerna (4p)
vi=[1 00 —1],va=[2 11 0], vs=[111 1],
vi=[1 23 4] vs=[0 1 2 3]".
Losning: Soker alltsa en bas for kolonnrummet till matrisen A = [ Vi V2 V3 V4 Vs ]

1 2 1 10 1 2 1 10 1 2 1 10 1 2 1 10
A_01121 01 1 2 1 011 21 011 2 1
10 11 3 2 0113 2 00011 0 00 11

-1 01 4 3 0 2 2 5 3 00011 0 000D O
Kolonnerna 1, 2 och 4 &r pivotkolonner. B = {vy, va, v4} dr en bas fér underrummet
vars dimension alltsa &r 3.

Del 2: Overbetygsdelen
5. Lat F : R? — R? vara den linjira avbildning som geometriskt betyder spegling i planet (6p)
r1 + 29 — x3 = 0. Bestdm F':s matris i standardbasen.
Losning: Lat A vara standardmatrisen till F'. V&lj en bas C = {v1, vz, vg} didr vy
ar normal till planet och {va, vg} dr en bas for planet. Da dr Avy; = —vq, Ava = va
och Avg = vg. Tillsammans ger detta A[ Vi Vg V3 ] = [ —V1 Vg Vg ] Alltsa ar
A = [—vl Vg Vg ][vl Vg Vg ]71. Om man viljer vq = [1 1 -1 ]T, Vg =
[ 1 01 ]TOChV3: [ 011 ]Tséerhélls
-1 1 0 110_1 -1 1 0 1 1 -1 1 -2 2
A=| -1 0 1 1 01| =[-101[%] 2 -1 1 |=%4]-2 1 2
1 11 -1 1 1 1 11 -1 2 1 2 2 1
. Bevisa Cramers regel och utnyttja den for att bestdmma I6sningen till ekvationssystemet (6p)

nedan, for de virden pa parametern ¢t sadana att regeln kan anvindas. Ange de t-virden
som &r tillimpliga.

Ty + tre + t2x3 =1
r1 + 2x0 4+ 4dxs3 = 1
r1 + 3x2 4+ 93 = 1

Losning: For beviset: se kursboken kapitel 3.3. Cramers regel dr tillimpbar pa systemet
Ax = b om och endast om systemets determinant det(A) inte &r noll.



2
4 |=(t—2)(t—3).
9

W N o+
o~

1
Hér dr systemets detminant det(A4) = | 1
1

Eftersom a; = b ér det A;(b) = det(A) och det Az(b) = det A3(b) = 0.

Saledes dr x1 = 1 och 29 = x3 =0 for ¢t # 2,3. For t = 2 och t = 3 &r Cramers regel inte
tillampbar.

. Punkterna (t1,x1), (t2,x2), (t3,23), (t1,z4) &r givna. Forklara hur man kan bestdimma
4

parametrarna a, b och c, sa att Z(ati + bt? + et} — x;)? dr sa liten som mojligt.
i=1
Bevisa att den metod du foreslar ger énskat resultat.

Loésning: Eftersom minsta-kvadrat metoden minimerar lingden av felvektorn; |le|]| =
||Av — x|| skall den metoden anviindas pa systemet

t 1
2 43 a

ty 13 t3 . | oz

ty t3 13 T4

For forklaringar och bevis se kursboken kapitel 6.5.

(6p)



