MATEMATIK Hjidlpmedel: Inga, ej heller rdknedosa
Chalmers tekniska hogskola Datum: 100823 kl. 08.30-12.30

Tentamen Telefonvakt:

Lo6sning till Linjar algebra M /TD

Del 1: Godkiantdelen

0 0 1)1 0 0 1]0 0 0 01
totalmatriser till tre linjara ekvationssystem. Los dessa ekvationssystem.

1. (a)MatrisernaA:[1 2 01}, B:{l 20 1], C:[l 2 Ol}éir

Losning och svar: Losningarna kan avliasas utan rakning. For A kan vi vilja xo fri
och 16sa ut x1 = 1 — 229, x3 = 1. Fér B kan vi vilja xo fri och 16sa ut 1 = 1 — 2x9,
xg = 0. Matrisen C' svarar mot ett system utan l6sning.

(b) En linjér avbildning F : R? — R? avbildar vektorn [ (1] ] pa [ ? ] och [ (1) ] pa

[ _11 ] . Bestam standardmatrisen for F. Bestdm ocksa bilden av i

Lo6sning och svar: Vi kan direkt skriva upp standardmatrisen F' = { ? _1 ] . Den
sokta bilden ar da
2 1][1] [3
1 -1 11 |01
1 1 0
.. . . 1 2 1
(c) Ange baser for kolonnrummet och nollrummet till matrisen A = 10 -1
01 1

Losning: Succesiv elimination ger

11 0 1 1 0 110
12 1 0o 1 1 01 1
10 11710 -1 =117 l000
01 1 0o 1 1 00 0

De tva forsta kolonnerna dr pivotkolonner. Vi kan alltsa ta [ 1 110 ]T och
T
[1 20 1]

mogena systemet kan skrivas s [ 1 -1 1 ]T. Vi kan alltsa ta [ 1 -1 1 ]T som
bas for nollrummet.

som bas for kolonnrummet. Vi ser vidare att losningen till det ho-

(d) Bestidm en ortogonal bas B = {vi, vy} for R? om vq = [ B ] Bestam sedan koor-

1
2
dinatvektorn [x]|g for x = [ 5 ] i den bas B du hittat.
Losning: Vi ser att vo = [ 1 ar ortogonal mot vi. Koordinatvektorn kan nu

beriknas genom projektionsformeln; vi har

Alltsé dir [x]g — [ ;g ]

(3p)

(2p)

(3p)

(3p)



210
(e) Bestam inversen till matrisen A= | 2 2 3
01 4

Losning: Elimination av uttkade matrisen [A|I] ger

210|100 2 10 1 00 210 1 00
223/010|~l013|-110|~]013]-1 10
01 4] 00 1 0 1 4 0 0 1 0 0 1 1 -1 1
2 10 1 0 0 2 00 5 —4 3 1 0 0| 5/2
~]0 10| -4 4 -3|~|l010] -4 4 -3|~|010]| -4
0 0 1 1 -1 1 0 0 1 1 -1 1 0 0 1 1
5/2 —2 3/2
Alltsa sir A~t=| —4 4 -3
1 -1 1

(a) Forklara vad som menas med begreppet linjirt beroende mdingd av vektorer i R™.
Svar: Se kursboken.

(b) Lat
1 2 1

V1 = 0 5 Vo = 1 5 V3 = 3

1 0 h

i. Avgor for vilka virden pa h vektorerna vy, vo, v3 dr linjirt beroende.
ii. For varje viarde pa h, bestim dimensionen av det underrum som spénns upp av
Vi, Vg, V3.
L&sning: Vi bildar en matris med de givna vektorerna som kolonner. Succesiv elimi-
nation ger

1 1 2 1 1 2 1
3 |~1]0 1 3 ~ 101 3
1 0 h 0 -2 h-1 0 0 h+5

Da h # —5 &r alla kolonner pivotkolonner. De spénner da upp hela rummet och &r
linjart oberoende. Da h = —5 &r enbart de tva forsta kolonnerna pivotkolonner, dvs
kolonnerna spénner upp ett plan och &r linjért beroende. Svaret pa forsta delfragan
ar alltsa for h = —5, pa andra delfragan att dimensionen ar 2 da h = —5 och 3 da
h # —5.

(a) Bestdm alla egenvérden och egenvektorer till matrisen A = [ ? _52 ] .

L&sning: Vi beridknar
2—A 5

det(A — AI) = det 1 9

]:A2—9:(A+3XA—3)

Egenvirdena &r alltsa +3. Egenvardesekvationen Ax = 3x ar ekvivalent med —x1 +
5z9 = 0, eller med x = w9 [ 5 1 ]T. P& samma sétt ger Ax = —3x egenvektorerna

X =1 [ 1 -1 ]T.
(b) Bestédm, med hjilp av resultatet i (a), alla losningar till f5ljande system av differential-
ekvationer

Losning: Losningen kan skrivas

ri | _ b 3t 1 —3t
et e L e

dar C och D é&r godtyckliga konstanter.

(3p)

-2 3/2
4 -3
-1 1

(2p)

(2p)



4. Lat P vara det plan i R? som spinns upp av vektorerna v; = [ 1 11 ]T och vo =

(12 17"

(a) Bestdm en ortogonal bas for P.
Losning: Vi viljer den forsta basvektorn som by = [ 111 ]T. For den andra
basvektorn gor vi forst ansatsen [ 1 2 1 ]T +C [ 11 1 ]T. Villkoret att den-
na vektor ar ortogonal mot [ 111 ]T ger C' = —4/3. For att slippa irriterande
ndmnare tredubblar vi svaret och viljer by = 3[ 1 21 ]T — 4[ 1 11 ]T =
[-1 2 —1]".

(b) Bestdm den ortogonala projektionen av v = [ 1 10 ]T pa planet P.
Lo6sning: Den sokta projektionen ges av

1 1 1/2

b b 9 1
VOl V22 2 22 2 | = 1
by - by by - by 30, 6| 12

Del 2: Overbetygsdelen

e Definiera begreppet underrum i ett vektorrum.
e Lat Py vara vektorrummet av alla polynom av grad hogst 2 med reella koefficienter
och U méngden av alla polynom i Py som uppfyller p(1) = 0.
i. Visa att U &r ett underrum i Ps.
ii. Bestdm en bas for U.
Motivera val.

Losning och svar: For definitionen av underrum, se kursboken.

Lat p och ¢ vara tva element i U, dvs p(1) = ¢(1) = 0, samt lat a och b vara tva tal. Da &r

(ap + bg)(1) = ap(1) + bg(1) = 0,
dvs ap + bq ligger i U. Detta visar att U &r ett underrum.

For att bestdmma en bas observerar vi forst att P, har dimension 3 och att U inte &r lika
med hela Py. Alltsd har U dimension hogst 2. Men & andra sidan ir x — 1 och (z —1)? tva
linjért oberoende element i U. Dimensionen av U &r alltsa lika med 2, och de bada givna
polynomen bildar en bas. (Det finns andra siétt att resonera.)

. Lat F : R?® — R3 vara den linjira avbildning som geometriskt motsvarar en spegling i
planet x1 4+ 2o — x3 = 0.

e Bestdm F's egenvirden och egenvektorer, dvs egenvérdena och egenvektorerna till
F':s matris i standardbas.

e Bestim F(v) dav=[0 2 —1]".
Losning och svar: Det dr geometriskt klart att det speglande planet bestar av egenvek-
torer med egenvirdet 1, och planets normal, dvs linjen ¢ [ 1 1 -1 ]T, av egenvektorer
med egenviardet —1. Tar man tva icke-parallella vektorer i planet och en tredje pa linjen
har man hittat tre linjart oberoende egenvektorer, och enligt Sats 2 i kapitel 5 kan det da
inte finnas fler (detta &r ocksa ganska uppenbart geometriskt).
For att bestimma speglingen av vektorn v beriknar vi forst ortogonala projektionen v’
pa planets normalvektor n = [ 11 -1 ]T. Enligt projektionsformeln &r

3

v :—n:fn:[l 1 -1 ]T.
3

Speglingen ges da av

(3p)

(6p)



7. Visa att om produkten AB av tva kvadratiska matriser A och B ar inverterbar sa dr bade (6p)
A och B inverterbara.

Losning och svar: Vi paminner om att A dr inverterbar om och endast om det(A) # 0.
Om AB ér inverterbar ar alltsa det(AB) # 0. Eftersom det(AB) = det(A) det(B) géller
att bade det(A) # 0 och det(B) # 0 vilket medfér att A och B bada &r inverterbara.

Alternativ 16sning: Om AB &r inverterbar n x n-matris finns en n x n-matris C = (AB)~!
sa att (AB)C = C(AB) = I. Ba &r BC en n x n-matris sadan att A(BC) = I. Enligt Sats
8 (k) i Kapitel 2 géller da att A &r inverterbar. Eftersom (CA)B = I géller enligt Sats 8
(j) att B &r inverterbar.



