Tentamen
Losningar till TMV166/186 Linjir algebra M /TD

120307 kl. 08.30-12.30

Examinator: Carl-Henrik Fant, Matematiska vetenskaper, Chalmers

Hjilpmedel: ordlistan fran kurswebbsidan, ej riknedosa

Del 1: Godkantdelen

1.

(a)

11 11
- . 2 2 5 2
Beridkna determinanten 1 2 3 1 (3p)
10 2 2
L6sning:
Vi gor forst radoperationer, och utvecklar sedan efter rader:
11 11 11 11
030
2 2 5 2 0030 1 0
1231 o120 " é??_(_?’)‘—11‘__3'
10 2 2 0 011
Ange standardmatrisen for den linjéra avbildning 7' : R? — R? som avbildar [ (1) } (2p)
. | 3 0 . | 4 . - 3
pa [ 1 ] och [ 1 } pa [ 1 ].BeraknaavenT([ 9 ])
Lo6sning:
. : : o . 3 4 . .
Vi kan direkt skriva upp avbildningsmatrisen [ 11 ] Vi har da
3 3 4 3 1
()= )-1]
2 =20
Bestédm inversen till matrisen A= | 0 1 0 |. (3p)
1 -1 1
Lo6sning:
Upprepade radoperationer ger
2 -2 0|1 0 0 1 0 0] 1/2 1 0
0 1 0/0 1 0~ ]0 1 0O O 10
1 -1 1]0 0 1 0 0 1|-1/2 0 1
Alltsa ar
1/2 1 0
A'=1 0 10
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(d)

1 0 21
Lat A= | 1 1 4 0 |.Ange en bas for Col(A) och en bas f6r Nul(A).
2 0 4 2
Lo6sning:
Vi har
10 21 102 1
11 40|~[012 -1
2 0 4 2 000 O

Alltsa bildar pivotkolonnerna [1 1 2]7, [0 1 0]7 en bas for kolonnrummet och
[-2 —210]%, [~110 1] en bas fr nollrummet.

Bestdm den réta linje y = a 4+ bx som é&r bést anpassad, i minstakvadrat-metodens
mening, till punkterna (z,y) = (1,0),(2,1),(3,1).

Losning:
Insdttning av punkterna i linjens ekvation ger

a+b=0
a+2b=1
a+3b=1.

Normalekvationerna for detta system &r
111
[ 1 2 3 ] !

sl [b]=15)

Detta har 16sningen a = —1/3, b = 1/2, sa den sokta linjen ar
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Forklara vad som menas med W+ for ett underrum W av R™.
Losning: Se kursboken.
1 2
Lat W vara det underrum av R* som spinns upp av _1 och _13 . Verifiera
0 -1
1
1 . R
att vektorn 0 ligger i W .
-1

Losning: Lat up = [1 — 1107, ug =2 —31 —1],x=[110 — 1]7. Det ricker
att kontrollera att x-u; = x-uy = 0.

(3p)

(1p)

(1p)



(c) Bestdm en ortogonal bas for W.

Losning: Med Gram—Schmidts metod sétter vi vi = u; och

0
uz - vy -1
Vo = U9 — V1:UQ—2V1:
vVi-Vq -1
-1

Da dr vq, vo en ortogonal bas for W.

(d) Berékna ortogonala projektionen av vektorn y = pa W. Skriv y som en

[«

summay =y +y” diry € Wochy” € W

Lésning: y’ #r ortogonala projektionen av y pa W och ges av

3

y-vi y- v -1
y = vy + vy = 3v] — 2vy =
Vi1V V9o Vo

y" &r ortogonala projektionen av y pa W+ och ges av

3 —2
b | -1 |t
2 0

. 13 4
3.LatA—[4 _3].

(a) Bestdm alla egenvirden och egenvektorer till A.

Losning: Karakteristiska ekvationen det(A—AI) = 0 har rotterna A = 5, som alltsa
4r matrisens egenvirden. Ekvationen Ax = 5x har 16sningarna ¢[2 1]7, ekvationen
Ax = —5x losningarna c[1 —2]7. Dessa vektorer, med ¢ # 0 #r matrisens egenvektorer.

(b) Ange en ortogonal matris P och en diagonalmatris D sadana att A = PDPT.

Losning: Vi kan ta P = % [ 21 ] (kolonnerna dr egenvektorer med lingd 1)

1 =2
5 0
ochD—{0 _5].

(c) Betrakta den kvadratiska formen Q(x1,72) = x! Ax = 322 + 81129 — 323. Gor ett
variabelbyte x = Uy som &verfor @ till en kvadratisk form av typen cy? + dy3. Ange
U, c och d.

Losning: Vi kan ta U = PT med P som ovan, ¢ = 5 och d = —5.

(a) Definiera begreppet koordinater for en vektor relativt en bas for ett underrum av R”™.

Lésning: Se kursboken.

(2p)

(3p)

(2p)

(2p)



5.

6.

(b) Visa att B = {by, by, b3} ir en bas for R?, dir

1 1 0
b1 B 4 s b2 = 5 och b3 = 2 s
0 3 7
1
och ange koordinaterna for vektorn v = 4 relativt basen B.
-1

Lo6sning: Upprepade radoperationer ger
1 1 0] 1 1 0 0]-1
4 5 24| ~10 1 0| 2
0 3 7]-1 0 0 1|-1

Eftersom koefficientmatrisen reduceras till enhetsmatrisen &r de givna vektorerna en
bas. I hogerledet liser vi av koordinaterna [—1 2 — 1]T.

Del 2: Overbetygsdelen

Foljande deluppgifter, som maximalt kan ge 2p per deluppgift, skall besvaras med Sant
eller Falskt. Svarar du Sant, ge en tydlig motivering. Svarar du Falskt, ge ett motexempel.
Enbart svar ger inga poéng.

(a) Om T &r en injektiv linjar avbildning fran R™ till R™, sa &r n < m.

Losning: Detta dr Sant. Att T &r injektiv &r ekvivalent med att avbildningsmatrisen
for T' (som &r en m X n-matris) har pivotelement i varje kolonn. Men eftersom dessa
n pivotelement ligger i olika rader maste m > n.

(b) Om A é&r radekvivalent med enhetsmatrisen sa dr A diagonaliserbar.

11
Lo6sning: Detta ér Falskt. Ett motexempel ges av [ 0 1 ]

(c) Om P &r ett plan genom origo i R och T'(x) betecknar spegelbilden av vektorn x i
P, sa ar standardmatrisen for avbildningen T' diagonaliserbar.

Losning: Detta dr Sant. Tag tva icke-parallella vektorer u och v i P samt en nor-
malvektor w till P. Dessa &r linjirt oberoende, och alltsa en bas for R3. Vidare ér

T(u) =u,T(v) =voch T(w)=—w,sau, vochw ér egenvektorer. Det finns alltsa
en bas for hela rummet bestaende av egenvektorer, vilket dr definitionen av att vara
diagonaliserbar.

(a) Visa att de fyra polynomen
Bo(t) = (1 —t)3, By (t) = 3t(1 — t)%, Bo(t) = 3t*(1 — t), B3(t) = 3
bildar en bas for rummet av alla polynom av grad hogst 3 (P3).

Lo6sning:

(b) Bestim koordinaterna for polynomet p(t) = t2 + 1 i den basen.

Lésning 1: Genom att inféra standardbasen €& = {1,t,t2,#3} kan vi identifiera
rummet av polynom med R*. De givna polynomen identifieras da med vektorerna

(3p)

(3p)



[Bole =[1 =33 =17, [Bile =[03 —6 3], [Ba]e = [003 —3]", [Bs]le =[0001]7,
och polynomet p med [ple = [1 0 1 0]7. Vi stiller upp den utdkade matrisen

1 0 0 of1 100 0|1
-3 3 0 00 010 0|1
3 =6 3 ofl1] " lo o0 1 0|4/3
-1 3 =3 1|0 000 1|2

Hér kan vi ldsa av bade att polynomen {By, Bi, B2, Bs} bildar en bas (koefficient-
matrisen dr radekvivalent med enhetsmatrisen) och att de stkta koordinaterna &r
[114/32)7T.

Losning 2: Om vi vill skriva ett polynom p som linjdrkombination av polynomen
By, By, By, Bj far vi

p(t) = A(1 — )3 + 3Bt(1 — t)> 4+ 3Ct3(1 — t) + Dt>.
Vi far efter forenkling
A+ (=3A+3B)t+ (3A— 6B +3C)t* + (—A+ 3B —3C + D)t = p(t).

Tva polynom é&r lika om och endast om koefficienterna i de tva polynomen éar lika.
I specialfallet p(t) = 1 + 2 far vi ett ekvationssystem med samma totalmatris som
ovan. Samma kalkyler visar att ekvationssystemet har entydig l6sning f6r alla polynom
p(t), polynomen {By, B, B2, Bs} bildar alltsa en bas. Man lidser av koordinaterna
[ABCD]=[114/32].

Visa att for varje matris A dr Nul(A) = Nul(AT A). (3p)

Losning: Det giller att visa att Ax = 0 <= AT Ax = 0. Implikationen &t hoger
foljer genom att multiplicera med AT. Implikationen At vinster inses till exempel
genom att skriva

|Ax||? = (Ax)T Ax = xT AT Ax.

Om AT Ax = 0 &r alltsa || Ax||? = 0, vilket medfér Ax = 0.

Ett annat resonemang ar foljande: Om AT Ax = 0 sa #r x minstakvadratlosning till
Ax = 0. Da dr Ax projektionen av 0 pa Col A vilket medfér Ax = 0.

Visa till exempel med hjilp av sambandet i (a) att Col(A) = Col(AAT). (Du maste (3p)
inte ha gjort (a) for att fa utnyttja detta i (b).)

Loésning: Enligt (a) giller Nul(A)* = Nul(ATA)L. Detta kan skrivas Col(AT) =
Col((ATA)T) = Col(AT A). Kalla nu A for AT och vi #r klara.



