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TMV166 Linjar algebra for M

Datorlaboration 3: Felanalys vid 16sning av linjira
ekvationssystem

Allméant

I den hér laborationen skall vi se hur felkéllor i indata kan paverka 16sningen av ett ekvations-
system. Det &r viktigt att inte lita blint pA MATLAB utan kritiskt granska resultatet, samt att
forsta vad eventuella varningar innebér.

Mal
e Undersoka kopplingen mellan fel i indata och fel i utdata

e Se att olika metoder for att berakna samma sak ibland kan leda till drastiskt skilda resultat

Inledning

Nar man behandlar ett linjart ekvationssystem
Axr =b

sa ar ofta matrisen A och hogerledet b behiftade med fel eller osékerheter. De data som matas in
kan t.ex. vara resultat av métningar, vilka har en begrinsad noggrannhet. Dessutom kan oftast
inte talen representeras exakt i en dator. Det senare ger visserligen mycket sméa fel, men dessa
kan forstoras av ett stort antal rékneoperationer. Med en dalig metod kan man borja med 16
siffrors noggrannhet och fa resultat som inte innehaller en enda ratt siffra.

Vi har alltsa en okénd stérning (fel) 6 A i matrisen A och en stérning 0b i hogerledet. Det system
som vi faktiskt 16ser har matrisen A + § A och hogerledet b+ b istéllet for A och b. Eftersom vi
16ser fel system sa far vi inte 1osningen x utan x + dx, déar dx betecknar felet i x.

Vi vill nu méta hur vektorn dz paverkas av matrisen 6 A och vektorn §b. For att gora det behover
vi definiera “storleken” av vektorer och matriser. For en vektor x € R™ ar den Fuklidiska normen
||z||5 ett naturligt matt. Den ges av

I R3 och R? &r detta den vanliga lingden av en vektor och for x € R! far vi det vanliga
absolutbeloppet |z|. Andra normer som ofta anvéinds ar summanormen
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och mazimumnormen

lollog = jmax |y

men dessa ger helt andra egenskaper. I fortsdttningen anvénder vi den FKuklidiska normen och
skriver bara ||z|| istallet for ||z||,.

For en matris A € R™*" s3 definieras den Euklidiska normen som den maximala skalan i
matristransformationen x — Ax, dvs.

A
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(1)
For att faktiskt berdkna ||Al|, finns andra ekvivalenta formuleringar, men for stora matriser &r
det dndock en relativt kostsam operation. Man far andra matrisnormer genom att byta ut den
Euklidiska vektornormen till t.ex. summanormen eller maximumnormen. Dessa &r billigare att
berdkna, men liksom for vektorer &r || Al|, oftast den mest naturliga. Vi skriver i fortséttningen
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I MATLAB kan bade vektor- och matris-normer beriknas med kommandot norm. Med norm(x)
far man direkt den Euklidiska normen av x, och med norm(x, 1) far man summanormen. Se
dokumentationen for vilka andra alternativ som finns.

Konditionstal

Vi renodlar situationen och antar att vi endast har en storning i hogerledet eller en stérning i
matrisen, inte bada samtidigt. Vi antar ocksa att A &r en inverterbar n X n-matris.

Storning i hogerledet

Vi vill 16sa
Axr =10

men behandlar i sjélva verket

A(z + dz) = b+ 6b.
Genom att subtrahera ekvationerna far vi att felet i 16sningen uppfyller
Adx = db,
dvs.
dx = A~16b. (2)
Nu vill vi kunna jémfora storleken av storningen i hégerledet med storleken av felet i 16sningen.
Det &r da naturligt att uttrycka sambandet mellan de relativa felen
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Av definitionen (1) av matrisnorm fsljer att
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och tillimpat pa (2) ger detta
loz]| < [[A7*][l|8]] -



Kombinerar vi de sista olikheterna far vi slutligen
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Produkten x(A) = || A]] HA_l H kallas konditionstalet fér matrisen A, och man skriver
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En matris med stort konditionstal sdgs vara illakonditionerad. Det &r onskvért att om mojligt
undvika sddana matriser i ekvationssystem, da sma storningar i hogerledet kan ge upphov till
forhallandevis stora fel i 16sningen. Om man likvéal har erhallit ett illakonditionerat system bor
man kontrollera att den underliggande modellen och implementationen &r korrekt; ofta beror
detta pa tanke- eller ridknefel snarare dn ett elakartat fysikaliskt system.

Storning i matrisen

Om vi istéllet har en stérning § A i matrisen med motsvarande fel dz i 16sningen sa far vi istéllet
dx = —A"15A(z + o).
Detta leder pa samma sitt som ovan till feluppskattningen

[[0z]] [0A]

——— < K(A) . (4)
| + o] [A]

Det relativa felet i losningen ser nu nagot annorlunda ut pa grund av dubbeltermen 0A dx.

Eftersom bade dx och §dA antas vara sma sa kan vi dock i princip anta att denna term &r

forsumbar. I sa fall aterfar vi den tidigare situationen: [|dz|| / ||z|| < &(A) [[6A] / ||A]|.

Uppgifter

Hilbertmatrisen H, = (hi;) € R™*™ av ordning n har elementen h;; = iﬂ%l, och &r ett exempel
pa en sarskilt illakonditionerad matris (stort konditionstal). Exempelvis ges Hilbertmatrisen av
ordning 3 av
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MATLAB har en funktion hilb(n) som genererar denna matris, och en funktion invhilb(n)
som genererar inversen med stor noggrannhet — dess element &r heltal!l Darfor lampar sig
Hilbertmatrisen for var undersokning.

Uppgift 1. Titta forst pA H, och H, 1 for nigra n, samt konditionstalet x(H,). Detta kan
beréknas i MATLAB med kommandot cond. Kontrollera att cond ger samma resultat som nér
du berdknar matris-normerna explicit. O

Uppgift 2. Rita en graf som visar hur konditionstalet x(H,) vixer med n. Eftersom det vixer
mycket fort, anviind semilogy istéllet for plot. Detta ger en linlog-skala; linjar i z-led och
logaritmisk i y-led. O

Uppgift 3. For att visa att illakonditionerade matriser verkligen ger problem ska vi undersoka
kénsligheten i att 16sa systemet H,x = b. Tag en Hilbertmatris av mattligt stor ordning, t.ex.
n = 4. Valj ett hogerled b och 16s systemet genom att anvénda rref. Prova ocksa att multiplicera
med inversen: x = H,, 'b (anviind invhilb(n) for att berikna H, ).



Nu “stér” vi matrisen H,, genom att runda av alla dess element till 4 decimaler (kommandot
round kan utnyttjas). Los systemet med samma hogerled och jamfor resultatet. JAamfor dven de

relativa felen ”‘fj”H och Hléllfin "”H Anvénd uppskattningen (4) fér att bestimma det maximala felet
som kan uppsta p.g.a. dessa sma fel i matrisen. O

Uppgift 4. Hér ska vi se hur berdkningarna i I6sningsalgoritmen paverkar resultatet. Felen som
uppstar dr relaterade till kK(H,). Vi loser ekvationssystemet H,x = b fér nagot virde pa n, vilj
t.ex. n = 10 (ej storre!). Tag b som en slumptalsvektor: b = randn(n,1). (Vi anvéinder randn
som genererar normalfordelade slumptal for att fa bade positiva och negativa tal.) Jimfor de
16sningar du far med rref, Hn\b och inv(Hn)*b samt den exakta losningen invhilb(n)*b. [

Uppgift 5. Skriv en funktionsfil som loser systemet H,x = b exakt for ett stort antal ()
slumpvis valda hogerled b. Tag ocksa lika manga slumpvis valda felvektorer §b och 16s systemet
H, 6z = db exakt. For varje par av ekvationssystem, beridkna kvoten
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Av alla dessa kvoter k skall bara den minsta (kmin) och den storsta (kmax) levereras som utdata.
Detta ger oss spridningen av kvoterna. Enligt (3) bor kpmax ligga i nérheten av konditionstalet
k(A). O

Uppgift 6. Till sist, jamfor med hjélp av semilogy spridningen [Kmin, Kmax] gentemot kondi-
tionstalet for H, dan = 2,...,5. Detta kan goras genom att bygga ut funktionsfilen i féregaende
uppgift. O

Uppgift 7.

e Vilka slutsatser kan du dra?
e Vilken betydelse har N (antalet slumpgenererade hogerled?)

e Varfor maste vi 6ka N med storleken pa H?
O

Tips for sista fragan: det maximala relativfelet antas da b och §b har var sin speciell riktning i
R™. T sjalva verket skall de vara sa kallade egenvektorer till H,, dir b hor ihop med det storsta
egenvirdet Apmax och 6b hor ihop med det minsta egenvirdet Api,. Vi aterkommer till detta
senare i kursen, men vi kan testa pastaendet redan nu. Med kommandot [V, D] = eig(Hn) far
du tva matriser V och D. Kolonnerna i V adr egenvektorerna och diagonalmatrisen D innehaller
egenvirdena pa diagonalen. Egenvirdet pa plats (i,7) i D motsvarar egenvektorn i kolonn i av V.

Kontrollera alltsa vilka som &r de storsta och minsta egenvérdena till (t.ex.) Hyp och vélj b och

(|5|b ‘T‘ill”m‘(‘)‘csvarande egenvektorer. Los sedan systemen Hygdx = 0b och Higx = b exakt. Beridkna
oz ob
/

=0/ Tl och konditionstalet for Hig. De borde vara samma eller skilja ytterst lite. Testa dven

att berdkna i\‘:ﬁ Resultatet &dr ingen slump, men ryms inte i den hér kursen.




