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TMV166 Linjar algebra for M

Datorlaboration 5: Egenvirden och egenvektorer

Allmant

I den hér laborationen skall vi berdkna egenvirden och egenvektorer numeriskt och se nagra
tilldmpningar.

Mal
e Praktiskt berikna egenvérden och egenvektorer i MATLAB

¢ Anvinda diagonalisering fér att berdkna spanningar i mekanik

e Anvinda diagonalisering for att 16sa system av ordinéra differentialekvationer

Inledning

I foreldsning 13 sag vi hur man kan anvinda potensiteration for att hitta en egenvektor, och
ddrmed #ven tillhorande egenvirde. MATLAB anvénder istédllet en metod som bestdmmer alla
egenvirden och egenvektorer samtidigt. Den &r baserad pa en generalised form av QR-iteration.
(Vildigt) enkelt uttryckt sa sdtter man forst Ay = A och for k = 1,2,..., faktoriserar man
sedan Ay, = Qi Ry och sétter Ax11 = RiQy tills man erhaller egenvérdena pa diagonalen av Ry.
Varje steg gors implicit for att halla nere berdkningskostnaden, dvs. @ och Ry bildas aldrig
explicit.

Via kommandot eig kan man f& bade egenvirden och egenvektorer, pa olika sétt:

e E = eig(A) ger en kolonnmatris F, vars element dr egenvirdena till matrisen A.

e [V, D] = eig(A) ger tva matriser V och D. Kolonnerna i V' &r egenvektorerna till A, och
D ar en diagonalmatris med motsvarande egenvirden till A pa diagonalen, ordnade i sam-
ma ordning. Vidare dr kolonnerna i V normerade: norm(V(:,k))= 1. Om A &r symmetrisk
ar kolonnerna dessutom parvis ortogonala, sa att V=1 = V7,

e [V, D] = eig(A, 'vector') ger samma sak som ovan, férutom att D istéllet blir en
kolonnmatris.

Observera att [V, D] = eig(A) ger resultat &ven om A inte dr diagonaliserbar. Detta in-
triaffar om A har ett egenviirde med storre (algebraisk) multiplicitet &n motsvarande egenrums
dimension; i sa fall spdnner inte egenrummen upp hela R™. Egenvirdena riknas upp i D en-
ligt multipliciteten, men motsvarande kolonner i V' &r inte linjart oberoende och V é&r inte
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inverterbar. Produkten inv(V)*A*V ger ocksa ett resultat, som ofta dven blir D, men man far
forhoppningsvis en varning av typen Matriz is close to singular or badly scaled. Results may be
inaccurate. RCOND = 1.110223e-16. RCOND star héir for (en uppskattning av) reciprocal condi-
tion number, dvs. 1/k(V') (se Lab 3!). Varningen séger alltsa att MATLAB tror att konditionstalet
ar mycket stort. Egentligen dr x(V) = oo eftersom V inte dr inverterbar, sa det stimmer.

Uppgift 1. Bestdm egenvérden och egenvektorer till féljande matriser. Undersék om matriserna
ar diagonaliserbara med reella matriser eller med komplexa matriser eller inte alls. Undersok
ocksa om den diagonaliserade matrisen ar ortogonal eller ej.
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Tillaimpningar
Spianningsmatrisen
Or Tey Txz
Spénningsmatrisen S = | 7y, 0, 7y, | beskriver normalspénningar o och skjuvspénningar

Tzx Tz Oz
7 i plan parallella med koordinatyplanen, genom en kropp, ett kontinuum, som paverkas av
inre och yttre krafter. Egenvektorer till matrisen S &r huvudspénningsriktningarna och mot-
svarande egenvirden &r normalspénningen i plan vinkelrdita mot egenvektorn. I dessa plan &r
skjuvspénningen noll. Matrisen S &r alltid symmetrisk och dérmed alltid diagonaliserbar.

Spanningsvektorn s pa en viss snittyta med enhetsnormalvektor n ges av s = Sn.

Normalspénningen péa snittytan ges av lingden av projektionen av spanningsvektorn pa pla-
nets enhetsnormal, ¢ = n”'Sn. Skjuvspénningen pa snittytan ir lingden av spinningsvektorns

projektion pa snittytan. Denna berdknas enkelt med Pythagoras sats: 72 = ||s||2 — o2,

Om n &r en normerad egenvektor till S sa &r s = Sn = An, dér X &r motsvarande egenvérde. I det
fallet &r o = ||s|]| = A och 7 = 0. Dérav begreppet huvudspénning och huvudspénningsriktning.

Uppgift 2. Spanningstillstandet i en punkt @) i en kropp har beréiknats med finita-elementmetoden
och uttrycks i ett kartesiskt koordinatsystem (z,y, z) med spanningsmatrisen
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a Berikna normal- och skjuvspéanning pa en snittyta med normalvektor n = 15 [ 1 2 5 ]T.

S

b Beridkna huvudspénningar och huvudspéanningsriktningar.



System av differentialekvationer och matrisexponentialen

Ett enkelt sétt att 16sa det vektorviirda systemet 2/(t) = Ax(t) #r med hjilp av matrisexpo-
nentialfunktionen. For att nagot forsta dess definition utgar vi fran diagonaliseringsmetoden.
(Foljande &r repetition och utékning av resonemanget fran foreldsning 12.)

Antag att A #r en diagonaliserbar matris. Det innebér att det finns en matris P sa att P~1AP = D,
ddr D dr en diagonalmatris. Om vi nu gor variabelbytet 2z = Pp sa erhaller vi Pp’ = APp, dvs.

o' =P tAPp = Dp.
Utskrivet blir det )
p1(t) = Aipi(t)

p;L (t) = )\npn (t)

Loser vi dessa ekvationer sa far vi p; = ¢;eM?t, i = 1,...,n, vilket kan skrivas p = Be, med
“ eMt 0
CZ . .
c= ) och diagonalmatrisen B =
: 0 etnt
Cn,
crett
Transformerar vi tillbaka sa far vi x = Pp = PBc= P : = cieMtyy + -+ ety
cpetnt
dar v;, i =1,...,n &ar kolonnerna i P.
Antag nu att vi har begynnelsevillkoren z1(0) = zo1,...,2,(0) = zop, eller kortare: z(0) = xy.

D& blir 29 = Pc (ty B = I for t = 0), och dérmed ar ¢ = P~ 'zg. Vi kan dérfor skriva
z(t) = PBP 1.
Genom att skriva e som en Maclaurinserie, et = Yo %()\it)k sa inser man efter en smula
eftertanke att diagonalmatrisen B kan skrivas som

o 1
_ k
B = g —k!(tD) ,
k=0
och eftersom A* = PD*P~1 g4 far vi
[o@) 1
-1 k
PBP " = E o (tA)".

b
Il
o

Det &r nu naturligt att gora foljande definition:

Definition. Matrisexponentialen av matrisen tA ges av

o0

=3 (A

k=0

Matrisexponentialen dr definierad dven om A ej &r diagonaliserbar, och det visar sig att det gar
att derivera som “vanligt”, dvs.

gem = Aett = A A.
dt

Sammanfattningsvis: Differentialekvationen

2'(t) = Az(t), (0) = =z,



har 16sningen

déar

Om A ar diagonaliserbar sa dr

déar

P:[vl )

och 16sningen kan da skrivas

1
tA _ k
=> H(tA)
k=0
et = pBP,

Un] och B = )

x=PBc= C:[e/\ltvl + -+ Cne)\ntvna

dar Pc = xy.

Exempel 1: Vi l6ser

N | -4 6
HalrarA—[_3 5
0:det(A—/\I):‘

—4—A 6

¥ =—4x+6y, z(0)=7
y =—=3z+5y, y(0)=4"

] , och vi far egenvirdena genom

2y _9_ _
L 5_A‘_A A—2=(A+1)(A—2),

dvs. Ay = —1, Ao = 2. Motsvarande egenvektorer blir v; = [ 2 ], vy = [ ! ] Alltsa ar

Fran begynnelsevirdet x(0) = [

sa

Losningen blir saledes

Anm. Har ar

2 1 et
tA
© _[1 1“ 0

och

| 2 1
x:clet[l]—i—@e%[l].

7 ] far vi



Vi skall nu lata MATLAB anvéinda denna metod for att 16sa system av differentialekvationer. I
MATLAB skrivs e'4 som expm(t*A). (Glém inte m:et da exp(t*A) ger nagot helt annat!) DA
expm inte kan ridkna med objekt storre &n matriser, sa maste vi rikna ut et for ett t-virde i
taget.

Exempel 2: Vi l6ser systemet

=z +x9, 21(0)=1
rh=1m9— w1, 22(0)= -2

i intervallet ¢ € [0,10] pa foljande sétt:

A =11, 1; -1, 11;
x0 = [1; -2];
% 400 equidistant points between (inclusive) O and 10:
t = linspace (0, 10, 400);
x = zeros(2, length(t)); % a 2-vector for each t-value
for i = 1:length(t)
x(:,1) = expm(t(i)*A)*x0;
end
plot(t, x(1,:), t, x(2,:)) % plot x1 and x2 as two curves

Skriv in koden ovan som en skript-fil (kommentarer kan saklart uteldmnas) och testa att den
fungerar! Att kopiera in fran PDF-filen gar formodligen, men ibland blir vissa tecken feltolkade,
sasom t.ex. minustecknen.

Uppgift 3.

a Tag i tur och ordning A = Ay, Ao, A3, A4 fran Uppgift 1 och 16s systemen av differenti-
alekvationer #/(t) = Axz(t), z(0) = [ 1 2 -1 ]T med hjélp av expm(t*A) enligt ovan.
Rita grafen till 16sningskurvorna. Los ocksa systemen med diagonaliseringsmetoden och
jamfor resultaten. Téank lite extra pa Aj.

b Gor om ekvationen y” + 2y + 2y = 0, y(0) = 1, ¥/(0) = —2 till ett system av forsta
ordningens differentialekvationer med hjilp av substitutionen y; = y, yo = 3. Los detta
med matrisexponentialfunktionen. Rita l6sningskurvan.




