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TMV166 Linjir Algebra for M

Tentamen

Tentamen bestar av 10 st uppgifter vardera virda 3p och 4 st uppgifter vardera virda 5p, vilka
tillsammans ger maximalt 50p. Till detta ldggs de bonuspoéng (maximalt 6p) som tjénats ihop
genom presentation av kryssuppgifter. Betygsgrianser dr 20p (betyg 3), 30p (betyg 4) och 40p
(betyg 5) for det sammanlagda resultatet.

Till de forsta tio uppgifterna (3p-uppgifter) skall endast svar ges. Svar maste anges i rétt ruta
pa den bifogade svarsblanketten. Ladmna ej in 16sningar eller kladdpapper till dessa uppgifter!

Till de sista fyra uppgifterna (5p-uppgifter) skall utforliga, tydliga och vélskrivna losningar ges.
Renskriv dina lésningar, lamna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade,
svartolkade eller svarlésliga losningar.

Lycka till!

Tony
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TMV166 Linjir Algebra for M

Tentamensuppgifter

1. Ange hur manga losningar foljande ekvationssystem har:

201 — x9 4+ 33 = 9
1l + To + 2x3 = 2
3r1 + 2x9 — z3 = 1

Om det finns precis en 16sning, ange dven denna.
[Mal: (1.1) 16sa linjira ekvationssystem med eliminationsmetoden]

Losning: Radreducera totalmatrisen:

2 -1 3|9 1 1 22 11 2] 2
1 1 212 | ~12 -1 3/19 | ~]0 =3 —-1| 5 ~
| 3 2 1|1 | |3 2 —1|1 0 -1 -7]-5
1 1 2|2 [1 1 2|2
~[0 1 7|5|~[01 7|5
| 0 -3 —1|5 | | 0 0 20|20
Alltsa finns en unik 16sning. Fortsatt till radkanonisk form:
1 1.0]0 1 0 0] 2
~1010/-2|~]1010]|-2
0 0 1|1 0 0 1|1
Den unika l6sningen ar (x1, x9, x3) = (2, —2,1).
1 1 3
2. Latz=| 2 |,u= 0 [ ochv= |1 |.For vilka reella tal d ligger « i det plan som
d -2 4

spanns upp av u och v?
[Mal: (1.3) avgéra om en vektor tillhor linjéra holjet (span) av givna vektorer.]

Losning: Vektorn z ligger i det efterfragade planet om den &r en linjarkombination av w och
v, dvs. om Ac = x med matrisen A = [ U v ] har en icke-trivial 16sning. Radreduktion

ger
1 3|1 1 3 1 1 3 1
0 112 | ~]10 1 2 ~ 10 1 2

-2 4|d 0 10|d+2 0 0|d-—18

sa om det ska finnas en fri variabel maste vi ha d = 18.

3. Bestdm en ortonormal bas for planet i foregaende uppgift.

[Mal: (6.4) tillimpa Gram-Schmidt processen for att bestimma en ortogonal bas for ett
underrum W i R"™ utgaaende fran en annan bas for W. och (6.2) forklara vad som menas
med ortonormerad bas for ett underrum W]

(3p)

(3p)

(3p)



Lésning: Vektorerna u och v &ar en bas for planet, sa vi applicerar Gram-Schmidt och far

4
den ortogonala basen B = {b1,b2} dér by = u och bp =v — ““u = | 1 |. En ortonormal
2
1 4
bas ges alltsa av b1/ ||b1]| = % 0 | och ba/||b2] = \/% 1
—2 2
1 3 0
. En parallellpiped P har de fyra nérliggande hoérnen origo, | 1 |, | —1 | och | 1
0 4 2

Bestam volymen av P.

[Mal: (3.1) berdkna determinanten for en matris av godtycklig storlek med hjilp av sats
1]

Lésning: Volymen av P ges av absolutbeloppet determinanten av matrisen vars kolonner
ar de tre hornen. Via kofaktor-expansion langs férsta kolonnen far vi

1
-1 1 30
(1) - _1‘ A 2‘—1‘4 2‘_1-(—6)—1-6_—12,

=~ =
N = O

sa vol(P) = 12.

g 1 o 1o . 3
. Ange den ortogonala projektionen av z = 4 | P2 linjen som spanns upp av v = .

[Mal: (6.2) anvénda projektionsformeln 6.2.(2) i problemlsning]

Lésning: Projektionen proj, x ges av

z-v =9 _[—3/2].

proj, r = v =

Vv 1.8 3/2
2 -3 2
. Bestdm den karakteristiska ekvationen for matrisen A = | —1 1 1 | och ange dess
0 -3 4

egenvirden.

[Mal: 5.2 forklara varfor 16sningarna till den karakteristiska ekvationen till en matris &r
matrisens egenvérden.

Lésning: Den karakteristiska ekvationen ges av

2-X -3 2
O=det(A—A)=| -1 1-XA 1 =(2—A)‘1__§ 4_”—(‘1)‘:3 -
0 -3 4-)

(2—)\)<(1—)\)(4—)\)+3>—3 4-\)+6
(2 A)(1— N4 — ).

Egenvirdena &r alltsa 1, 2 och 4.

. Matrisen A har en diagonalisering som ges av

1 1 3 -1 0 0 -1 3 -1
A=|1 0 1 0 10 -1 3 -2
1 -1 0 0 0 2 1 -2 1

Bestam A'7b forb=[1 2 3]

[Mal: (5.3) berdkna potenser av en matris med hjilp av diagonalisering]

|

(3p)



8.

10.

Lisning: Lat A = PDP~! beteckna diagonaliseringen. Det giller att A7 = PD7P~1 s4

1 1 3 -1 0 0 -1 3 -1 1
Ap=11 0 1 0 1 0 -1 3 2112
1 -1 0] 0 027 ]| 1 -2 1 3
1 1 37[-10 0o ][ 2
=]1 0 1 0 1 0 -1
1 -1 0] 0 027 || o0
1 1 377 -2
=]1 0 1 -1
|1 -1 0] O
[ —3
=1 -2
| -1

Ar den kvadratiska formen 422 +6x1 22+ 223 positivt (semi-)definit, negativt (semi-)definit
eller indefinit?

[Mal: (7.2) forklara vad som menas med positivt definit, negativt definit och indefinit
kvadratisk form och tillimpa sats 7.2.5 for klassificering av kvadratiska former.|

Losning: Matrisen for den kvadratiska formen ges av [ ] Egenvéirdena till denna

3 2

matris dr 3 & /10, och d& v/10 > 3 har vi ett positivt egenvirde och ett negativt egenvérde.
Alltsa &r den kvadratiska formen indefinit.

. Lat en bas B = {by,bo,b3} for R? ges av by = [1 0 1]T, by = [—2 1 2]T och

by = [ 1 4 -1 ]T. Ange B-koordinaterna fér vektorn v = [ -1 -7 7 ]T och stan-
dardkoordinaterna for vektorn v med B-koordinaterna [v]p = [ 1 —1 2 ]T.
[Mal: 2.9 definiera begreppet koordinater for en vektor relativt en bas och bestdmma

koordinaterna for en vektor relativt en given bas foér ett underrum i R™ |

Losning: Alt. 1: stdll upp basbytesmatrisen Pg = [ b1 by b3 ] och 16s u = Pglu]p.

Detta ger [u|p = [ 3 1 -2 ]T. Alt. 2: Observera att vi har en ortogonal bas och rikna
uby

ut koordinaterna direkt via t.ex. g=5-- = 3. For v rdknar vi helt enkelt ut v = Pp vl =
T
(5 7 =3]".

Med basen B fran foregaende uppgift, finns det en icke-trivial vektor vars B-koordinater
dr detsamma som dess standardkoordinater? Vad skulle en sadan vektor i sa fall kallas?

[Mal: som foregaende uppgift och (5.1) definiera begreppen egenvektor och egenvirde |

Lésning: En sadan vektor x skulle uppfylla x = Ppx och alltsa vara en egenvektor till
basbytesmatrisen. Alt. 1: Radreducering av [ P -1 ‘ 0 ] ger att den enda l6sningen é&r
x = 0, alltsa finns ingen sadan icke-trivial vektor. Alt. 2: Vi kan &dven se detta genom att
stélla upp den karakteristiska ekvationen fér Pg och notera att Pg inte har egenvérdet 1,
men detta leder hér till lite mer jobb &n Alt. 1.

11.

3 =2 1
Matrisen A= | 0 2 0 | har tva egenvirden \; = 2 och Ay = 4. Diagonalisera A om
1 -2 3

mojligt, eller ange varfor det inte gar.

(3p)

(3p)

(3p)

(5p)

[Mal: (5.2) bestdmma egenvérden och egenvektorer till en matris och (1.5) skriva l6sningsméngden

till ett ekvationssystem pa vektorform och (5.3) diagonalisera en matris]



12.

Lésning: Matrisen dr diagonaliserbar om egenrummen fér A\; och Ay spédnner upp hela
rummet. Egenvektorerna for A\; ges av de icke-triviala losningarna till (A — 2I)x = 0.
Radreducering ger

0 1 =2 110
A-21 0Of~|0 0010
0 0 0 010
2 -1
sa egenrummet for Ay ges av E; = Span{ 1], 0 . For Ao far vi egenrummet
0 1
1
FEy = Span{ 0 } Eftersom dim E7 4+ dim Fs = 2+ 1 = 3 4r A diagonaliserbar, och
1
en diagonalisering ges av A = PDP~! dar
2 -1 1 200
P=]1 0 0 och D=]10 2 0
0 1 1 0 0 4

Lat T : R? — R? vara en avbildning som ges av T( { il } > = [ T1 522 } for en
2

konstant s.

(a) Visa att T &r en linjéir avbildning. (2p)

(b) Hérled standardmatrisen for 7. (1p)

(c) Avgor om T &r injektiv och/eller surjektiv. (2p)
[Mal: (1.8) avgéra om en given avbildning &r linjér och (1.9) bestdmma standardmatrisen

till en linjar avbildning F' da F(v) ar givet for tillrickligt manga vektorer v och (1.9)
avgora om en linjir avbildning given pa matrisform &r injektiv och/eller surjektiv]

Lésning: a) Vi visar att T(ax + by) = aT'(x) + bT(y) for alla konstanter a,b € R och
vektorer =,y € R?:

T+ i) =7 |

_ | ax1 +asxa+ byr + sby2) _ | ar1 + asxo n by1 + sby2)
axs + byz azrs by2

axi + by _ | am1 +by1 + s(awz + bys)
axa + by axa + by

(Notera att detta bara &r anvdndning av riknelagarna for vektorer.)

b) For alla x € R? har vi att T'(z) = [ é i ] x, genom att skriva den givna formeln som

en matris-vektor-produkt. Eftersom T &r linjéar ar alltsa A = [ (1) i
for T.

c) Alt. 1: Injektiv betyder att om T'(x) = T'(y) sa &r x = y, dvs. T'(x) = b har som mest
1 16sning. Men i det hér fallet betyder T( [ il ] ) = T( [ g ] ) att [ 1+ 572 ] =

2 Y2 X2
[ Y1 + Sy2 ]

] standardmatrisen

, varifran vi far att zo = yo. Detta ger i sin tur att =1 = y;. Sa ja, T &r

injektiv.

Surjektiv betyder att det for alla y € R? existerar ett x € R? sadant att T'(x) = y. Men
1+ Ssxo

Z2
lsbart for alla y. Sa ja, T' &r surjektiv.

:| _ |: :Zl :| ger att xo = yo och sen far vi 1 = y; — sys, dvs. systemet dr
2

| =1+ 70

(5p)



13.

14.

Alt. 2: Om T'(z) = Ax och A &r inverterbar sa &r T bade injektiv och surjektiv enligt

. . . .. . _ 1 -
satsen om inverterbara matriser. Men i det hir fallet ser man litt att A~! = { 0 i }

(radreducera eller anvéind formeln for 2 x 2-matriser), sa ja, T ar bade injektiv och surjektiv.

Antag att vi vet att ett homogent linjért ekvationssystem med 7 ekvationer och 10 variabler
har precis 5 stycken icke-triviala, linjart oberoende l6sningar.

(a) Kan vi alltid 16sa det motsvarande icke-homogena ekvationssystemet? Motivera. (2p)

(b) Formulera satsen du anviéinde for att 16sa a) och definiera de tva huvudsakliga kon-
cepten den innehaller. (3p)

[Mal: (2.9) tillimpa Rang-satsen vid problemlosning och (2.9) definiera begreppet dimen-
sion av ett underrum i R™ och bestdmma dimensionen for ett underrum och (2.9) definiera
begreppet rang fér en matris och bestdmma rangen for en matris och (2.9) formulera och
bevisa Rang-satsen.]

Lisning: Ekvationssystemet beskrivs av en matris A € R™10 och vi vet enligt uppgiften
att dim Nul A = 5. Enligt Rang-satsen (4.6.14) &r da rank A = dimCol A = 10 — 5 = 5.
Eftersom Col A alltsé inte spinner upp hela malmingden R” s& kan vi inte garantera att
Az = b alltid har en 16sning. For b), se definitionerna av rang och dimension i Lay. Det
skulle hir ricka att ange Rang-satsen som ”Sats: For en matris A € R™*™ giller att
rank A +dimNul A =n”.

1 2 3
Lat A= 0 1 | ochb=| 2
1 0 1

(a) Visa att Az = b &r inkonsistent. (1p)

(b) Bestdm en minstakvadrat-16sning Z till systemet genom att stélla upp och 16sa nor-
malekvationerna. (3p)

(c¢) Beridkna minstakvadrat-felet (dvs. normen av residualen). (1p)

[Mal: (6.5) forklara vad som menas med en minstakvadrat-16sning och (6.5) forklara varfor
minstakvadrat-losningarna #r 16sningarna till normalekvationerna A7 Ax = A”b. |

Lésning: a) Enkel radreducering ger att 0 = —1, sa ekvationssystemet har ingen losning.

b) Normalekvationerna ges av AT Az = ATb, dvs. [ ; g ] T = [ ;L } Radreducering ger

1
dérfor minstakvadrat-1osningen & = 2 { } .

312
5 3 1/2
¢) Residualen ar Az — b = % 2|1 —-12|= % —1 |, sa minstakvadrat-felet blir
1 1 -1/2
42 - = 3T+ 1+ 1= 3y/F =

(5p)

(5p)
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