MATEMATIK Hjilpmedel: ordlistan fran kurswebbsidan, ej riknedosa
Chalmers tekniska hogskola Datum: 140825 kl. 08.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Matteo Molteni
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TMV186/185 Linjir algebra TD

Tentan rittas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlimnade
papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godként pa tentan krdvs 25 poéng pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspoing fran duggor 2014 riknas med,
men maximal poing pa denna del dr 32.

For betyg 4 eller 5 kriavs dessutom 33 resp. 42 poidng sammanlagt pa tentamens tva delar.

Losningar 14ggs ut pa kursens webbsida. Resultat meddelas via Ladok senast tre veckor efter tentamenstillfillet. Granskning

alla vardagar utom onsdag 9-13, MV:s exp.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad inlimnas
tillsammans med 6vriga losningar.

2. Lat S, 7T : R? — R3 vara de linjira avbildningarna som ges av

S(e1) =e1 +2e2+e3, S(ex) = —e1 +3e3, S(es) =2e; + ey + 2es,
T(el) = €e; — 293, T(eg) =e + €9, T(ed) = € + e3.

(a) Skriv upp matriserna for S och 7 i standardbas, samt bestam 7 (e; — 2e2 + e3).
(b) Bestdm matrisen for den sammansatta avbildningen, y = S(7(x)), i standardbas.

(c) Bestdm #ven matrisen for den inversa avbildningen 7! i standardbas.

3. Lat
1 2 0 1
A=|-1 1 1|, b=|1
1 -1 2 0
(a) Anvind Cramers regel for att bestdimma den unika 16sningen till Ax = b (OBs! Inga poéng
om du loser systemet pa ett annat vis).

(b) Lat A’ vara 3 X 2-matrisen bestaende av de tva forsta kolumnerna i A. Bestdm
minstakvadratlosningen till A’x = b.

4. (a) Definiera vad som menas med en diagonalisering av en n X n-matris A.

(b) Bestdm en diagonalisering av matrisen A = [_Lll 170} .
(c) Bestdm x199 da xg = [1 O}T och x,, = Ax,,_1 for allan € N.

(OBs! Tal pa formen a' behsver inte riiknas ut).

Var god vénd!



Del 2: Overbetygsdelen

Poing pa dessa uppgifter kan inte ridknas in for att na godkédntgrédnsen. Normalt krdvs fér podng pa uppgift att man

redovisat en fullstindig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

5. Lat

(a)
(b)

pi(t) =243t +12 po(t) = —1+2t — 3 pa(t) =1+ 4% pa(t) =1+t + 2

Bevisa att B = {p1,p2,p3} dr en bas fér Ps, vektorrummet av alla polynom av grad hogst 2,
samt bestdm koordinaterna for p4 i denna bas.

Lat B’ = {p2,p3,p1} och P:= 5 L 5. Bestam P334.

6. Avgor vilka av foljande pastaenden som dr sanna respektive falska. Alla svaren maste motiveras, ritt
svar utan motivering belonas ej. Du far citera satser fran boken i ditt resonemang. Om du hévdar
att ett pastaende dr FALSKT sa maste du dven illustrera varfér med ett exempel som motsiger
pastaendet.

Om U #r en ortogonalmatris sa dr dven U? det ocksa.
Om A och B ir diagonaliserbara 2 x 2-matriser sa dr &ven A + B det ocksa.

Om A &r matrisen i standardbas fér ortogonalprojektion pé ett plan genom origo i R3, s& ar
rank(A) = 1.

Om A dr matrisen for spegling genom en linje genom origo i R?, forklara varfor A kan skrivas

A=TBT ! med B = E _OJ och ldmplig matris 7T'.

Bevisa att om A = TBT ! s4 har A och B samma egenvirden.

Lycka till!



Anonym kod sid.nummer | Poéng

TMV186/185 Linjir algebra TD 140825 1

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta l6sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Bestdm a sa att vektorerna &r linjért beroende. (2p)
vi=[t 2 3", vo=[-1 -1 2|7, vs=[a 1 0"
L&6sning:
S 2 N N
(b) Bestam baser for Col(A) samt Nul(A). (3p)
1 -1 1 0 O
3 =2 2 0 1
A=|0 1 -1 1 0
o -1 1 0 -1
2 0 1 1
L6sning:
S 2 N
(c) Léat P vara planet genom origo i R* som spénns upp av (2p)

vi=[1 -1 0 2", v»=[1 11 0.

Verifiera att v; och vy dr ortogonala, och bestdm ortogonalprojektionen pa C av vektorn
va=[1 1 1 1]".
Lo6sning:



(d) Lat B = {by,ba} och C = {c1,ca} vara de baser for R? som bestér resp. av

e e f] o-[] -

Bestam basbytematrisen C<B B
Lo6sning:

Los matrisekvationen AXB = XB + C.

Lo6sning:
2
(f) Lat
0.3 0.8
a=[o7 %)

Ange d sa att A har egenvirdet 1 och bestdm for detta d en egenvektor till egenvirdet 1.
Lo6sning:



Lésningar TMV186/185 Linjir algebra TD 140825

(a)
1 -1 a 1 -1 a
2 -1 1f{~|f0 1 1-2a]|,
3 2 0 0 0 —-5+7a
dvs a =5/7.
(b)
1 -1 1 0 0 10 0 0 1
3 -2 2 0 1 01 -1 0 1
0 1 -11 0|~J0O0 O 1 -1},
0 -1 1 0 -1 00 0 0 O
2 0 0 1 1 00 0 0 O
dvs 16sningen
—t
s—t
=1 s
t
t
dvs Nul(A) har basen
0 -1
1 -1
). oy
0 1
0 1
Basen till Col(A) &r de kolumner ur A som motsvarar pivotelement i den reducerade matrisen,
dvs
1 -1 0
3 -2 0
HUBREELE
0 -1 0
2 0 1

1-1+(-1)-140-14+2-0=0
dvs ortogonala. Ortogonalprojektionen blir ddrmed

1
1-1+1-(-1)+1-04+1-2 |—1 +1-1+1-1+1-1+1-0
1-1+(-1)-(-1)+0-0+2-2 |0 1-1+1-14+1-1+0-0

2

O = =
Wl =
DN W N

[SrREN|
~ oo
W N
[SAREN|

| 1 0 =10 9
o1 9 -7

dvs basbytesmatrisen blir

[—10 9}



X=A-D)"'cB'= [g _g]

03-1 08
A_I_[ov dl]

varur det(4 — I) = 0 ger d = 0.2 och egenvektor [0.8 O.7]T.

1 -1 2 1 1 0
Mg=12 0 1|Mp=|0 1 1
1 3 2 —2 0 1
1 1 0][1 —1]
0 1 1] |-2|=|-1
-2 0 1 1 —1]
(b)
1 -1 2 1 1 0] -3 0 1
Msr=MsMr =12 0 1|0 1 1|l=|0 2 1
13 2][-2 0 1 -3 4 5
()
Mp-1 = (M7)™
1 101 0 0 100 -1 1 -1
0 11010 ~(010 2 -1 1
-2 0 1 0 0 1 001 -2 2 -1
-1 1 -1
Mpa.=|2 -1 1
-2 2 -1
(a)
3 1 ..
detA = 3 9 =9, (-2*xK1+ K2 — K2, utv forsta rad)
-1 1 ..
det A;(b) = 1 2’:—1, —R1 + R2 — R2, utv forsta kolonn
-2 1
det As(b) :—‘ 1 2‘:5, —R1+ R2 — R2, utv andra kolonn
-2 -1 .
det A3(b) = 1 _1‘ =3, —Rl1+ R2— R2, utv tredje kolonn

x1 = —1/9, 5 =5/9, x5 = 3/9 =1/3.

(b)
.o |3 0 ., |0
A *A—{O 6]’ A *b—{g}.

T ZO7 To = 1/2.



4. (a) A= PDP~! dir D ir diagonalmatris.

(b)
—11-X 7
det(A—)\Ig):’ 14 10_)\’:)\2+A_12):()\+4)()\_3)7
som innebdr att egenvérdena ar A\; = —4, Ay = 3.
Egenvektorerna:
-7 7 1
A+413 —[_14 14:|7 Vi —|:1:|.
14 7 1
A3l = [—14 7] » V2o = M
Diagonalisering;:
_ 1 _|-4 0 |11
A_PDP,D_[O 3,P_12
(c)
_ 2 _3100 +2. 4100
Z100 = A2 = PD'Op~1gz, = pDLOO [_1] = {_2 . 3100 4 9. 4100
5. (a)
2 -1 1 1 0o 1 -7 1
3 2 0 1| ~|0 0 23 3],
1 -1 4 1 1 -1 4 1

(=2xR3+ R1 — R1,—5x R1+ R2 — R2) sd att [p]g = [9/23 —2/23 3/23}T. Vi ser ocksa

att tre forsta kolonner linjirt oberoende.

(b) T.ex. [pls = [0 0 1] sa

P =

—_ o O
OO =
o = O

Vi har P3 = I3 s P34 = p311lp — p,
6. (a) Sant. (UU)T(UU) = UTUTUU = UTIU = UTU = 1.

11 2 0 -1 1
(b) Falskt. Exempel: {0 1] = [0 1} + [ 0 0]_

[(2) ﬂ ar diagonal och [ 0 (ﬂ dr diagonaliserbar (tva olika egenvérden), men [(1) ﬂ 4r inte

diagonaliserbar (har bara egenvektorerna [t,0]7).

0,0]
10
av vektorn [a, b, ] blir da «[1,0,0] + 5[0, 1,0] = [a,b,0], dvs A= |0 1
0 0

(tva pivotelement).

7. (a) Lat B vara en bas med forsta basvektorn parallell med linjen och den andra basvektorn or-

togonal mot linjen. I denna bas motsvaras spegling i linjen av matrisen [(1) _01] Om P ar
basbytesmatrisen fran standardbasen till B s& #r alltsa A = P! {(1) _OJ P.

(b) A och B har samma karakteristiska polynom och déirmed samma egenvirden. Se Theorem
5.2.4 1 Lay.



Ordlista

1av?2

http://www.math.chalmers.se/Math/Grundutb/CTH/mve...

Liten ordlista Over linjar algebra. Se ocksa Glossary i kursboken dar kortfattad forklaring

av termerna ges.

Engelskt ord
adjoint, adjugate
algorithm

angle

augmented matrix

auxiliary (equation)

backward (phase)
basic variable
basis

belongs to
change of basis
collinear (vectors)
column

column space

composition of linear
transformations

condition

condition number
consistent system
constraint

dimension

distinct

domain

dot product

echelon (matrix)
eigenvalue, eigenvector
equivalent

finite (dimensional)
forward (phase)
general solution
homogeneous equation
identity matrix

if and only if

image

inconsistent (system)
inner product
inverse, invertible
kernel

least-square (method)

Svenskt ord

adjunkt, adjungerad matris
algoritm, rakneschema
vinkel

totalmatris, utvidgad matris

hjalp(ekvation), ibl. karakteristisk
ekvation

bakat (Fas)

bunden (ofri) variabel, basvariabel,
bas

tillhor

basbyte

parallella (vektorer)

kolonn

kolonnrum

sammansatt linjar avbildning

villkor

konditionstal

6sbart system
restriktion, villkor
dimension

distinkta, olika
definitionsmangd
skalarprodukt
trappstegs(matris)
egenvarde, egenvektor
ekvivalent, likvardig
andligt (dimensionell)
framat (fas)

allman l6sning
homogen ekvation
enhets matris, identitets matris
om och endast om

bild

olosbart (system)
skalarprodukt

invers, inverterbar
karna, nollrum
minsta-kvadrat(-metoden)

2013-10-11 11:21



Ordlista

2av?2

linear combination
linearly (in)dependent
linear span

lower triangular
mapping

necessary (condition)
nonsingular (matrix)
nontrivial (solution)
null space

one-to-one

onto

orthonormal
overdetermined system
range

rank

reduced echelon matrix

row space
satisfy

set

singular
solution
solution set
span, linear span

spanning set

submatrix
subspace
sufficient condition
trace

transfer matrix
transformation
transpose
underdetermined system
unique

unit vector

upper triangular
vector space
weight
zero(vector)

http://www.math.chalmers.se/Math/Grundutb/CTH/mve...

linjar kombination

linjart (o)beroende

linjart holje

undre triangular
avbildning, transformation
nodvandigt (villkor)
inverterbar (matris), icke-singular
icke-trivial (l6sning)
nollrum

injektiv (ev. en-entydig)
surjektiv, pa
ortonormerad
Overbestdmt system
vardemangd

rang

radkanonisk matris, reducerad
trappstegsmatris

radrum

satisfiera, uppfylla

mangd

icke-inverterbar, singular
l6sning

l6sningsmangd

(linjart) holje

mdngd som spanner upp,
uppspannande mangd
undermatris

underrum, delrum
tillrackligt villkor

spar

overfoéringsmatris
transformation, avbildning
transponat

underbestdmt system
entydigt bestamd
enhetsvektor

ovre triangular
vektorrum, linjart rum

vikt

noll(vektor)
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