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TMV166 Linjir Algebra for M

Tentamen

Tentamen bestar av 10 st uppgifter vardera virda 3p och 4 st uppgifter vardera virda 5p, vilka
tillsammans ger maximalt 50p. Till detta ldggs de bonuspoéng (maximalt 6p) som tjénats ihop
genom presentation av kryssuppgifter. Betygsgrianser dr 20p (betyg 3), 30p (betyg 4) och 40p
(betyg 5) for det sammanlagda resultatet.

Till de forsta tio uppgifterna (3p-uppgifter) skall endast svar ges. Svar maste anges i rétt ruta
pa den bifogade svarsblanketten. Ladmna ej in 16sningar eller kladdpapper till dessa uppgifter!

Till de sista fyra uppgifterna (5p-uppgifter) skall utforliga, tydliga och vélskrivna losningar ges.
Renskriv dina lésningar, lamna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade,
svartolkade eller svarlésliga losningar.

Lycka till!

Tony
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1. Ange hur manga losningar foljande ekvationssystem har: (3p)

5$1 + 6$2 — 4$3 = 3
2r1 4+ 3x90 + 2x3
ley + 229 + 423 = 7

I
o

Om det finns precis en 16sning, ange dven denna.

Lésning: Radreducering ger

3 1 2 417 1 2 4 7 1 2 47 1 2 47
Al6 | ~23 2/6(~|]0 -1 —-6| —8|~|016[8|~|01T6|8]|,
7 5 6 —413 0 —4 —24|-32 01 6|8 0 0 00
dvs. det finns odndligt manga I6sningar till systemet.
—4 1 a
2. Bestam a sa att A = 1 —2 —2 | &r singulér, dvs. inte inverterbar. (3p)
0 3 0
Lésning: Man kan radreducera dven hér, men snabbare ar att bestimma determinanten.
Kofaktorexpansion ldngs sista raden ger att
—4
det(A) = —3 = _3(8-a).
1 -2
Matrisen &r singuldr omm det(A) = 0, sa vi far att a = 8.
1 1 6
3. Latvi=| 1 |,ve=| —1 | ochz= | 12 |.Satt W = Span{w;, v} och bestdm x € W (3p)
0 1 0

och y € Wt sadana att z +y = 2.

Lésning: Da vy - vy = 0 &r {v1,v2} en ortogonal bas for W. Alltsa ges den entydiga
uppdelningen av

9 -2 7
) Z-v1 Z - U9 18 —6
T = projy 2 = v + v9=—v1+—v2= 1|9 |+ 2| = 11
V1 - U1 V2 - V9 2 3
0 -2 -2
och
-1
Yy=z—x = 1



1 2 -3

4.LatA:[1 1 1

r och k.

Losning: Eftersom A &r en 2 x 3-matris har vi direkt att k& = 3. Radreducering ger efter

ett steg att
1 2 -3
A~ [ 0 -3 -2 } ’
dvs. det finns 1 fri variabel i Ax = 0. Nollrummet spénns saledes upp av 1 vektor, vilket
ger dim Nul(A) = 1.

] . D& ar Nul(A) ett r-dimensionellt underrum av R¥. Bestim talen

. Med A som i féregaende uppgift, avgor ifall den linjédra avbildningen 1" : x — Az &r injektiv
och/eller surjektiv. (Endast podng om bada svaren &r ritt.)

Lésning: Eftersom nollrummet till A bestar av mer &n nollvektorn adr T inte injektiv; det
finns © # y sadana att T'(z) = T(y), dvs. A(x —y) = 0, z — y # 0. Dock ar T surjektiv,
eftersom de tva forsta kolonnerna i A &r linjart oberoende. Dvs.

Col(A) = R?, sa vi kan 16sa T'(z) = y for alla y € R2.

2 -2 1
. Bestdm det karakteristiska polynomet for A= | 0 —2 -2
0o 1 1

Lésning: Det karakteristiska polynomet ges av det(A — A\I). Via kofaktorexpansion lings
forsta kolonnen far vi

2—-A -2 1

det(A — XI) = 0 —2—-X —2|=(2-)) _Q_i 1_‘?
0 11—
=2-MNN\+A-2+2)
=(2-M)AA+1)

Det skulle dven ga bra att svara med t.ex. —A3 + A2 +2), men fran detta uttryck kan man
inte avldsa egenvirdena till A.

. Bestam de o for vilka det giller att

min 27 4 2axiT0 + 273 + x% > 0.
x%Jra:%Jrzg:l

Losning: Uttrycket som skall minimeras &r en kvadratisk form. Vi kan skriva den pa

T 1 a O
matrisform som 27 Az, dir x = | 29 | och A= | ¢ 2 0 |.Minimum av 27 Az under
x3 0 01

bivillkoret ||z|| = 1 ges av det minsta egenvirdet till A (se t.ex. Sats 7.3.6 i Lay), sa vi
berdknar detta:

Ozdet(A—)\I):(1—)\)(/\2—3)\+2—a2):(1—A)((/\—g)2—%+2—a2>

Det forsta egenviardet A = 1 ar alltsa positivt, och de andra tva ges av A = % +4/a% + %.

Dessa tva ér icke-negativa omm 4/a? + i < %, dvs. a® + i < %, vilket &ar ekvivalent med
att |a| < V2.

1 -1 4
LLat X =1 0 och y = | 0 |. Bestdm en minstakvadrat-l6sning till X3 = y.
1 2 6

Lésning: En minstakvadrat-16sning B kan beriknas fran normalekvationerna X7 X B =

XTy. Har sr XTX = [3 1] och X7y = [10

15 3 ] Radreducering eller anvindande av

formeln for 2 x 2-matrisinvers ger alltsa att B = [ ? ]

(3p)

(3p)

(3p)



9.

10.

Lat B = {b1,be} = { [ :13 } , [ _f ] } vara en bas for R?, och 1at den linjira avbildningen

T : R? — R? uppfylla T'(by) = 2b1 + ba, T(ba) = by — by. Bestéim matrisen for T i basen B.

Losning: Matrisen for T' i basen B uppfyller for alla x att [T'(x)|p = [T]g[z]B, och ges
saledes av

[Tl =[ [Tz [T(b2)]p |-

Fran den givna informationen har vi att [T'(b1)]p = [ ? } och [T(b2)]p = [ _i ], sa

T|p = [ ? _1 ] . (Notera att vi inte behover anvénda vad by och be har fér vérden.)

2 0 4
Bestiam a sa att dim (Span{vl,vg,vg}) =2davi=|2 |,v9=| -2 |,v3=| —4
0 3 a

Lésning: Eftersom vy och vy &r linjart oberoende har vi att dim <Span{v1, v2}> = 2. Skall

samma sak gélla nér vi ldgger till v3 s maste vz vara en linjarkombination av vy och vs.
Radreducering ger att

2 0] 4 2 0] 4 2 04 2 0 4
[v1 vp|vs]=]2 —2|-4|~|0 2|8 |~ |0 1[4]|~]|01 4
0 3| a 0 3| a 0 3|a 0 0ja—12

For att systemet skall ha en 16sning maste alltsa a = 12.



1 2 —4 -2
11. Lat A= | 3 3 -3 | ochwv = 0 | vara givna.
5 2 4 6

a) Definiera vad som menas med en bas for ett underrum W. (3p)
b) Bestdm en bas B foér Col(A). (1p)

c¢) Bestdm B-koordinaterna for v. (1p)

Lésning:

a) En bas for ett underrum W &r en méngd B av linjiart oberoende vektorer (i W) som

spanner upp W.
b) En bas for Col(A) ges av A:s pivotkolonner. Radreducering ger att

1 2 -4 1 2 —4 ] 1 2 —4
A~10 -3 9 |~|0 1 -3 |~(0 1 =3 {,
0 -8 24 01 -3 ] | 00 O
1 2]
dvs. en bas for W ges aVB:{bl,bg}:{ 31,3 }
5 2

¢) Vi far B-koordinaterna genom att 16sa v = ¢1b1 + c2be. Radreducering ger

1 2 -2 1 2 =2 1 2 -2 1 2 -2 1
33 0f~]0 -3 6|~]01 -2|~[01 =2[~]0
5 2 6 0 -8 16 01 -2 00 O 0
. C1 . 2
dvs. [v]p = [ e ] = [ 9 ]
12. Lat x och v vara vektorer i R dér ||v|| = 1. Da ges den ortogonala projektionen av x pa
linjen som spénns upp av v av
: _xrv._ — (TN TN (o T
PIOjSpan{v} & = -~ V= (z-v)v= (v z)v=v( z)=(vv )z,
diar A = voT &r en n x n-matris.
a) Visa att A #&r idempotent, dvs. att A% = A. (2p)
1
b) Idempotenta matriser har bara egenvirdena 0 och 1. Sitt v = % 2 | och hitta
-1

x # 0 och y # 0 sadana att Az =0 och Ay = y. (3p)
Lésning:

a) Eftersom 1 = ||[v]|* = vTv far vi att A2 = voTvo? = vl = v? = A.

b) Ett sdtt dr att losa ekvationerna via t.ex. radreducering. Ett enklare sétt dr att

T T

anvanda observationen v

v = 1 fran tidigare. Detta ger vv'v = v, dvs. v &4r en

egenvektor till A motsvarande egenvirdet 1. For att fa en egenvektor som hor till
egenviirdet 0 riicker det att hitta 2 sa att v’z = 0. Men detta &r alla vektorer

1

ortogonala mot v, alternativt ortogonala mot 2 |. Tag t.ex. xt1 =1 och zo = 1

-1
1
och riakna ut x3 fran 1z 4+ 229 — x3 = 0. Detta ger x = | 1



13. Lat ett system av ordinéra differentialekvationer ges av

Y1 (t) = yi(t) + 4ya(t)
Yo (t) = 3y (t) + Sya(t).

Bestém alla 16sningar till systemet genom att forst skriva det pa matrisform y’ = Ay och
sedan

a) diagonalisera A, (2p)

)
b) gora ett variabelbyte som omvandlar systemet till ett system pa diagonal form, (1p)
c) losa det diagonala systemet av ODE, (1p)

)

d) och slutligen byta tillbaka till de ursprungliga variablerna. (1p)
Lésning:

Matrisformen ér helt enkelt y/(¢t) = Ay, dir y(t) = [ n(t) } och A = [ L ]
ya(t) 35

a) BEgenviirdena ges av 0 = (1 — A)(5 — ) — 12 = A2 — 6\ — 7 = (A — 3)%2 — 16, dvs.

A1 = —1och Ay = 7. For \; = 1 far vi en egenvektor v; = [ _f } och for Ao far vi

2/3
1

en egenvektor vy = [ } . En diagonalisering ges av A = PDP~! dir

P:{_f 2{3} och D:[_Ol 2}

b) Variabelbytet x = P!y leder till 2’ = P~'y = P"'PDP~'y = Dz. (Vi behover inte
bestimma P~1.)

Cle/\lt . Cle_t

Cge)‘Qt - 02€7t .

d) For att transformera tillbaka anvinder vi y = Pz. Detta ger y(t) = Cre~ v +Cae  vo,
dar v1 och vy definierats ovan.

c¢) Det diagonala systemet har losningen z(t) = [

1 5 7 -7
. 11 3
14. Lat A = 9 4 8 _9 och antag att vektorerna p och b uppfyller Ap = b.
2 59 —4

Bestam alla x sadana att Az = b. Motivera ditt svar.

Lésning: Vi har en partikuldrlosning given, sa det aterstar att bestimma alla 16sningar till
det homogena systemet. Om Ar =0sa édr A(p+7r) =Ap+Ar=b+0=0b,dvs. z =p+r
ar en losning till Az = b for varje sadant r. Det finns inga fler 16sningar, eftersom om
Az =bsadr A(x —p) = Az — Ap=0b—b =0, dvs. x — p &r en 16sning till det homogena
systemet. Men om vi kallar z — p for r sa har vi juz =p+ (z — p) =p+r och Ar =0.

Radreducering (ja, 4 x 4, men litta siffror) ger att

1 5 7 =7 1 5 7 =7 102 3
A~ 0O -4 -4 8 1011 -2} 1011 =2
0 -6 —6 12 000 O 000 0}’
0 -5 -5 10 000 O 000 O
-2 -3
o - . . . -1 2 .
sa alla 16sningar till Az = 0 ges pa parametrisk form av x = s 1 +t e Saledes
0 1

(5p)

(5p)



far vi alla l16sningar till Ax = bsom x = p+s +1 , dér s och t ar godtyckliga

konstanter.
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