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TMV166 Linjir Algebra for M

Tentamen

Tentamen bestar av 10 st uppgifter vardera virda 3p och 4 st uppgifter vardera virda 5p, vilka
tillsammans ger maximalt 50p. Till detta ldggs de bonuspoéng (maximalt 6p) som tjénats ihop
genom presentation av kryssuppgifter. Betygsgrianser dr 20p (betyg 3), 30p (betyg 4) och 40p
(betyg 5) for det sammanlagda resultatet.

Till de forsta tio uppgifterna (3p-uppgifter) skall endast svar ges. Svar maste anges i rétt ruta
pa den bifogade svarsblanketten. Ladmna ej in 16sningar eller kladdpapper till dessa uppgifter!

Till de sista fyra uppgifterna (5p-uppgifter) skall utforliga, tydliga och vélskrivna losningar ges.
Renskriv dina lésningar, lamna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade,
svartolkade eller svarlésliga losningar.

Lycka till!

Tony
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1. Ange en LU-faktorisering av matrisen (3p)
2 =2 4
A=11 -2 2
2 -2 0

Lésning: Vi soker en 6vertriangulér matris U och en undertriangulér matris L med vérdet
1 pa diagonalen sadana att A = LU. Genom radreducering far vi direkt

2 -2 4 2 -2 4
1 -2 2| ~]10 -1 0|,
2 -2 0 0 0 -4

dér vi ldaser av U till hoger. Genom att sétta in de tva radoperationer vi utforde pa rétt
stille i L, med omvént tecken, far vi dven

1 00

L=1]1/2 1 0

1 01

Se Lay for utforligare forklaring.
2. Med matrisen A fran foregaende uppgift, 16s de bada ekvationssystemen (3p)

1 -1
Ar= 1|1 och Az = 1
1 1

Losning: Om man inte 16st féregaende uppgift far man radreducera tva ganger. Annars
skriver vi Az = b som tva system Ly = b och Ux = y och utnyttjar att L och U &r

1 0
trianguldra. For det forsta hogerledet far vi direkt y = | 1/2 | vilket ger x = | —1/2
0 0
-1 -1
For det andra hogerledet far vi pa liknande sitt y = | 3/2 | vilket ger 2 = | —3/2
2 —1/2
3 1 4
3. For vilka virden pa a ligger | 3 | i det plan som spdnns upp av | 2 | och | 5 |? (3p)
a 4 1

Losning: Fragan &r ekvivalent med nér de tre vektorerna &ar linjirt beroende. For att
undersoka detta sétter vi in vektorerna som kolonner i en matris A och tar reda pa néir
Az = 0 har nagra icke-triviala 16sningar. Vi far

1 4 310 1 4 310 1 4 310
25 3|0 ~]10 =3 3|0 |(~|[0 1 110 ],
4 1 al0 0 =15 a—1210 0 0 a+3]|0

dvs. vektorerna &r linjért beroende da och endast da a = —3.



4 3 1 3
2 4 1 2

Liosning: Vi utnyttjar riknereglerna for determinanter och far

. Lat A = { } och B = [ ] Bestam det (A3B7).

det (A3B7) = det(A)? det(B)".

Eftersom det A = 4-4—3-2 = 10 och det B = 1-2—3-1 = —1 blir svaret 103(—1)7 = —1000.

. Bestam koordinaterna for z = [ g } i basen B = { { ; } [ 3 ] }

2

Lésning: Koordinaterna [z]p definieras av [ ; 3 ] [z]p = x. Genom radreducering eller

. . . . . S -5
direkt berikning av inversen till matrisen ovan far vi [z]p = [ ] .

4
1 1 -1
. Ange en bas for nollrummet till matrisen A = 2 2 =2
-1 -1 -3

Losning: Nollrummet dr méangden av alla vektorer x sddana att Ax = 0. Alltsa radredu-
cerar vi aterigen:

1 1 =110 11 =10
2 2 =2|/0|~|0O0 0]0
-1 -1 =3|0 0 0 —410
-1
Harur ser vi att alla 16sningar ges av z = s 1 |, dédr s ar en fri parameter. En bas ges
0

-1
avt.ex.B:{ 1 }
0

. MATLAB-koden >> A = [1 2; 3 4;46]; b = [1; 0; 0]; x = A\b; kors utan

1 2 1
problem. Loser den problemet | 3 4 | z=| 0 |? Om ja, vad 4r 7 Om nej, varfor inte?
4 6 0

Losning: Nej, problemet adr éverbestdmt och ingen 16sning existerar. Det MATLAB retur-
nerar dr en minstakvadrat-16sning, dvs. det x som minimerar |[Az — b||.

. Matrisen A = [ 3 ] har egenvektorerna [ ;l } och [ 1 } Bestam A2

2 -3
Losning: Kalla de bada vektorerna x och y. Genom att multiplicera A med dessa ser vi
att Ax = 1o och Ay = —1y, dvs. A:s egenvirden &r 1 och —1. Med

4 1 1 0
V—[Q 1} och D—[O _1}

sa har vi

A=VDV!

och didrmed
A =vDpRPvt=vIvi =Vl =1,

dér I ar identitetsmatrisen.

. For den linjdra avbildningen T giller att T( [ ; } ) = [ g } och T( [ (1) ] ) = [ (1) ]

Bestdm standardmatrisen for 7.

—

3p)

(3p)



10.

Losning: Lat standardmatrisen betecknas M. Den definieras av sambandet
T(x) =Mz for alla .
Med den givna informationen har vi alltsa att
5 1 10
o]l v

For att berdkna M inverterar vi matrisen till héger och multiplicerar den fran hoger med
matrisen till vanster. Eftersom

1ol 1 10
2 1 S 1-1-0-2 -2 1|
5 1 10 3 1]
M‘[2 OH—Q 1}_[2 0]

Lat A och B vara godtyckliga ortogonala matriser med samma dimensioner. Vilka av
matriserna AB, BA och A+ B &r da garanterat ortogonala?

far vi

Lésning:

Att A &r ortogonal innebir att ATA = AAT = I. Om bade A och B #r ortogonala far vi
att
(AB)T(AB) = BTATAB=BTB =1,

och dven
(AB)(AB)T = ABBTAT = AAT = 1.

Alltsa ar matrisen AB ocksa ortogonal. Eftersom A och B &r helt godtyckliga dr &ven BA
ortogonal, da vi bara har bytt namn pa matriserna. Summan A + B kan vara ortogonal i
vissa specialfall, men i allménhet &r den inte ortogonal. Tag t.ex. A = B = I, vilket ger
A+ B =2I,och 2I(2I)T =4I #I.

(3p)



11.

12.

13.

Formulera och bevisa Pythagoras sats i R™. (5p)
Lésning:
Sats: Lat x och y vara tva ortogonala vektorer i R™. D4 géller att ||z + y||* = [|=||* + ||ly||*.

Bevis: Vi har att

lz+yl* = (z+y,2 +y)
= (z,2) + (z,9) + (v,2) + (4, v)
= =]+ 2(z,y) + |ly|*.

Eftersom z och y &r ortogonala #r (x, y) = 0 och satsen foljer.

Lat A vara en nilpotent matris, dvs. det finns ett heltal ¥ > 0 sadant att A" = 0 (5p)
(nollmatrisen) men A7 # 0 for j = 0,1,...,k.. Visa att da ar

(I-A)P=T+A+---AF  (4p)

-2 =2 2
Anviind detta for att berdkna (I — A)~! da A = 3 3 =3 1|.(1p)
1 1 -1

Lésning: Vi verifierar att I + A+ --- A* &r inversen av I — A genom att multiplicera fran
vanster och se att resultatet blir identitetsmatrisen:

T+A+ AT —A) =T+A+-- - AF —A— A% — ... — AF — AFF!
:I—Ak+1
=1

enligt antagandet. Alltsa &r (I + A+ --- A¥) en vinsterinvers till I — A. Eftersom A maste
vara kvadratisk om vi ska kunna bilda potenser av A sa ger satsen om inverterbara matriser
att det dven dr en hogerinvers, och ddrmed en invers till 7 — A. (Alternativt kan man saklart
gven multiplicera fran hoger och verifiera att det dr en hogerinvers direkt.)

-2 =2 2
For den specifika matrisen A = 3 3 —3 | sa observerar vi att A2 = 0. Via sam-
1 1 -1
bandet ovan far vi alltsa att
-1 -2 2
(I-A)'t=r+A=| 3 4 -3
1 1 0
Ett fysikaliskt fenomen f forvintas vara linjirt: f(z) = ¢1 + cox. For att bestdmma (5p)

konstanterna ¢ och co méttes virdet pa f for olika z enligt nedan.

z|[1]2]3]4
fl)|o[1]4]4

Pa grund av (stora) métfel finns inget exakt linjirt samband. Hitta den bésta approxima-
tionen genom att

e Skriva problemet pa matrisform Ac =b (1p)

e Bestdmma minstakvadrat-losningen till detta system. (3p)

Rékna dven ut minstakvadrat-felet. (1p)



14.

Lésning: Matrisformen av problemet ges av

A:[CCO xl]:

— ==
=W N
e}

I
| — |
o)

A%,
—_
o
@)
=
>
Il
-
—

8
S~—

Il
= = O

Vi ser direkt att systemet Ac = b inte har nagon 16sning. Minstakvadrat-l6sningen ¢ erhalls
som l6sningen till normalekvationerna AT A¢ = ATb, dér

1 1
v, [1 11171 2] [4 10 [ 9
AA_[1234 1371w 30| OB A0=]5]
1 4
AT . rs oo 1 30 —10 . .
Inversen till AY A beraknas latt till 0| _10 4 och saledes far vi

>

5[8]-[)

Minstakvadratfelet ges av

0
o2 1 1
|Aé — b|| = Ll =g = VR
1/2

(Detta ar 21% av ||b]|, dvs. mycket stort.)

Betrakta den kvadratiska formen Q(x) = Q(x1,z2,73) = 22% + 87179 + 223 + 293§.

e Skriv @ pa (symmetrisk) matris-form. (1p)
e Undersok om @ &ar positivt definit, negativt definit eller indefinit genom att berdkna
matrisens egenvirden. (3p)

e Om mojligt, hitta ett = och ett y sa att Q(x) > 0 och Q(y) < 0. (Tips: anvind det
du vet om egenvérdena.)

Lésning: Vi har att

2
Qz)=2TAzx dar A= | 4

For att hitta egenvirdena till A stéller vi upp den karakteristiska ekvationen:

2— )\ 4 0
0=det A — A\ = det 4 2—A 0
0 0 2—A

Genom kofaktorexpansion lidngs tredje raden (eller kolonnen) och anvindning av formeln
for determinanten av en 2 X 2-matris far vi snabbt att

det A — A = (2—)\)<(2—/\)2 —42)

Ett egenviirde &r alltsa 2 och genom att 16sa (2 — \)? = 42 ser vi att de 6vriga egenvirdena
ar —2 och 6. Eftersom det finns bade positiva och negativa egenvéirden &r den kvadratiska
formen @ indefinit. Detta betyder att Q(z) kan anta bade positiva och negativa virden.
Om z ir en egenvektor till A med egenvirde A far vi att Q(z) = 2T Az = \aTx = A ||z|?,
dér HxH2 > 0. Lat oss dérfor hitta egenvektorerna tillhérande ett positivt och ett negativt

(5p)



0

egenvirde. For A = 2 ser vi direkt att = | 0 | &r en egenvektor. Fér A = —2 16ser vi
1
1
(A — Al)y = 0 via enkel radreducering och far y = | —1 |. (Kontrollera att Q(z) blir
0

positivt och Q(y) blir negativt genom att séitta in i den ursprungliga definitionen.)
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