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TMV166 Linjir Algebra for M

Tentamen

Tentamen bestar av 10 st uppgifter vardera virda 3p och 4 st uppgifter vardera virda 5p, vilka
tillsammans ger maximalt 50p. Till detta ldggs de bonuspoéng (maximalt 6p) som tjénats ihop
genom presentation av kryssuppgifter. Betygsgrianser dr 20p (betyg 3), 30p (betyg 4) och 40p
(betyg 5) for det sammanlagda resultatet.

Till de forsta tio uppgifterna (3p-uppgifter) skall endast svar ges. Svar maste anges i rétt ruta
pa den bifogade svarsblanketten. Ladmna ej in 16sningar eller kladdpapper till dessa uppgifter!

Till de sista fyra uppgifterna (5p-uppgifter) skall utforliga, tydliga och vélskrivna losningar ges.
Renskriv dina lésningar, lamna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade,
svartolkade eller svarlésliga losningar.

Lycka till!

Tony
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Tentamensuppgifter

1. Ange hur manga losningar foljande ekvationssystem har:

lx; + 229 = 1
4r1 + 3m9 + bdxg = -1
2r1 4+ laxg + 4dxgz = 2

Om det finns precis en 16sning, ange dven denna.

Lésning: Radreducering ger

(1 2 0] 1 1 2 0| 1 12 0]1
4 3 5| -1|~]0 =5 5]|— ~10 1 —-1]|1
| 2 1 4] 2 0 -3 4] 0 0 3 —41]0
12 0] 1 (1 2 01 10 0]—
~(01 -1} 1 |~(01O0(4]|~]010] 4
| 0 0 —-1]-3 | 0 0 1|3 0 0 1] 3
I I [ -7
dvs. ekvationssystemet har 16sningen | x2 | = 4
L T3 L 3

2. Lat T : R? — R? vara en linjir avbildning som uppfyller

(i D=[3] r([sD=[3] e n([5D-[3]

Bestdam a och b.

Lésning: Om T &r linjar sa géller specifikt att T'(x +y) = T'(z) + T(y). Eftersom { 1 ] +

1 2 . .
[ 9 } = [ 3 } har vi alltsa att

DD D =[] B[]

dvs. a =b =06.

3. Bestim X € R?*2 g4 att AXB = C, da

1 2 11 0 5
a=|1 3] =]y ] e o= 5]

(3p)

(3p)

(3p)



Losning: Vi far att X = A~'CB~! om inverserna existerar, vilket de gor. De bestims
enklast via formeln for 2 x 2-matriser, vilket ger

1| -1 2 1| 2 1
A —[ 1 _1] och B —[ 3 _1].

Saledes blir
v [-1 2][o5)[-2 1]_[ 21][-2 1]_[-1 1
1 —1 1 3 3 -1 | -1 2 3 -1 | 8 =3[
. Bestidm det(A7) + det(B7) da

0 2 4
A=12 11 och B =
0 2 5

S O N
N DN =
T

Losning: Da B dr samma matris som A forutom att forsta och andra raden bytt plats sa
far vi direkt att det B = —det A och dirmed det(A7) 4 det(B7) = (det A)7 + (det B)” =
(det A)T 4 (—1)7(det A)7 = 0. Alternativt kan man utnyttja t.ex. kofaktorexpansion lings
forsta kolonnen for att berdkna

2 4
detA——Q‘ 5 s '_—2(10—8)_—4.
och det B = 4 och dérifran dra samma slutsats. Observera att det A+det B # det(A+ B).
o 2 -4 -2 6 . . o . :

. Lat A = 3 6 -3 4l Bestdm de virden pa a for vilka dim Col A = dim Nul A.
Losning: Enligt Rang-satsen vet vi att dim Col A + dimNul A = 4 da A har 4 kolonner.
Alltsa maste vi ha dim Col A = 4/2 = 2, vilket innebér att tva av kolonnerna i A maste
vara linjart oberoende. Men kolonn nr. 2 och 3 &dr bada multipler av kolonn nr. 1. For att

inte kolonn nr. 4 ocksa ska vara det kravs att a # 9.

Alternativt kan man saklart radreducera for att bestimma Col A explicit. Kravet for att
den radkanoniska formen skall ha tva pivotkolonner blir ocksa a # 9.

. Bestdm en ortogonal bas for Nul A da A &r matrisen i foregaende uppgift med a = 10.

Losning: Radreducering ger

2 -4 =2 6] [1—210]

3 -6 -3 10 0 0 01
2 1
.. 1 0 N o .
dvs. en bas for Nul A ges av b; = 0 och by = N Dessa ér inte ortogonala, sa vi
0 0
S
applicerar ett steg av Gram-Schmidts metod. Lat v; = by och v = bo— Z?:Igi by = % 7;
0

Da &r {v1,v2} en ortogonal bas for Nul A.

1 3
7. Ett plan i R? har basen B = { 51, 3 } Bestdam B-koordinaterna for = 7
5 4

(3p)

(3p)

(3p)



10.

1 3
Lésning: B-koordinaterna [z]p for x uppfyller Pglz]p =z, ddr P = | 5 3
5 4

Radreducering ger

1 3| -1 1 31—-1 1 3|-1 1 0| 2
5 3| 7| ~|0 -12]12 | ~|0 1|-1{|(~]0 1|-1],
5 4] 6 0 —11] 11 0 0 O 0 0| O

dvs. [2]p = [ _f ]

Lat linjen L i planet ges av riktningsvektorn [ 1 -1 ]T och lat z = [ 3 4 }T. Bestdm
proj;, « (den ortogonala projektionen av x pa L) samt ||x — proj, z||.

1 . o
1 utgor en bas for L. Den ar givetvis ortogonal, da den bestar
av endast en vektor. Saledes ges den ortogonala projektionen av x pa L av
) [ —1/2 ]

prOJLx—ﬁb 7()_ 1/2

Lésning: Vektorn b = [

Avstandet fran x till projektionen ges av

o= proi ol = | | 775 ||| = vEREF TR = v

. For vilka virden pa konstanterna a, b, ¢ &r den kvadratiska formen Q(z1,x2,23) = az? +

2bx1xo + cx% positivt semi-definit?
1 a b 0
Lisning: Med x = | xo | har viatt Q(z) =27Azx dir A= | b 0 0 |, och det giller
x3 0 0 ¢
att () dr positivt semi-definit omm alla egenvérden till A ar icke-negativa. Egenvardena A
ges av

0=det(A—\)=(c—)\) =(c—=A)(=Ma—)) —b%),

a— A\ b
b —\

sa \ = c dr ett egenvirde. Detta ger direkt att ¢ > 0. De 6vriga tva ges av

2 2 _0y2
0= aX—b ()\ 2)

a® + 4b?
4 )

dvs. ]

a

A= —+ —Va?+ 4b2

55 a® +
Om |b| > 0 dr Va? + 4b% > |al, vilket betyder att ett av egenviirdena &r > 0 och det andra
dr < 0. Alltsa far vi kravet b = 0. Da b = 0 ger formeln ovan egenvirdena 0 och a. Det
sista kravet blir saledes a > 0.

Ge ett exempel pa ett vektorrum V' som inte &r R™, och skriv ner hur addition definieras
i detta rum. Dvs., vad betyder u + v om u,v € V7

Lésning: Vi kan t.ex. ta V = {f : R — R}, alla reella funktioner. Om u,v € V definierar
vi u 4+ v genom (u + v)( ) = u(x) + v(z) for alla x € R. Ett annat exempel &r 12 = {u =
(w1, u2, .. | D072 uf u? < oo}, med (u+v); =u; +v;, j =1,2,.

(3p)



11. Lat W vara ett underrum av R™. (5p)

a) Definiera vad som menas med W+, det ortogonala komplementet till W. (2p)

-1 3
b) Antag att n = 3 och att vektorerna by = 2 | och by = | 2 | utgdr en bas for
-1 1

W. Bestiam en bas for W+. (3p)
Losning:

a) Det ortogonala komplementet &r alla vektorer i R som &r ortogonala mot alla vek-
torer i W, dvs.
Wt={yeR"|yex=0 VreW}

b) Eftersom by och by &r en bas for W sa giller att
Detta &r ett linjart ekvationssystem med tva ekvationer och tre obekanta:

ly1 — 2yo + ly3 = 0
3y1 + 2y2 + lys = 0

Radreducering ger
0 1 -2 110 1 -2 1
0 0 8 —-210 0o 1 —-1/4
—1/2

dvs. det finns en fri variabel y3 = s och W+ ges av linjen y =s | —1/4 |, s € R.

1
Alternativt kan vi utnyttja att vi alltid entydigt kan dela upp en godtycklig vektor
z € R¥som 2z = x+ydirz € Wochy € Wt. DA dimW = 2 blir Wt en

[121

0 10 1/2]0
3 21 0 01 —1/4 ’

1
linje. For att bestdmma vilken linje sa kan vi ta t.ex. z = | 0 |. D& by, by dr en
0
ortogonal bas for W sa ér x = projyy z = lfll%lflbl + 5’22:52 by = 13—4b1 — %bg. Dérmed &r
4
Yy=z—x == % —2 |. Detta &r riktningsvektorn for samma linje som vi fick
-8
fram ovan.
12. En permutationsmatris &r en kvadratisk matris dér varje rad och varje kolonn innehaller (5p)
010

precis ett element med vérdet 1, och alla 6vriga element &r 0, t.ex. | 0 0 1
1 00
Lat A € R™ "™ vara en permuationsmatris.

a) Visa att determinanten av A bara kan anta tva olika vérden. Vilka? (1p)
b) Visa att A dr en ortogonal matris (dvs. det som borde kallas ortonormal matris). (2p)
c) Visa att ||Az| = [|z|| for alla x € R™. (1p)
d) Vad kan du via c) sfiga om egenviirdena till A? (1p)
Lésning:

a) Vi kan erhalla matrisen A fran identitetsmatrisen genom att gora ett antal radbyten.
Ett radbyte byter tecken pa determinanten. Saledes blir det A = £1.



b) En ortogonal matris uppfyller A”A = AAT = I. Elementet pa plats (r, k) i matrisen
AAT &r skaldrprodukten av rad 7 i A och kolonn k i AT, dvs. rad k i A. Eftersom varje
rad i A har precis ett icke-noll element, pa olika positioner, sa blir skalarprodukten
av rad r och rad k noll savida inte 7 = k. Men detta betyder ju att AAT = I. Samma
resonemang fungerar for AT A, fast med kolonner istillet for rader.

c¢) Vi har att
|Az||* = (Az)e(Az) = (Az)T Az = 2T AT Az = 20 = zox = || ]2

d) Om A\ &r ett egenvérde sa finns en vektor z # 0 sadan att Az = Az. Men enligt ¢)
sa ar da ||z|| = ||Az| = || Az| = |A|||z]|, dvs. [A| = 1. Sa alla (komplexa) egenvirden
ligger pa enhetscirkeln.

13. Lat ett fysikaliskt samband ges av y = —Cz + Dz? for tva material-konstanter C' och D. (5p)
x[-1 0 1 2
y| 1 0 -2 3

Via experiment har féljande data uppmétts:

a) Stall upp ett linjért ekvationssystem for C' och D. (1p)
b) Visa att detta system inte har nagon lésning. (1p)

¢) Bestdm en minstakvadrat-losning genom att stélla upp och lgsa normalekvationerna.
(2p)
d) Bestdm minstakvadrat-felet for den erhallna uppskattningen. (1p)

Lésning:

1 -1
e . C .. 3 0 0
a) Ett linjdrt ekvationssystem ges av X D= y,dar X = [ - x ] =1 1
-2 8

1

0

och y = 9

3

b) T.ex. ger ekvation 1 att C' — D = 1, men ekvation 3 ger att C' — D = 2. Detta kan
inte gélla samtidigt.

~

c¢) Normalekvationerna ges av X7 X { - } = XTy. Vi far
6 —18 -3
Ty _ T, _
XX—{_18 66] and Xy_[21]'

Radreducering ger

e =[] 03] - [ )

dvs. minstakvadratuppskattningen ges av C=5 /2 och D=1.
d) Minstakvadrat-felet ges av

. 3/2 1 1/2
NEE DI NN



21 -1

14. Matrisen A = | 4 2 —2 | har endast egenvirdena 0 och 2. Diagonalisera A, eller ange (5p)

4 2 =2
varfor det inte gar.
Losning: Matrisen A &r diagonaliserbar om dess egenrum tillsammans spianner upp R3.
Eftersom det endast finns tva egenvirden sa maste egenrummet for ett av dem i sa fall

vara tvadimensionellt. For att undersoka detta betraktar vi forst Ax = 2z for egenvirdet
2, dvs. (A — 2I)z = 0. Radreducering ger

01 —-110 1 0 —-1/2]0 1 0 —-1/2]0
4 0 =2]0|~|0 1 -1/0|~{0 1 —=1]01,
4 2 —410 0 2 -210 00 010
1/2
dvs. egentummet Fs till A = 2 har dimension 1 och ges av Fy = Span{ 1 }
1
Vidare har vi
2 1 =110 2 1 =110
4 2 =2/0|~| 00 01]0],
4 2 —410 00 010
—1/2 1/2
dvs. egenrummet Fjy till A = 0 har dimension 2 och ges av E0:Span{ 1], 0 }
0 1

Vi kan alltsa dra slutsatsen att A dr diagonaliserbar. En diagonalisering ges av A = PDP~1
dér

1/2 —-1/2 1/2 200
P= 1 1 0 och D=0 0 0
1 0 1 0 00
Eftersom egenvektorerna &r linjirt oberoende behéver vi inte berikna P~! (fast den ges
2 1 -1
av P =] -2 0 1 |), men det #r lampligt att kontrollera att AP = PD for att
-2 -1 2

undvika raknefel.
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