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Forord och [dsanvisningar

Dennabok ger en introduktion till matematisk analys och linjir algebra for teknisk hogskola. Boken
bygger pa forelisningsanteckningar frin kurser vi foreldst pi maskinprogrammet pi Chalmers och
var ambition har varit att skriva en bok som ger en koncis och littillginglig men samtidigt rigor6s
beskrivning av det matematiska teoribygget, med tydliga kopplingar till modellering, berikning,
algoritmer och programmering.

Vir ambition har ocksa varit att ge studenten en bok som kan lisas frin pirm till pirm, istillet
for en tegelsten springfylld med exempel och utvikningar; dirav det kompakta formatet och det
relativt sparsamma utrymme som ges it [6sta exempel.

Boken ir strukturerad i fyra delar, med avsikt att varje del kan lisas som en 7,5 poingskurs.
Varje del 4r i sin tur indelad i atta kapitel, ett kapitel for vardera av Chalmers étta lisveckor. De
olika delarnas teman motiveras utifrin ckvationsldsning som ir ett centralt verktyg inom modelle-
ring och problemlésning i naturvetenskaperna och ingenjérskonsten. Uppligget kan dirfor sigas
vara problemmotiverat. Varje del motiveras utifrin vir vilja att kunna I6sa en viss klass av ekvationer:
f(x) = 0 (skalira ickelinjira ekvationer; del I), v’ = f (integraler och ordinira differentialekva-
tioner; del IT), Az = b (system av linjira ekvationer; del III) och A(u) = f (system av ickelinjira
partiella differentialekvationer; del IV). Dessa teman bildar en rod trid som léper genom texten,
men notera att dven om uppligget ir problemmotiverat sa ir det 7zte problembaserat. Texten foljer
istillet en traditionellt matematisk beskrivning med definition, sats och bevis. Den som si 6nskar
kan dirfor vilja att istillet tinka pa bokens olika delar som differentialkalkyl (del I), integralkalkyl
(del IT), linjdr algebra (del III) och flervariabelanalys (del IV).

Bokens évningsuppgifter ir indelade i “Ovningar”, “Problem” och “Datorévningar”. Ovning-
arna ir “enkla” standarduppgifter pd specifika teman och avsedda for kunskapskontroll och mingd-
trining, medan problemen kombinerar olika teman och kan kriva mer eftertanke. Datorévning-
arna innebir matematisk problemlésning med hjilp av dator (programmering). Dessa Svningar
kan utforas i vilket som helst programmeringssprak och 16sningar finns f6r savil Python som MAT-
LAB.

Avsnitt mirkta med \— limpar sig for sjilvstudier och kan lisas 6versiktligt. Bevis och 6vningar
mirkta med X ir av lite mer utmanande karaktir och ingir normalt inte i en standardkurs f6r god-
kint betyg. I 6vrigt 4r rekommendationen att ldsa (och forsta!) boken i sin helhet och att arbeta
flitigt med bokens 6vningar, problem och datorévningar. En limplig omfattning kan vara att géra
hilften av alla uppgifter; gor alla 6vningsuppgifter mirkta (a) och (b) samt alla udda problem och
datorévningar. Resterande uppgifter kan fungera som extra trining eller repetitionsmaterial inf6r
tentamen.

Lycka till!

Forfattarna
Goteborg, 2 februari 2019
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rigerat tidiga utkast av boken: Robert Forslund, Tomas Forssmark, Hussein Hamoodi, Felix Held,
Carl Lundholm, Douglas Molin, Raad Salman och Joel Sjégren. Speciellt tack till Joar Axds och
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Ekvationen Ax = b

Léisperioden kan séigas handla om att lisa linjéra ekvationssystem pd formen Az = b.

Introduktion

Linjira ekvationssystem kan skrivas pd formen Az = b. Hir dr A en matris och = och b vektorer
av tal.

Linjir algebra handlar om hur man riknar med matriser och vektorer av allmin dimension.
Innan vi borjar med detta ska vi studera vektorer i det vanliga 3-dimensionella rummet. Eftersom
dessa definieras som riktade strickor kallar vi dem geometriska vektorer. Med hjilp av dem kan vi
studera geometri i rummet, till exempel, avstand, vinkel, ortogonal projektion, area, volym, rit linje
och plan. De spelar dven en viktig roll i mekanik och fysik: kraftvektor, hastighetsvektor, rotations-
vektor, elektrisk filtvektor, och s vidare.
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Vi studerar vektorer i rummet. Dessa kan vara geometriska vektorer, det vill séiga riktade striic-
kor mellan punkter { rummet, men ocksd fysikaliska vektorer sasom bastighet, kraft, elektriskt
eller magnetiskt filt. Det gemensamma for dessa dr att de karakteriseras endast av sin rikt-
ning och sin magnitud (lingd). En annan gemensam sak dr bur man kan rikna med vektorer:
man kan addera vektorer och man kan multiplicera vektorer med tal och pa sd sitt bilda nya
vektorer. Vi ska ocksd infora skaldrprodukt och kryssprodukt av vektorer. Genom att infora ett
Cartesiskt koordinatsystem i rummet kan vi identifiera geometriska vektorer med vektorer i
R3. Slutligen ska vi anvéiinda geometriska vektorer for att héirleda ekvationer for den rita lin-
Jen och for planet. I senare kapitel ska vi generalisera till vektorer i n dimensioner, det vill siga
vektorer i R,

1.1 Geometriska vektorer

Vi borjar med att definiera geometriska vektorer som riktade strickor i rummet.

Definition 1.1 (Geometrisk vektor) Med en geometrisk vektor menas en riktad stricka,
det vill siga en stricka med en bestimd genomloppsriktning. Den riktade strickan frin

punkten A till punkten B tecknas zﬁ .
Lingd. Avstindet mellan A och B kallas lingden av vektorn 1@ och tecknas L@ |
Likhet. Tva vektorer z@ och C"ﬁ sigs vara lika, zﬁ = C"B, om 1@ kan parallellforflyttas

sd att den sammanfaller med c‘*ﬁ .
Nollvektorn. En vektor med samma start- och slutpunkt, A A, kallas nollvektor. Alla noll-

—
vektorer ir lika, AA = ﬁ . .
Motsatt vektor. Den motsatta vektorn till 1@ ir vektorn B A, vilken tecknas —E .

11



12 1.2. Vektoralgebra

En geometrisk vektor bestims alltsi entydigt av sin lingd och sin riktning, men inte av sitt lige i

\/

Figur 1.1: Geometriska vektorer

rummet. Tva vektorer som har samma riktning eller motsatt riktning (utan att nédvindigtvis ha
samma lingd), dvs som ir parallella eller antiparallella, kallas kolinjira.

Vi skriver ofta vektorer med fetstil, till exempel, u = ﬁ . Nollvektorn tecknas O och den
motsatta vektorn till u tecknas —u. Noteraatt | — u| = |u| och att nollvektorn ir den enda vektor
vars lingd dr 0, det vill siga, |u| = 0 om och endast om © = 0. Ibland skriver vi vektorns lingd
med vanlig stil, u = |u.

Exempel 1.1 (Fysiska vektorer) En geometrisk vektor u = AB it en riktad stricka i
rummet och dess magnitud ir dirfor en lingd med SI-enhet meter, v = |u| [m]. Hastighet
v ir en vektorkvantitet vars magnitud mits i meter per sekund och kallas fart, v = |v]
[m/s]. Kraft F ir en vektor vars magnitud mits i newton, F' = |F'| [N].

1.2 Vektoralgebra

Vektorer adderas genom att man parallellforflyttar den andra vektorn till spetsen av den férsta och
tar den riktade strickan som bildas.

Definition 1.2 (Addition av geometriska vektorer) Litu och v vara vektorer och
vilj punkter A, B, C'si attu = E ochv = B? . Vektorn ﬁ kallas summan av © och
v och tecknas u + v.

Med hjilp av den motsatta vektorn kan vi definiera subtraktion av vektorer: u — v = u + (—v).
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(R3kneregler for addition)

(u+v)+w=u+ (v+w) (associativa lagen for addition) (L.1)
ut+tv=v+u (kommutativa lagen for addition) (1.2)
u+0=u (nollvektorn) (1.3)

u+(—u)=0 (motsatta vektorn) (1.4)

Bevis. Bevis av (1.1). Vidlj punkter si att u = ﬁ, v = B?, w = @ D3 fis

(u+v)+w:(@+3?)+c"5:ﬁ+@:ﬁ
u+(v+w):ﬁ+(%+ﬁ):ﬁ+@:ﬁ

Bevis av (1.2). Vilj nu punkter sa att u = B = 175, v = B? = zﬁ Da bildar punkterna en
parallellogram ABC'D som spinns upp av vektorerna w och v. Vi fir

u+v:A.B)+B.C>':B
’U—}—’U,:E—I—ﬁ:ﬁ

Bevis av (1.3).
u—i—Ozﬁ—i—B@z/ﬁ:u

Bevis av (1.4).
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Figur 1.2: Summan av tvd vektorer (vinster) och multiplikation med skalir (héger).
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Definition 1.3 (Multiplikation med skaldr) Lit u vara en vektor och t en skalir, det
vill siga, ett reellt tal. D4 ir produkten tu den unika vektor som har lingden [tu| = [t||u]
och som ir parallell med w om ¢ > 0 och antiparallell med w om ¢ < 0.

Notera att i uttrycket |¢||u| ir [¢| absolutbeloppet av ett tal medan || ir lingden av en vektor.

(Rakneregler fér multiplikation med skalar)

t(u +v) =tu+tv (distributiv lag) (1.5)
(t+ s)u =tu + su (distributiv lag) (1.6)
t(su) = (ts)u (associativ lag) (1.7)
lu=u (1.8)
(—Du =—u (1.9)
Ou=0 (1.10)
Bevis. Vilimnar beviset till problem 1.2. O
Vektorn
w = su+tv (1.11)

kallas linjér kombination av vektorerna u och v med koefhicienterna s och ¢. Linjir kombination
ar ett viktigt site att bilda nya vektorer.
En vektor som inte dr nollvektorn, w # 0, kan normeras genom att man multiplicerar med

1/lul,

. 1 u
U=—u=—. (1.12)
[ul = Ju
Den normerade vektorn @ har samma riktning som w men lingden 1, |&| = 1. En sidan vektor

kallas enbetsvektor.

1.3 Skalarprodukt, ortogonalitet och projektion

Definition 1.4 (Skaldrprodukt) Den skalira produkten u - v definieras av
u - v = |ul|v|cos(f) (1.13)
dir 6 4r vinkeln mellan u och v.

Notera att skalirprodukten skrivs med en prick, © - v. Uttrycket v har ingen mening.
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(R3kneregler for skalarprodukt)

U-v=v-u (kommutativ lag) (1.14)
u-(v+w)=u-v+u w (distributiv lag) (1.15)
(tu) - v =t(u-v) =u- (tv) (distributiv lag) (1.16)
u-u = |ul? (1.17)

Bevis. Bevisen av (1.14), (1.16), (1.17) foljer omedelbart av definitionen i (1.13). For (1.16) noterar
vi d4 att vinkeln mellan tuw och v ir m — 0 di ¢t < 0 och att cos(m — #) = — cos(8). Distributiva
lagen (1.15) bevisar vi senare med hjilp av ortogonal projektion som vi strax ska introducera. [

Skalirproduktens tecken indikerar vinkelns typ. Antagatt w # 0, v # 0. Vi har tre fall:

* u-v >0.Diircos(f) > 0,dvs 0 < 0 < 7/2, och vektorerna bildar en spetsig vinkel.
* u-v = 0.Diir 0 = 7/2 och vektorerna bildar en 7it vinkel.

* u-v < 0.Diircos(f) < 0,dvs /2 < 6 <, och vektorerna bildar en trubbig vinkel.

Fallet med rit vinkel 4r sd viktigt att vi gor en definition.
Definition 1.5 (Ortogonala vektorer) Vektorerna w och v kallas ortogonala om
u-v=>0 (1.18)

Vi noterar att nollvektorn per definition r ortogonal mot alla vektorer.

Antag u # 0 och bilda enhetsvektorn @ = w/|u|. I figur ?? vi ser att talet |v| cos(f) ir den
ortogonala projektionen av v pd u. Men viharjuw - v = |u||v| cos(é) och projektionen ges alltsd
av

wlcos(0) = 22 = L = w4 (1.19)

|ul |ul
Projektionen ir en skalir som kan vara positiv, negativ eller 0 beroende pa vinkeln. Om vi multi-
plicerar den med enhetsvektorn a4 fir vi en vektor (v - @)% som ir parallell eller antiparallell med

u och vars lingd ir lika med absolutbeloppet av den skalira projektionen.

Definition 1.6 (Ortogonal projektion) Antag u # O och bilda enhetsvektorn @t =
u/|u|. Den skalira projektionen av v pd w ir

sproj,, (v) = % =v-u (1.20)

Vektorprojektionen av v pa u ir

(1.21)
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Vi kan nu bevisa distributiva lagen (1.15) f6r skaldr produkt:
u-(v+w)=u-v+u-w. (1.22)

Frin (1.20) ser vi att alla tre termerna ir lika med |w| ginger respektive skalira projektion pd u:

u - v = |ulsproj,, (v) (1.23)
u - w = |ulsproj, (w), (1.24)
u - (v 4+ w) = |ulsproj,, (v + w). (1.25)
Men
sproj,, (v + w) = sproj,, (v) + sproj,, (w), (1.26)

se figur ??, varav (1.22) foljer.

Exempel 1.2 (Arbete) En kropp forflyttas lings den riktade strickan u = AL [m]
under inverkan av en kraft F' [N]. Arbetet som utrittas blir d lika med skalira projektionen
av kraften ginger den tillryggalagda strickan |u/, se figur ?2:

W = |u||F|cos(§) = F -u [J] (1.27)

Arbetet ges helt enkelt som skaldrprodukten av kraften och den riktade strickan. Arbetet
kan vara positivt, negativt eller noll beroende pa tecknet pa cos(f), dvs beroende pa hur
kraften ir riktad i forhillande till rérelsen. (Enheten ir joule=newtonmeter J=Nm.)

Sambandet (1.17), |u|? = w - u, ir mycket anvindbart vilken foljande tvi exempel visar.

Exempel 1.3 (Berdkna langd) Vektorerna w och v har lingderna 2 respektive 3 och
bildar vinkeln 7 /3. Berikna lingden av vektorn u — 5v.
Vianvinder (1.17) och utvecklar kvadraten med hjilp av riknereglerna:

lu — 502 = (u — 5v) - (u — 5v)
=u-u+u-(—5v)+ (=5Hv) - u+ (-5v) - (=5v)
=u-u—10u-v+25v-v
= |ul? — 10u - v + 25|v|?
= |u|? — 10|u||v]| cos(m/3) + 25|v|?
— 4 — 60cos(m/3) + 225 = 4 — 30 + 225 = 199

Allesi: |u — 5v| = +/199.

Exempel 1.4 (Cosinussatsen) En triangel har sidor med lingderna a, b, ¢ och vinkeln
mellan sidorna a och b dr 6. Di giller

? = a® 4+ b? — 2abcos(h) (1.28)
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Bevis: Bilda vektorer a, b och ¢ lings de tre sidornasiatta = b+ cocha = |a|,b = |b],
¢ = |c|. Da fis

A =lc?=la—b?=(a—>b) (a—b)=|a]®>—2a- b+ |b*> =a®+ b* — 2abcos(h)

Exempel 1.5 (Uppdelning i ortogonala komposanter) Antagu # 0. Varje vektor
v kan delas upp i tvd unika komposanter, v = w1 + v2, dir vy ir parallell/antiparallell
med u och vy ir ortogonal mot w. Komposanterna ir v; = proj,(v) = (v - w)u och
vy = v — proj,, (v).

Bevis: Att vq ir parallell/antiparallell med u betyder att v1 = tw f6r nigon skalir ¢. Vi
bestimmer ¢ sd att v = v — tuw blir ortogonal mot u, dvs

O=@w—tu) u=v-u—tu-u=uv-u—tul

CRC
ol
Alltsa:
v-u A .
v =tu = Wu = (v - u)u = proj,, (v)

vy = v — proj, (v)

1.4 Koordinatsystem

Viinfor nu ett koordinatsystem i rummet. Det bestir av tre axlar som 4r parvis ortogonala och som
skir varandra i en punkt O, som kallas origo. Axlarna kallas x-, y- och z-axlarna. Pa respektive axel
placerar vi enhetsvektorer e, e, €, som pekar ut frin origo och definierar en positiv riktning till
respektive axel. Dessa vektorer kallas basvektorer. Ett sidant koordinatsystem med ortogonala och
normerade basvektorer kallas Cartesiskt. Viantar dessutom att det utgor ett hogersystem, dvs z-axeln
ar riktad i den riktning som en hégergingad skruv ror sig dd man vrider den kortaste vigen frin -
axeln till y-axeln. Alternativt kan man siga att x-, y- och z-axlarna ir orienterade si som tumme,
pekfinger respektive lingfinger pd hger hand. Vi har alltsd ett Cartesiskt hgersystem.
Att basvektorerna ir ortogonala och normerade, eller kortfattat orronormerade, kan formuleras
s3 hir:
e, €, =€,-e,=e, e, =1 (normerade)

(1.29)
€; €y =¢€; e, =e, e, =0 (ortogonala)

Vi ska nu dela upp en godtycklig vektor i komposanter lings basvektorerna. Att vektorer kan
uttryckas pa detta vis med precis tre basvektorer innebir att rummet ir tre-dimensionellt.
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(Uppdelning i komposanter) Varje vektor kan skrivas
U = Ug€y + Uyey + Uze, (1.30)
dir skaldrerna u, uy, u,, ir unika.

Vektorerna ug ez, uye,, u.e; kallas komposanter medan talen (koefhicienterna) u, u,, u kallas
komponenter.

Bevis. Vivisar forst att sidana tal finns. Litu = O—1>4, dvs den riktade strickan frin origo till nigon
punkt A. Dra sedan en rit linje genom A parallellt med z-axeln. Den skir xy-planet i en punkt B.
Genom B drar vi rita linjer parallella med z-axeln respektive y-axeln som skir axlarna i punkter C
respektive D. Da har vi

u:O—)LI:O?—i-C@—i-EZl

55 B4
Eftersom O( % ,OUB, B Air parallella/antiparallella med basvektorerna e, €, respektive e, si finns
tal Uz, Uy, u, sidana att

O? = Uge,, C@ = Uyey, B—1>4 =u,e,

och (1.30) foljer.
For att visa att talen 4r unika antar vi att (1.30) giller. Vi bildar skaldrprodukten av (1.30) med
e,:

U- €y = Ug€y - € + Uy€y - €1 + U€, - €5 = Uy
dir vi anvinde att basvektorerna ir ortonormerade, (1.29). Alltsa:
Uy = U - €y = sproj, ().
Pi liknande sice fir vi
Uy =U- €y = SProjey(u)
Uz =U- e, = Ssproj,_ (u)
Talen ir alltsi entydigt bestimda. O

Om man har valt ett koordinatsystem si 4r det praktiskt att skriva vektorer med hjilp av kom-
ponenter, dvs vi skriver kortfattat

U = (Ug, Uy, Uy) (1.31)

istillet for att skriva med komposanter u = uze, + uye, + u.e.. Skrivsitter (1.31) innebir
att vi identifierar vektorn med en taltrippel, (uz, uy, u,) € R3. Isenare kapitel ska vi arbeta med
vektorer i n dimensioner, dvs i R”.

Vi ska nu se hur man riknar med komponenter.
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(Komponentvis rékning)

u + v = (uCE’uy’uz) + (U:L"”Uyavz) = (ux + Ux, uy + Uy,uz + 'UZ) (132)
tu = t(ug, Uy, Uz) = (tug, tuy, tu,) (1.33)
U-v= (Uﬂﬁvuyvuz) : (U:tavyavz) = UgVz + UyVy + UV, (1.34)
] = |(tta, 1y, 02)] = (2 + 22 + 2 (135)

Bevis. Bevisen av (1.32) och (1.33) limnas som 6vning dt lisaren, se problem 1.9. For (1.34) anvin-
der vi (1.29):

u-v = (Ugey + uyey +uze,) - (Vg + vyey + v.€5) = Ugly + Uyvy + UV,
For (1.35) anvinder vi |u| = /u - w och tar v = wi(1.34). O

Exempel 1.6 (Rdkning med komponenter) Litu = (1,2,3) ochv = (—4,5,6).
Vi har di

lu| = V1+4+9 =114, (1.36)
lv| = V16 + 25+ 36 = V77 (1.37)
u-v=—-4+10+18=24 (1.38)

Vinkeln ges dd av sambandet u - v = |ul|v| cos(f):

() uU-v 24 ( 24 ) (139)
cos(f) = = , = acos | —— .
|ullv| 14-77 1078
Den normerade vektorn ir
A~ u _ (17273) _ 1 2 3
b=l = o — v Vi Vi) (1.40)
Projektionen av v pid u ges av
() = v i = (—4,5,6) . L2 _ A (141)
Spro = ’ = 7% 9, : e o
PO v14 14
. o n (1,2,3)\ (1,2,3)
v)=(v-u)u=((—4,5,6 1.42
proj, (v) = (v - @) (( ) Az ) i (1.42)
24 12 24 36

For att ange liget for en punkt P bildar vi dess ortsvektor OP. Efter uppdelning i komposanter
har vi

O-P) = e, +ye, + ze, (1.44)
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dir vikallar komponenterna z, y, 2. Dessa kallas koordinater tor punkten P och vi skriver kortfattat
P =(z,y,z) (1.45)

Koordinaterna for punkten P ir detsamma som komponenterna for ortsvektorn O ﬁ Vibetecknar
ofta ortsvektorn med 7, dvs

r= O—f% = (z,y,2) (1.46)

Exempel 1.7 (R&kning med koordinater) Lit P, = (x1,y1,21) och P» =
(22, Y2, 22) vara tvd punkter. Di giller

-
PPy = (x9 —x1,Y2 — Y1, 22 — 21) (1.47)

och avstaindet mellan P; och P, ges av

d= \/(CCQ —x1)2+(y2—y1)2+(22—21)2 (1.48)

Bevis: Genom att ga via origo far vi

PPy =P,O+O0OP;=0P;—OP;

= ($27y2722) - (l’hyl,Zl) = (1’2 —T1,Y2 —Y1,%22 — 2’1)

Avstindsformeln foljer nu direkt av d = | Py P| och (1.35).

1.5 Kryssprodukt

Definition 1.7 (Kryssprodukt) Kryssprodukten w X v ir den unika vektor som defi-
nieras av villkoren:

* Lingden ir
lu x v| = |u||v]|sin(0) (1.49)

dir 6 ir vinkeln mellan w och v.

¢ Vektorn w x v ir ortogonal mot bide u och v och riktad i den riktning som en
hégergingad skruv ror sig dd den vrids kortaste vigen fran w till v.

Till skillnad frin skalirprodukten w - v, som dr en skalir, dr kryssprodukten u X v en vektor. Den
kallas dirfor ocksd vektoriell produkt. Vi erinrar oss att u - v = 0 om u och v ir ortogonala, ty da
ir cos(#) = 0. P4 liknande sdtt ser vi frin (1.49) att om w och v ir parallella eller antiparallella s3
iru x v = 0, tydddrsin(f) = 0. Till skillnad frin cos(f), som byter tecken, ir sin(#) > 0 for
6 € [0, m].
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Vi noterar ocksd att vi behéver alla tre dimensionerna for att definiera kryssprodukten. Om
bide u och v ligger i zy-planet, sa blir u x v parallell/antiparallell med z-axeln, dvs den ligger
utanfér zy-planet.

(R3kneregler for kryssprodukt)

vXu=—(uxv) (antikommutativitet) (1.50)
uxu=0 (1.51)

(tu) X v = t(u X v) = u X (tv) (distributiv lag) (1.52)
ux (V+w)=uxv+uxw (distributiv lag) (1.53)

Bevis. Reglerna (1.50), (1.51), (1.52) foljer litt frin definition 1.7 och limnas som 6vning. Beviset
av distributiva lagen (1.53) 4r kringligare och vi utelimnar det. O

Sambandet (1.50) betyder att kommutativa lagen inte giller for kryssprodukten, istillet ir den
antikommautativ. Inte heller associativa lagen giller, dvs i allmdnhet har vi

(uXxv)Xw#uXx (vxXw) (1.54)
se problem 1.11.

Exempel 1.8 (Area av parallellogram) Antag att vektorerna w # 0, v # 0. Di
spinner de upp en parallellogram vars area ges av basen |u| ganger hojden |v] sin(6), dvs
|u||v] sin(6). Arean ges alltsi av formeln

A=|u x| (1.55)

dvs lingden av kryssprodukten. Vektorn u X v ir ortogonal mot parallellogrammen, den
kallas dirfor normalvektor. Aven den motriktade vektorn —(u X v) = v X w ir en normal-
vektor.

Exempel 1.9 (Volym av parallellepiped) Antagattvektorernau # 0,v # 0, w # 0.
Da spinner de upp en parallellepiped vars volym ges av basytan ginger héjden V' = hA. Vi
later A vara arean av parallellogrammen som spinns upp av v och w, dvs

A=|v x w| (1.56)

Vektorn v X w ir ortogonal mot basytan och bildar en vinkel & med vektorn w. Om vinkeln
ar spetsig, dvs cos(f) > 0, sa ir hojden den skaldra projektionen av u pi v x w,

h = |u| cos(0) (1.57)

och volymen blir
V = |u||v x w|cos(f) = u - (v X w) (1.58)

Om vinkeln ir trubbig, dvs cos(§) < 0, sd blir héjden b = —|u| cos(#) och volymen
V = —|ullv X w|cos(f) = —u - (v X w) (1.59)
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Vi drar slutsatsen att volymen i bida fallen ges av absolutbeloppet av u - (v x w),

V=lu-(vxw)) (1.60)

Produkten w - (v x w) kallas skalér trippelprodukt och har intressanta egenskaper men vi foljer
inte upp detta hir.
Det dr nédvindigt att veta hur man utvecklar kryssprodukten i komposanter.

(Komposantuppdelning av kryssprodukten) Antagatt e, ey, €, ir bas-
vektorer i ett Cartesiskt hogersystem. Di giller

U XV = (Uyl, — UUy)eg + (UUp — Uzv;)ey + (Ugy — UyVs)e, (1.61)

Bevis. Med hjilp av distributiva lagen och sambanden v x u = —(u X v), u X u = 0 frin
sats 1.6 far vi

U XV = (Ugey + uyey +uze,) X (vye, +vyey + v.€;) (1.62)
= (Uyv; — Uzvy)ey X €, + (UVp — UgVy)e, X €y + (Ugply — UyUy )€y X €y
(1.63)
Eftersom vi har ett hogersystem sa giller
ey X €, =€, e, xe, =ey e Xe =e, (1.64)
och beviset ir klart. O

For att littare komma ihdg sambandet (1.61) infor vi ett rikneschema som kallas determinant.

och definieras enligt

o . . a
En tvdradig determinant tecknas .

d
a b
c d‘ =ad — bc (1.65)
En treradig determinant tecknas och definieras
a b c
d e f:aZ f—b‘d f+c’d Z (1.66)
g h J g J 9
=a(ej — fh) —b(dj — fg) + c(dh — eg) (1.67)

Notera hur den treradiga determinanten utvecklas i en summa av tre tviradiga underdeterminan-
ter multiplicerade med talen frin forsta raden med alternerande tecken. Underdeterminanterna fis
genom att stryka den rad och den kolumn som méts i respektive tal. Strecken som ingar i determi-
nanten kallas determinantstreck och ska inte forvixlas med absolutbelopp eller lingd.
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Om vi sitter in basvektorerna i forsta raden och komponenterna fér w och v i andra respektive
tredje raden, s fir vi

Uy U u Uy U
Up Uy uzl=|Y Fle,—| " Fle,+| " Yle, (1.68)
vy U Vp Vs Uy Uy
Vp Uy U
= (UyVs — UzVy) €y — (UpVsr — UUz) €y + (Ugply — UyUg )€ (1.69)

Detta ir detsamma som (1.61). Alltsa:
e, e, e,

UXV= Uy Uy Uy (1.70)
Uy Uy Uy

Exempel 1.10 (Area av triangel) De tre punkterna O = (0,0,0), A = (1,1,1),
B = (1,2, 3) dr horn i en triangel. Berakna dess area.

Triangeln spinns upp av vektorerna u = OA (1,1,1),v = O? (1,2,3). Dess area
ar hilften av arean av motsvarande parallellogram. Enligt (1.55) harvida

1
A= §|u X v (1.71)
och enlig (1.70)
e, e, e,
uxv=|1 1 1|=(1,-21) (1.72)
1 2 3

Arean blir A = %\/6

Exempel 1.11 (Volym av tetraeder) De fyra punkterna ir O = (0,0,0), A =
(3,-1,2),B=(4,0,5),C = (1,3,2) ir hornlen tetraeder. Berikna dess volym.

Tetraedern spinns upp av vektorerna u = OA (3,-1,2),v = O? = (4,0,5),

w = OC = (1,3, 2).Dessvolym ir en sjittedel av volymen av motsvarande parallellepiped,
se dven problem 1.12. Enligt (1.60) har vi di

V= é\u (@ 5] (1.73)

och enlig (1.70) (se dven problem 1.13)

vxw=|4 0 5|=(-15-3,12) (1.74)
1 3 2
u- (vxw)=(3-1,2) (-15,-3,12) = —18 (1.75)

Volymen blir V = £| — 18| = 3.
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1.6 Rata linjen och planet

Vi ska nu bestimma ekvationer for rita linjen och planet. Vi anvinder ett Cartesiskt hogersystem.
En rit linje i rummet bestims entydigt om man anger en punkt Py = (20, Yo, 20) pd linjen och
en rikiningsvektor v = (v, vy, v,) som pekar ut linjens riktning. En punkt P = (x,y, 2) ligger
pi linjen om och endast om vektorn ﬁ ar parallell eller antiparallell med v, dvs om det finns ett
tal ¢ s4 att ﬁaﬁ’ = tv. Men ﬁaﬁ = 1 — 10 dir 7 och ¢ punkternas ortsvektorer. Alltsa har vi
r — 19 = tveller

r=ry+tv, —oco<t<oo (1.76)

eller med koordinater
T = 19 + tvy,

y=yo+tv, —o00<t<oo (1.77)
z =29+ tv,,
Ekvationerna (1.76) och (1.77) kallas rita linjens ekvationer pd parameterform skrivna pi vektor-
form respektive koordinatform. Nir parametern ¢ genomldper intervallet (—o0, 00) genomldper

punkten P den rita linjen.
Genom att eliminera parametern t ur (1.77) far vi vita linjens ekvationer pa parameterfri form

T—2o _Y—Y _ 2~ %0 (:t)

(1.78)
Vg Uy Vy

forutsatt ate alla komponenter v, vy, v, skilda frin 0. Om en av dem ir 0, till exempel v, = 0, sd
fir vi istillet

Vg Uy

Exempel 1.12 (R3ta linjen genom tva punkter) Bestim ekvationer f6r den rita linjen
som gir genom punkterna A = (1,2,3) och B = (3,2, 1).

Viviljer Py = A och en riktningsvektorv = AB = (3,2,1) — (1,2, 3) = (2,0, —-2). Vi
far

r =142t
y =2, —o00o<t<oo (1.80)
z=3—2t,
Efter elimination av ¢: 1 3
T — z—
_ Ly =2 1.81
5 —5 0 Y (1.81)

Exempel 1.13 (Skarning mellan tva linjer) Visaattlinjernaz =y —1=(2+1)/2
och (x —3)/2 = (y — 1)/(—1) = z — 2 skiir varandra och bestim skirningspunkten.
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Vi skriver linjerna pd parameterform:

r=t =3+ 2s
=141 y=1-—s (1.82)
z=—-14+2t z=2+s
Obs att vi méste anvinda olika parametrar ¢ och s. Vilikstiller 2, y, z-koordinaterna och far
ekvationssystemet
t=3+2s
l+t=1-3s (1.83)
—1+2t=2+s
Vihar 3 ekvationeri2 obekanta. Det ir inte sjilvklart att det finns ndgon 16sning. Viunderso-
ker. Den andra ekvationen ger ¢ = —s, vilket sittes in i den forsta ekvationen: —s = 3+ 2s
ochvifirs = —1ochsedant = —s = 1. Dessa miste uppfylla dven den tredje ekvationen.
Visitterin: —1 +2t = =14+ 2 = 1loch2+ s = 2 — 1 = 1, vilket stimmer. Vi har en
unik 16sning: ¢ = 1, s = —1. Med dessa parametervirden firviz = 1,y = 2, 2 = 1, dvs

skirningspunkten P = (1,2, 1).
I nista kapitel ska vi ldra oss en systematisk metod f6r att undersoka losbarheten for sidana
ekvationssystem.

Vi gir nu over till planet. Ett plan bestims entydigt om man anger en punkt Py = (20, Yo, 20)
i planet och en normalvektor N = (N, Ny, N.) som ir ortogonal mot planet. En punkt P =

(x,y, z) dr i planet om och endast om vektorn r — 79 = Py P ir ortogonal mot normalvektorn
N. Detta ger ekvationen
N -(r—ry))=0 (1.84)

Uttryckt i komponenter blir detta:
Nz(x —x0) + Ny(y — yo) + N.(2 — 29) =0 (1.85)
Denna ekvation kan ocksa skrivas pa formen
Ax+ By+Cz=D (1.86)

dirA = N,;,B=N,,C = N,,D = Nyxo+ Nyyo + N 2.

Detdr viktigt att kunna kidnna igen planets ekvation (1.85) eller (1.86). Till exempel, om man ser
en ekvation pd formen (1.86) si ska man forstd att detta dr ekvationen for ett plan med normalvektor
N = (A, B,C) och som gir genom punkten Py, som man fir genom att vilja tvd av g, Yo, 20
och rikna ut den tredje ur (1.86).

Exempel 1.14 (Plan genom tre punkter) Bestim en ekvation f6r planet som gir genom
punkterna A = (1,1,1), B =(1,2,3),C = (—1,2,1).

Vektorerna AB = (1,2,3) — (1,1,1) = (0,1,2) och AC' = (=1,2,1) — (1,1,1) =
(—2,1,0) ligger i planet och vektorn N = AB x AC it en normalvektor. Viberiknar den



26

med determinantformeln (1.70):

e, €, e,
N=ABxAC=|0 1 2|=...=(-2,-42) (1.87)
-2 1 0
Planets ekvation blir dd
—2(x—1)—4(y—1)+2(z—1)=0 (1.88)

Hir kan man genast avlisa en normalvektor N = (—2, —4, 2) och en punkt i planet A =
(1,1,1). Eventuellt kan man vilja férenkla till

T+2y—2z=2 (1.89)

Ur denna ekvation kan man direkt avlisa att N7 = (1,2, —1) ir en normalvektor. Denna
ar antiparallell med IV, ty N1 = —2IN, och vi inser att planets normalvektor ir inte unik.
En punkti planet skulle man kunna finna genom attsittain xg = yo = 0i(1.89) ochrikna
ut zg = —2. Allesi ir Py = (0,0, —2) en punke i planet (i tilligg till de punkter vi startade
med).
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Ovningar

1.1 Geometriska vektorer

Ovning 1.1 Illustrera med en figur.

@WAB=CD (b)AB+CD ()AA (d)BA=—AB
1.2 Vektoralgebra

Ovning 1.2 Illustrera vektorerna med vektordiagram som i figur 1.2.
@Qu+2v but+tv+w (Qu—-v ([dut+v—(ut+v)=0

1.3 Skaléirprodukt, ortogonalitet och projektion

Ovning 1.3 Vektorernaw och v har lingderna 2 respektive 3 och bildar vinkeln 6. Berdkna
lingden av vektorn u — 5v.

0=nr/6 bO=7m/2 ()0=r/4 )b=r

Ovning 1.4 Vektorernaw och v harlingderna 2 respektive 3 och bildar vinkeln 6. Berikna
skalira projektionen och vektorprojektionen av v pa u.

(@Qf=n/6 (b)d=7/2 (c)fd=n/4 d)0=7
Ovning 1.5 Vektorerna u, v och u + v har lingderna 3, 4 respektive 2. Berikna vinkeln

mellan © och v.

1.4 Koordinatsystem

Ovning 1.6 Litu = (—1,2,3),v =(2,1,-2)
@Qu+2v but+tv+w (Qu—v (d)v

ochw = (4,5, 6). Berikna foljande.
Ovning 1.7 Berikna vinkeln mellan w och 2v —u,diw = (2, —3,4) ochv = (3,4,0).

Ovning 1.8 Bestim ¢ si att vektorerna (¢, 2¢2, 3t) och (—1, 1, ¢) blir ortogonala.

Ovning 1.9 Normera vektorn.
(a) (]-a]-a]-) (b) (07070) (C) (_1717_1) (d)(

&
5
o
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Ovning 1.10 Litu = (—1,2,3)ochv = (2,1, -2).
(a) Berikna lingderna av vektorerna.

(b) Berdkna skalirprodukten mellan vektorerna.
(c) Berikna vinkeln mellan vektorerna.

(d) Berdkna vektorprojektionen av v pi u.

Ovning 1.11 Dela upp vektorn u i ortogonala komponenter dir den ena ir parallell/anti-
parallellmed v = (1,1, 1).
(@u=(0,1,1) (b)u=(1,1,0)

Ovning 1.12 Berikna vinkeln vid hornet A i triangeln med hérnen A = (2, —1,3),
B=(3,1,1),C = (4,3,2).

Ovning 1.13 Avgdr om vinkeln mellan vektorerna ir rit, trubbig eller spetsig.

(@u=(2,—-1,3),v=(3,4,1)

(b) u = (27 47 1)3 v = (_37 27 _2)

(C) u= (27 07 3)’ v = (_27 57 1)

(d) u = (17 tv 2): U= (_4t7 2> 3)
1.5 Kryssprodukt

Ovning 1.14 Antagatt |u| = 3, |v| = 4 och att vinkeln mellan vektorerna ir 6. Berikna
lingden avu x v.

@W0=0 B)O=r/6 ()0=7/2 (d)o=r

Ovning 1.15 Berikna arean av triangeln med hérnen i punkterna A, B, C.
(@A =(1,3,2),B=(0,—-1,1),C = (2,-1,2)
(b) A = (1a 2a 3): B = (25 _37 1): C = (3a ]-a 2)

Ovning 1.16 Berikna volymen av tetraedern med hérnen A = (2,2,1), B = (4,2,1),
C = (3,5,1),D = (3,3,2). Tips: problem 1.12.

Ovning 1.17 Bestim alla enhetsvektorer N som ir ortogonala mot w och v.
(@Qu=(1,-3,2),v=(2,1,-3) (b)u=(2,1,3),v=(-1,2,1)

Ovning 1.18 En kraft F angriper i punkten P. Kraftens vridmoment kring punkten A

irM = ﬁ x F'. Berikna vridmomentet.
F=(4,1,-3)[N],P=(2,-3,1),A=(0,1,2) [m]

1.6 Réita linjen och planet



Ovning 1.19 Bestim ekvationen f6r den rita linjen som gir genom punkterna A och B.
Skriv ekvationen dels pa parameterform (1.76) och dels pa parameterfri form (1.77).

(A = (1,3,2),B = (0,—1,1) (b)A = (1,2,3),B = (2,-3,1) (c)A =
(2,2,3),B=(2,-3,1)

Ovning 1.20 Bestim de punkter pd rita linjen i vning 1.19 som ligger pd avstindet 1
frin punkten A.

Ovning 1.21 Skriv z-axelns ekvation p3 parameterform.

Ovning 1.22 Ange en riktningsvektor och en punkt pd den rita linjen.

z—1 z+3
(a) =y—2=—3
7B = %,
(b)< y=2—5t, —oo<t< o0
z = —3 + 4t,

)2x=y+1=3-32

Ovning 1.23 Berikna avstindet mellan punkten (1,3, 2) och linjen z — 1 = y—j’ =
252. Tips: problem 1.14.

Ovning 1.24 Bestim en punkt i planet och en normalvektor till planet.
(@)5(z+1)—2(y—3)+2=0 (b)z+2y+32=6()z/3—y/4+2z=0(d)
11z —4y—2=26

Ovning 1.25 Bestim ckvationen for planet genom punkterna (1,1,1), (2,3,4),
(0,-2,2).

Ovning 1.26 Finn skirningspunkten mellan planet z — y + 22 = 4 och den rita linjen
genom punkterna (2, 1,3) och (4,5, 7).

Problem

1.1 Geometriska vektorer

Problem 1.1 Hitta fler exempel pa fysiska vektorer som i exempel 1.1.
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1.2 Vektoralgebra

Problem 1.2 Bevisasats 1.6.

Problem 1.3 Visa att diagonalerna i en parallellogram skir varandra mitt itu.

Problem 1.4 Enmedianien triangel 4r en stricka som f6rbinder ett hérn med mittpunk-
ten pa motstiende sida. Visa att medianerna skir varandra i en punkt som delar medianerna
i férhillandet 1:2. Punkten kallas triangelns tyngdpunkt.

1.3 Skaldirprodukt, ortogonalitet och projektion

Problem 1.5 Bevisa Pythagoras sats med hjilp av vektorer.
Problem 1.6 Bevisaattu v = f(jlu+v[*— |u—v[?).
Problem 1.7 Antagattu - v = u - w. Foljer det att v = w? Ge bevis eller motexempel.

Problem 1.8 Visa med vektorer att sidorna i en liksidig triangel bildar vinkeln 7 /3.

1.4 Koordinatsystem

Problem 1.9 Bevisa (1.32) och (1.33).

Problem 1.10 Kraften F' = (3, —4, 2) [N] verkar pa en kropp som ror sig frin punkten
A = (—1,3,2) [m] till punkten B. Hur mycket indras kroppens rorelseenergi?
() B=(1,4,5) (b)B=(-3,2,3) (c)B=(0,5,3)

1.5 Kryssprodukt
Problem 1.11 Bevisa (1.54). Tips: litu # 0, v # 0 och lit w # 0 vara ortogonal mot

u.

Problem 1.12 Bevisa formeln V = £ |u- (v X w)| for volymen av tetraedern som spinns
upp av vektorerna u, v, w.



Problem 1.13 Visaatt
u-(vxXw)=|v; vy v, (1.90)

Tips: anvind (1.70).

1.6 Riéta linjen och planet
Problem 1.14 Visa att avstindet frin punkten P till den rita linjen genom punkten P

7\]ﬁxvl

|v]

med riktningsvektorn v ir

d (1.91)

Problem 1.15 Visaattde ritalinjernaz =y — 1 = (2 + 1) /2 och £33 = =1 = 22

skiir varandra och berikna vinkeln mellan dem.

Problem 1.16 En ljusstrile med riktningsvektorn (1, 2, 2) reflekteras i planet 3z + 4y +
z = 0. Bestim en riktningsvektor f6r den reflekterade stralen.

Datorévningar

Datorévning 1.1 I MatraB kan man skriva vektorer antingen som radmatriser
v=[1,2,3] eller som kolonnmatriser v=[1;2;3]. Kolonnformen rekommenderas med
tanke pd hur vi kommer att skriva senare i boken. G6r 6vning 1.6 och 1.10 med MATLAB.
Tips: I MATLAB berdknar man litt skalirprodukt med u ' *v om vektorerna ir pa kolonn-
form. Prova ocksi att anvinda funktionen dot ().

Datordévning 1.2 Skriven funktion som beriknar skalirproduktutan attanvindadot ().
Den ska ha deklarationen function s=skalarprodukt (u,v).

Datorévning 1.3 Skriv en funktion som beriknar den skalira projektionen av en vektor
v lings vektorn u. Den ska ha deklarationen function s=sproj(u,v).

Datorévning 1.4 Skriven funktion som beriknar vektorprojektionen av en vektor v lings
vektorn u. Den ska ha deklarationen function w=proj(u,v).
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Datorévning 1.5 Skriv en funktion som beriknar kryssprodukten utan att anvinda
cross. Den ska ha deklarationen function w=kryss(u,v). Testa med nigra exempel
och jamfér med cross ().

Datorévning 1.6 Skriv en funktion som testar om tvd vektorer ir ortogonala. Den ska ha
deklarationen function a=ortotest(u,v),dir a ir en boolesk variabel a=0 eller a=1
om falskt eller sant. Tips: skaldrprodukt och cos(f) = 0 om vektorerna ir ortogonala. Testa
med ndgra exempel.

Datorévning 1.7 Skriv en funktion som testar om tvi vektorer ir parallella eller anti-
parallella. Den ska ha deklarationen function a=paratest(u,v), dir a ir en boolesk
variabel a=0 eller a=1 om falske eller sant. Tips: kryssprodukt och sin(#) = 0 om vekto-
rerna ir parallella eller antiparallella. Testa med nigra exempel.

Datorévning 1.8 Litv=[1;-2;4].Vadblirlength(v),size(v),abs(v),norm(v)
och sqrt (v'*v)? Vad gor funktionerna length (), size (), abs () respektive norm()?

Datorévning 1.9 Ortogonal uppdelning. Skriv en funktion som delar upp vektorn v
som v=v1+v2, dir v2 och v2 ir ortogonala och v1 ir parallell med vektorn u. Funktio-
nen ska ha deklarationen function [v1,v2]=ortodekomposition(u,v). Testa med
6vning 1.11.

Datorévning 1.10 Area av triangel. Skriv en funktion som beriknar arean av triangeln
med hornen i punkterna A, B, C'. Deklaration function a=triangelarea(A,B,C).
Testa med 6vning 1.15.



Appendix A: Grekiska alfabetet

Lilla grekiska alfabetet

a 5 g 0 € ¢
alpha beta gamma delta epsilon zeta
n 0 L K A (4
eta theta iota kappa lambda mu
v 19 o) 7 P o
nu xi omicron pi rtho sigma
T v 1) X Y W
tau upsilon phi chi psi omega

Bokstiverna €, 6, o och ¢ finns ocksi i varianterna ¢, 9, ¢ och ¢.

Stora grekiska alfabetet

A B ' A E Z
Alfa Beta Gamma Delta Epsilon Zeta
H S, I K A M
Eta Theta Tota Kappa Lambda Mu
N = 0 I P >
Nu Xi Omicron Pi Rho Sigma
T Y d X i Q)
Tau Upsilon Phi Chi Psi Omega
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Appendix B: Programmering

Bokens datorovningar kan 16sas i MATLAB eller valfritt programmeringssprak (Fortran, C, C++,
C#, Java, Python, Julia, Haskell, ...). Hir sammanfattas nigra vanliga kommandon som kan vara
anvindbara for att 16sa bokens datorévningar i Python eller MATLAB. Python-modulen pylab!
ger tillging till funktionalitet liknande den i MATLAB. Detta gor att minga av de kommandon
som krivs for att 16sa bokens datorévningar ér identiska i MATLAB och Python.

Uppstart

Python MATLAB

|
from pylab import * ‘
|

Placeras forst i scriptet Kriver ingen import av extra funktionalitet

Visa plottar

show ()

Python ‘ MATLAB
|
|

Placeras sist i scriptet Kriver inget kommando; plottar visas direkt

Iterera ett givet antal gdnger

,

Python | MATLAB
for n in range(10): for n=1:10
end
Itererar overn = 0,1,...,9 ‘ Itererar overn = 1,2,...,10

\

Upprepa s3d Iange ett villkor ar uppfylit

r

Python | MATLAB
while condition:

while condition

end

Upprepar sd linge condition dr uppfyllt ‘ Upprepar sd linge condi tion dr uppfylit

1. Python-modulen pylab kombinerar de tvi Python-modulerna numpy och matplotlib, vilka ger tillging till vek-
torer och matriser (arrayer) och plottning.
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pylab
condition
condition
pylab
numpy
matplotlib
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Definiera villkorssatser

Appendix B: Programmering

Python

MATLAB

if conditionO:
elif conditionil:

else:

if conditionl

elseif condition2

else
end
Definiera funktioner
Python ‘ MATLAB
def foo(x): function y = foo(x)
y= ... y= ...
return y end

‘ Mste liggas i fil med namn foo.m

Skapa linjar vektor (array) med z-varden

Python

| MATLAB

x = linspace(a, b, 101)

‘x = linspace(a, b, 101);

Ger 101 punkter och 100 intervall

‘ Ger 101 punkter och 100 intervall

Skapa logaritmisk vektor (array) med z-varden

Python

| MATLAB

x = logspace(-16, 16, 33)

‘x = logspace(-16, 16, 33);

Ger 33 punkter mellan 1 x 107 % och 1 x 101€ ‘ Ger 33 punkter mellan 1 < 107 och 1 x 101¢

Plotta en funktion

Python

| MATLAB

plot(x, y)

‘plot(x, y)



foo.m
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Sa8tta axelmarkodrer och titlar

s D

Python | MATLAB
title('y = £(x)"') title('y = £(x)")
xlabel('x") xlabel('x")
ylabel('y"') ylabel('y"')

Anvind ' $x$ ' for BTEX-notation ‘

. v

Anpassa linjart polynom till punkter

r

Python | MATLAB
p = polyfit(x, y, 1) ‘p = polyfit(x, y, 1);
Polynomet ges av p [0] *x+p [1] ‘ Polynomet ges av p (1) *z+p (2)

\

Evaluera polynom i punkter

g D

Python | MATLAB
y = polyval(p, x) ‘y = polyval(p, x);

\

Spara plot till fil

,

Python | MATLAB
savefig('foo.png') print('foo', '-dpng')
savefig('foo.pdf"') print('foo', '-pdf')



'$x$'
p[0]*x + p[1]
p(1)*x + p(2)




Facit

Kapitel 1

Ovningar
01.1 Rita figurer.
01.2 Rita figurer.

01.3 Vi utvecklar kvadraten

lu — 5v|? = (u—5v) - (u—5v) = |ul? — 10u - v + 25|v|?
= |ul? — 10|u||v| cos() + 25|v|* = 4 — 60 cos(f) + 225

(a) cos(/6) = ?, 229 — 303 (b) cos(m/2) = 0,/229
(c) cos(m/4) = %, /229 — % (d) cos(m) = —1,/289

01.4 Vi har sproj, (v) = ”"r = M = 3 cos(0) och proj,, (v) = %u = 3 cos(0)u.

" u u

(2) cos(m/6) = 2, sproj,, (v) = 232, proj,, (v) = 3u
(b) cos(m/2) =0, SprOJu( v) =0, proj, (v) = 0

(c) cos(m/4) = ,spro (v) = %, proj,, (v) = 2\%“
(d) cos(m) = —1, Spl‘OJu( v) = =3, proj,,(v) = —%u

01.5 Vihar |u + v|? = |u|? + 2|u||v| cos(#) + |v|? si att

lu+v)?—|u?—-w? 4-9-16 -21 -7
cos(f) = = = -
2|u|v| 2.-3-4 24 8

0 = acos(—7/8) ~ —2.6362

01.6 (a)u +2v=(3,4,-1) (
QQu—v=(-3,1,5)

01.7 acos(—41/+/29 - 153)
01.8 t =0ocht =1/5.

b)
¥

u—+ v
_(2
= (3,

01.9 (a )(\[ el \f) (b) Nollvektorn kan ¢j normeras. (c)(—%j%,—%) (d)( %,%)

01.10 (a) |u| = V14, |v| =3 (b)u-v=—6 (c)0 =acos(—2/v14) ~ 2.1347 ~ 122.3°
(d) proj, (v) = (v-@)a = T(-1,2,3) = (2, % -9)
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01.11 Se exempel 1.5, 4 = u1 + uz = proj,, (u) + (u — proj,, (u)).
(a)ul (g’ %’ %),’Ug = (_%’ %7 %) (b)ul = (%’ %7 %)’u2 = (%7 %’_%)

01.12 acos(4/v/21) =~ 0.5097 ~ 28.2°

01.13 (a)spetsig  (b)rit (c) trubbig (d)spetsigom ¢ < 3, ritom ¢ = 3, trubbigom ¢ > 3
0114 ()0 (b)6 (c)12 (d)0

01.15 (2)9/2 (b)3v/11/2

01.16 1
01.17 De ortogonala vektorerna ges av N = & (u X v). Efter normering fir vi N = i|u;<v"
U X v
@N ==£(1,1,1)/v3 ()N ==+(1,1,-1)/V3
01.18 M = (13,2,18) [Nm]
01.19
r=1+1, ) 5 5
B _ =1 y—-3 =z2-
(a) § y =3+ 4t, 00 < t < 00 T =4 T
z =241,
=141, . 5 5
x — Y — z—
b =2-5t - ; = =
(b)< y ot, 00 < t < o0 1 = —
z=3-—2t,
v=2 3 1
() y=-3+5t, —oo<t<o0; x—2—0% Z;
z=1+2t,

01.20 Vi normerar riktningsvektorn: 7 = 7o + t® och tart = +1. Vifirr = ro + (£1)0 =

'ro:l:'u/\'u\

(a)(l:i:\ﬁ, /18’ \/%)
(b)(lir,2i\;3 3i¢——330)
(c) (2,2 £ \73,—31 \/L)

3+ -4 o4

01.21

y=0, —oo<t<ox el r=te,, —co<t <0

01.22 (v =(3,1,-2), P = (1,2,-3) (b)v=(0,-5,4), P = (2,2,—3)
(c) Dividera forst med 6. v = (3,6, —2), P = (0,—1,1)
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01.23 Vihar P = (1,3,2) och liseravv = (1,2,3), Py = (1,5,2). Vi firﬁ = (0,-2,0)
och

e, e e
vxBP=|1 2 3|=(6,0-1), vxBP| =10, [v| = V14
0 -2 0

Avstandet blir d = v/40/v/14 = 2,/5/7.

01.24 (a) (-1,3,0), N = (5,-2,1) (b)(6,0,0), N = (1,2,3) (c) (0,0,0), N =
(3, =1 1) (d)(0,0,6), N = (11,4, —1)

3 4

01.25 11z —4y — 2 =6

01.26 (1,-1,1)
Problem

P1.1 Acceleration @ med a = |a| [m/s?]. Elektriske filt E [V/m]. Vridmoment M = r x F
[(Nm].

P1.2
P1.3
P1.4
P1.5
P1.6
P1.7
P1.8
P1.9
PLN (2)8 [J1 (b)0[J] (c)-3 [J]
P1.12
P1.13

P1.14 Dela upp vektorn Py ﬁ i ortogonala komposanter Fy ? = wi + w, dir dir wy ir paral-
lell/antiparallell med v och w3 4r ortogonal mot v, dvs ortogonal mot linjen, se exempel 1.5.

Det sokta avstindet ir d = |wa| = |]ﬁ)| sin(#) dir 6 ir vinkeln mellan ]ﬁ och v. Men
(PP x v| = |0|| PoP| sin(6) st atcd = | PP x v|/|v].

P1.15 7/3

P1.16 (—2,—2,1)
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Datordvningar

Facit

D1.1
MATLAB code
u = [-1;2;3]
v = [2;1;-2]
normu = norm(u)
normv = norm(v)
hatu = u/norm(u) % normerad vektor
hatv = v/norm(v) /% normerad vektor
S = u'*v % skalédrprodukt
theta = acos(hatu'*hatv) / vinkel
projuv = (v'kxhatu)*hatu % vektorprojektion av v pd
D1.2
MATLAB code
function s = skalarprodukt(u,v)
s = u'*v;
end
MATLAB code
| |
‘skalarprodukt = @(u,v) u'xv
L |
D1.3
MATLAB code
function s = sproj(u,v)
% skaldr projektion av v pd u
hatu = u/norm(u);
s = v'xhatu;
end
D1.4
MATLAB code
function w = proj(u,v)
% vektorprojektion av v pa u
hatu = u/norm(u);
w = (v'xhatu)*hatu;
end
D1.5
MATLAB code

function w = kryss(u,v)
w = zeros(3,1); % skapa kolonnvektor
w(l) = u(2)*v(3) - u(3)*v(2);

w(2) = u@@)*xv(1) - u(1)*v(3);
w(3) = u(1)*v(2) - u(2)*v(1);
end
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D1.6
MATLAB code
function a = ortotest (u,v)
a = (u'xv == 0);
end
D1.7
MATLAB code
function a = paratest(u,v)
a = (norm(kryss(u,v)) == 0);
end
D1.8
MATLAB code
v = [1;-2;4]
lv = length(v)
sv = size(v)
av = abs(v)
mv = vV'*xv
kv = norm(v) "2
nv = norm(v)
D1.9
MATLAB code
function [v1l,v2] = ortodekomposition(u,v)
% ortogonal uppdelning av v
hatu = u/norm(u);
vl = (v'xhatu)*hatu; / vektorprojektion av v pid u
v2 = v - vi;
end
D1.10
MATLAB code
function a = triangelarea(A,B,C)
% arean av triangeln med hérn i A, B, C
u=B - A; J vektorn AB
v =C - A; J vektorn AC
a = 0.5xnorm(kryss(u,v));
end




Sakregqister

def, 36 hégersystem, 17
elif, 36

elseif, 36 Java, 35

for, 35 ]ulia, 35

if, 36

kolinjira vektorer, 12

11nspace, ;’2 komponenter, 18
Ofsll)af_j’.b 35 komposanter, 18

matp 035 15 koordinater, 19

mllmi)yéé koordinatsystem, 17

p ; ’f it 37 kraft, 12

poLyLit, kryssprodukt, 20

polyval, 37

print, 37 linjir kombination, 14

pylab, 35

return, 36 MATLAB, 35

savefig, 37 multiplikation med skalir

show, 35 geometrisk vektor, 13

title, 37

while. 35 nollvektor, 11

xlabel. 37 normalvektor, 21, 25

ylabel, 37 normera, 14

ddition ortogonal projektion, 15

geometrisk vektor, 12 ortogonala vektorer, 15

area av parallellogram, 21 ortogonalitet
geometrisk vektor, 15
basvektorer, 17 ortonormerade basvektorer, 17

ortsvektor, 19

G35

C++, 35 planet, 25

C#, 35 planets ekvation, 25
Cartesiskt koordinatsystem, 17 programmering, 35

Python, 35
determinant, 22

riktningsvektor, 24
enhetsvektor, 14 rit linje, 24

rita linjens ekvationer pa parameterform, 24
fart, 12

rita linjens ekvationer pa parameterfri form, 24
Fortran, 35

geometrisk vektor, 11 skaldr trippelprodukt, 22

skaldrprodukt
Haskell, 35 geometrisk vektro, 14
hastighet, 12 subtraktion, 12
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def
elif
elseif
for
if
linspace
logspace
matplotlib
numpy
plot
polyfit
polyval
print
pylab
return
savefig
show
title
while
xlabel
ylabel

Sakregister

geometrisk vektor, 12
tyngdpunkt, 30

vektor

geometrisk, 11
vektoriell produkt, 20
volym av parallellepiped, 21
vridmoment, 28
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