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TMV166 Linjar algebra for M

Veckoprogram 5: Egenvirdesproblem

Lay: 5.1-5.4, 5.7-5.8. Egenvirden och egenvektorer.

Forra veckan i F12 presenterade jag Determinanter fran Lay 3.1-3.2 (vi hoppar éver 3.3). Den
hér veckan ska vi 6va pa detta.

Foreldsningarna kommer att handla om Egenvérdesproblem.

Rekommenderade uppgifter

Determinanter.
Avsnitt
3.1 P , 9,10, 15, 37, 17, 19-21,

) Y

P, 3, 4
32 | PP, 5,7, 11, 13, 21, 25, 29, 9, 15, 17, 19, 27, 28, 32, 39, 41-43

Egenvérdesproblem.
Avsnitt
5.1 PP, 1,3,5,7,9,13, 15, 17, 19, 21, 22, 25, 29, 31
5.2 PP, 1,5,9,12, 13, 17, 19, 21, 22, 20
5.3 PP, 1,5, 7,3, 11, 15, 17, 21, 22, 23, 27, 31, 32
5.7 1,3,5,7
5.4 ,, PP/ 1,3,5,9, 11, 15, 21, 32

OBS! Bortse fran fragor som beror sénka, kélla eller sadelpunkt i 5.7.

Dator6évningar.

I foreldsning F15 ser vi hur man kan anvénda potensiteration for att hitta en egenvektor, och
ddarmed &ven tillhérande egenvirde. MATLAB anvénder istédllet en metod som bestdmmer alla
egenvirden och egenvektorer samtidigt. Den &r baserad pa en generalised form av QR-iteration.
(Vildigt) enkelt uttryckt sa sétter man forst 41 = A och for £ = 1,2,..., faktoriserar man
sedan Ay = Qi Ry och sétter Ax1 = RpQy, tills man erhaller egenvérdena pa diagonalen av Ry.
Varje steg gors implicit for att halla nere berdkningskostnaden, dvs. @ och Ry bildas aldrig
explicit.

Via kommandot eig kan man fa bade egenvirden och egenvektorer, pa olika sétt:

e E = eig(A) ger en kolonnmatris F, vars element dr egenvirdena till matrisen A.
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e [V, D] = eig(A) ger tva matriser V och D. Kolonnerna i V' &ér egenvektorerna till A, och
D ar en diagonalmatris med motsvarande egenvérden till A pa diagonalen, ordnade i sam-
ma ordning. Vidare ar kolonnerna i V' normerade: norm(V(:,k))= 1. Om A &r symmetrisk
ir kolonnerna dessutom parvis ortogonala, si att VIV =T (eller V=1 = V7).

e [V, D] = eig(A, 'vector') ger samma sak som ovan, férutom att D istéllet blir en
kolonnmatris.

Observera att [V, D] = eig(A) ger resultat &ven om A inte &r diagonaliserbar. Detta in-
triffar om A har ett egenvéirde med storre (algebraisk) multiplicitet &n motsvarande egenrums
dimension; i sa fall spanner inte egenrummen upp hela R™. Egenvérdena ridknas upp i D en-
ligt multipliciteten, men motsvarande kolonner i V &r inte linjdrt oberoende och V &r inte
inverterbar. Produkten inv(V)*A*V ger ocksa ett resultat, som ofta &ven blir D, men man far
forhoppningsvis en varning av typen Matriz is close to singular or badly scaled. Results may be
inaccurate. RCOND = 1.110223e-16.

Uppgift 1. Bestdm egenvérden och egenvektorer till féljande matriser. Undersék om matriserna
ar diagonaliserbara med reella matriser eller med komplexa matriser eller inte alls. Undersok
ocksa om den egenvektormatrisen V' &r ortogonal eller ej.
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Spanningsmatrisen

Oz Txy Txz
Spénningsmatrisen S = | 7y, 0o, T,. | beskriver normalspénningar o och skjuvspénningar
Tzx Tzy Oz
7 1 plan parallella med koordinatplanen, genom en kropp, ett kontinuum, som paverkas av
inre och yttre krafter. Egenvektorer till matrisen S &r huvudspédnningsriktningarna och mot-
svarande egenvéirden &r normalspénningen i plan vinkelrdta mot egenvektorn. I dessa plan &r
skjuvspéanningen noll. Matrisen S &dr alltid symmetrisk och ddrmed alltid diagonaliserbar.

Spéanningsvektorn s pa en viss snittyta med enhetsnormalvektor n ges av s = Sn.

Normalspénningen pa snittytan ges av ldngden av projektionen av spénningsvektorn pa pla-
nets enhetsnormal, 0 = n’ Sn. Skjuvspénningen pa snittytan ér lingden av spinningsvektorns

projektion pa snittytan. Denna beriiknas enkelt med Pythagoras sats: 72 = ||s||* — o2

Om n &r en normerad egenvektor till §'sé &r s = Sn = An, dédr A dr motsvarande egenvérde. I det
fallet &r o = ||s|| = A och 7 = 0. Dérav begreppet huvudspénning och huvudspénningsriktning.

Uppgift 2. Spanningstillstandet i en punkt @) i en kropp har beréiknats med finita-elementmetoden
och uttrycks i ett kartesiskt koordinatsystem (z,y, z) med spdnningsmatrisen
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b) Berékna huvudspanningar och huvudspénningsriktningar.

O

Uppgift 3. Skriv en MATLAB-funktion som berdknar det dominerande egenvérdet (om sadant
egenvérde finns) och en motsvarande egenvektor z till matrisen A med potensmetoden. Funk-
tionen ska ha deklarationen

function [lambda,x]=potensmetoden(A,x0,tol)

Har dr zo en startvektor och tol en tolerans for stoppvillkoret |z — x| < tol. Testa med
matriser fran foregaende uppgifter. Forklara varfor, om det inte fungerar. O

Uppgift 4. Skriv en MATLAB-funktion som berdknar det egenvirde som dr nédrmast talet o
(om sadant egenvirde finns) och en motsvarande egenvektor x till matrisen A med inversa
potensmetoden. Funktionen ska ha deklarationen

function [lambda,x]=inversapotensmetoden(A,x0,alpha,tol)

Hér &r xg en startvektor och tol en tolerans for stoppvillkoret |xgy1 — xx| < tol. Testa med
matriser fran féregaende uppgifter. Forklara varfor, om det inte fungerar. O

Facit

function [lambda,xl]=potensmetoden(A,x0,tol)
x=x0;
delta=2*tol;
while delta>tol
y=A*xx;
y=y/norm(y) ; % Normera y
y=sign(x’*y)*y; % Se till att y och x inte motriktade
delta=norm(x-y);
X=y;
end
lambda=y’ *Axy;
x1=x;
end
% xO=rand(size(A,1),1)

function [lambda,xl]=inversapotensmetoden(A,x0,alpha,tol)
x=x0;
delta=2*tol;
I=eye(size(A),’like’,A); % ’like’ ger glest format om A &r gles
B=(A-alphax*I) ;
while delta>tol

y=B\x; % y=(A-alpha I)~(-1)x
y=y/norm(y) ; % Normera y
y=sign(x’*y)*y; % Se till att y och x inte motriktade
delta=norm(x-y);
X=y;
end
lambda=y’*Axy; % Rayleigh-kvoten
x1=x;

end



