Losningsforslag till tentan Matematisk analys D, 20060828

Uppgift 1.
(a)
z? -1 (z+1)(z—-1) =z+1

2+2r—-3 (z—-1)(z+3) z+3

Svar: Grénsvirdet ar 1

(b) Vi har den kinda Taylorutvecklingen

2

cos(z) =1— % +0(z') = cos?(z) =1—2% +0(z?)

Nu far vi direkt omskrivningen

cos?(z) =1 —z% + O(z?)

3 5 = -1+ 0(2?)

T T

Svar: Granvéardet ar -1
Anmdrkning. Det gar naturligtvis dven att utnyttja en kind trigonometrisk
formel samt att sin(z)/z — 1,ddz — 0.

Uppgift 2. Vi anvinder skivformeln. Ligg in ett plan vinkelrdt mot x-axeln,
da blir snittytan en ring vars area ges av

A(z) = 722 — (1 + 2%)?
Nu fas volymen

1 1 64
V= / A(z)dz = 2/ Al)dz =...= ==
1 0 15

Svar: Volymen av rotationkroppen ar 647/15

Uppgift 3.

(a) Vihar (1+44)/(1—14) =4, varfor vi skriver ekvationen som z2 = e#(7/2+2km)
Rétterna blir 2z = e“7/4Hkm) f5r k = 0,1 eller +e?™/4. Svar: £(1+14)/v/2

(b) L&t z = a + iy vara en punkt pa linjen och se pd w = et = e .e¥. Vi
ser att |w| = e® samt att argumentet for w ar y.
Svar: Cirkel med radie e® och medelpunkt (0, 0), vilken genomldpes oéndligt
manga ganger.



Uppgift 4.
Taylorutveckla E(h) kring 0 t o m fjirdegradstermer.

E(h) = E(0) + hE'(0) + h*E"(0)/2 + K*E"(0)/6 + h*E""(0) /24 + O(R®)
Detta kan exempelvis goras genom att bestdmma derivator till E(h). Légg
marke till att

h

E'(h) = ()~ 5(7(0) + f(h)) — 2 1'(h)

Nu kan Du latt derivera vidare och berakna derivatorna i Taylorutvecklingen
E(O) — 0, EI(O) — 0, E”(O) — 0, Elll(o) — _fII(O)/Q, Ellll(o) — _fIII(O)

Svar: E(h) = —h3f"(0)/12 — h*f"(0)/24 + O(K®)

Uppgift 5.

(a) Efter enkel omskrivning har vi den separabla ekvationen

dy

1 2—1:
dm+(+m) 0,

(1+y)7"

med allmén 19sning arctan(y) + arctan(z) = C. Eftersom kurvan skall ga
genom (2,0) fas 16sningen

y = tan(arctan(2) — arctan(x))

Med hjilp av sambandet tan(arctan(t)) =t , V¢ € R och additionsteo-
remet for tan-funktionen, se BETA sidan 124, fas

Svar: y = 12;2‘;
(b) En l6sning till ekvationen &r y, = —1/2. Allmé&n 16sning till homogen

ekvation £(y) = 0 bestdmmes med hjilp av den karakteristiska ekvationen
r2+r—2=0. Vifr y, = Ae® + Be 2%, varfor allmén 16sning till den
£(y) =1 blir

y(z) = Ae® + Be™** —

N | =

De bada villkoren pa l6sningen ger direkt att
—22 4

2

e

Svar: y(z) =



