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. (6p) Vilka av foljande utsagor &r sanna for alla méngder A, B, C och D?

(a) AN(BUC)=(ANB)U(ANCQO),
(b) (AxB)N(CxD)=(ANnC)x (BND),
(¢) (AxB)U(CxD)=(AUC)x (BUD,).
. (6p) Betrakta den diofantiska ekvationen
ar+by=c
dér a, b och c dr kinda heltal.
(a) Antag att sgd(a,b) ej delar ¢. Varfor kan ekvationen d4 inte ha nagon
16sning?
(b) Antag att sgd(a,b) = 1. Da &r ekvationen losbar. Ange en metod for
att finna en I6sning.
(c) Antag att (zo,yo) &r en 16sning och att n &r ett heltal. Visa att dven

(xo — bn,yo + an) dr en losning.

. (6p) Antag att ett slumpforsok har utfallsrummet U och sannolikhetsmat-
tet P. Som bekant giller foljande rdkneregler:

(1) For alla A géller att P(A) > 0,

(2) P(U)=1, P(0) =0,

(3) om A och B #r disjunkta géller att P(AU B) = P(A) + P(B).
Anvind dessa rikneregler till att visa att

(a) om A C B giller att P(B\ A) = P(B) — P(4),

(b) for alla A géller att P(A°) =1 — P(A),

(c) for alla A och B galler att P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).
. (6p) De tva handbollslagen a och b ska mdtas i en matchserie om bist
av n matcher, dar n &ar ett udda heltal. En match mellan a och b slutar,
oberoende av andra matchers utgang, med seger fér a med sannolikheten

3/4. Hur stort maste n véljas for att sannolikheten att a star som slut-
segrare skall 6verstiga 0.97

. (6p) Funktionen f :[0,1] — B given av
f(@) = V1—a?

ar surjektiv. Ange B. Visa vidare att f dven &r injektiv och berikna dess
invers.



6. (6p) Oberoende for tre hindelser: Om A, B och C #r tre hindelser till
ett slumpforsék kan det ibland gélla att de tre hindelserna dr parvis
oberoende (dvs A och B ir oberoende, A och C &r oberoende och B och
C' dr oberoende) men det &r &nda inte rimligt att kalla dem oberoende da

P(ANBNC) # P(A)P(B)P(C).

(a) Visa att foljande &r en situation av den typ som just beskrivits: Kasta
tva symmetriska tdrningar, en réd och en bla, och 1at A vara hén-
delsen att den roda térningen visar en sexa, B vara hindelsen att
den bla tdrningen visar en sexa och C vara hidndelsen att summan
av de tva tdrningsutslagen ar 7.

(b) For att kalla tre héndelser oberoende kréver man alltsd, forutom
parvis oberoende, att P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C). Visa att om
A, B och C &r parvis oberoende och P(C|AN B) = P(C) s &r de
tre hindelserna oberoende.

7. (8p) Betrakta en méngd V med n element.

(a) For ett positivt heltal & < (5), hur manga grafer med V' som nod-
méngd och med k kanter kan man bilda? (Kom ihag att en graf
saknar oglor och multipla kanter.)

(b) Pa hur ménga sitt kan man bilda en fullstindig bipartit graf med V
som nodméngd?

(c) P& hur méanga sétt kan man bilda en n-véig med V som nodméngd?

(d) Pa hur manga sétt kan man bilda en n-cykel med V som nodméngd?

8. (6p) For vilka heltal n giller att

21|n® — Tn® + 60> + 47

/Johan Jonasson
Losningar

1. (a) Sant, ty {6r ett godtyckligt element z géller att z € AN (BUC) &
re€AN(zeBvrel)e(rcANzeB)Vre Anzel) &
re(ANB)UANC).

(b) Sant ty (z,y) € (Ax B)N (B x C) ar ekvivalent med att x € ANy €
BAx e CANye D, dvsz e ANCAy € BND, dvs (z,y) €
(ANC) x (BN D).

(c) Ej sant. Ett motexempel ges av A = C = {0} och B =D = {1}.

2. (a) Om det finns en l6sning (z,y) finns det alltsa heltal = och y s att az+
by = c. Eftersom sgd(a,b) delar savil a som b maste sgd(a,b) dela
vansterledet i denna ekvation och darmed, forstas, devn hogerledet,
dvs c.



(b) Anvind Euklides utokade algoritm till att finna heltal « och v s att
au + bv = 1 och multiplicera sedan detta uttryck med c for att fa
acu + bev = ¢. Man har da funnit 16sningen (z,y) = (cu, cv).

(c) Eftersom axg + byg = c giller att a(xg — bn) + b(yo + an) = axo +
byo — abn + ban = axy + byy = c.

3. (a) Enligt (3) giller att P(B) = P(B\ A) + P(A) ur vilket (a) foljer.
(b) Enligt (a) géller att P(A°) = P(U\ A)=P(U)— P(A)=1—- P(A)
dar den sista likheten foljer av (2).
(c) Enligt (3) géller att P(AU B) = P(A) + P(B\ (AN B)) och enligt
(a) géller att den sista termen d&r P(B) — P(AN B).

4. Aven om matchserien skulle ta slut innan alla n matcherna spelats kan vi
anta att dven de sista matcherna faktiskt spelas, da ju deras resultat inte
kan &ndra slutresultatet. Lat X vara entalet matcher som b vinner. Da
bli X binomialfordelad med parametrar n och 1/4. Sannolikheten att a
vinner matchserien &r da sannolikheten att X < (n—1)/2 och vi vill finna
det minsta n sddant att denna sannolikhet Gverstiger 0.9. Uppenbarligen
racker det inte med n = 1 och ett snabbt Overslag ger att inte heller n =3
duger. Vi prévar med n = 5:

3 1,3 1,3 916
P(X<2)=(5) (£ 10(2)2(2) = ]
(X £2) = (P +5(( + 10 ()P = 105

Detta duger inte riktigt heller, varfor man far ta till med n = 7 och man

ser snabbt att i detta fall blir P(X < 3) > 0.9. Svaret blir alltsa n = 7.

5. Det géller att B = [0,1] ty ekvationen y = f(z), dvs y = v/1 — 22 har
16sning « € [0,1] om och endast om y € [0, 1]. Injektiviteten foljar av att
om V1 — 22 = \/1 — y? giller 22 = y? och eftersom endast ickenegativa x
och y &r aktuella far man = = y. Inversen fas av att 16sa ekvationen ovan.
Man far z = /1 —y2, sd att f~1(y) = /1 — 92 (Dvsi detta fall giller
f=r"1

6. Alla de tre hindelserna har sannolikheten 1/6. Att A och B &r oberoende
ar fran situationen givet. Oberoendet mellan A och C foljer av att hén-
delsen A N C endast bestar av utfallet ddr den réda térningen visar en
sexa och den bla tréningen en etta, och dérmed har sannolikheten 1/36
som Onskat. Att visa att B och C &r oberoende dr helt analogt. De tre
héndelserna &r inte oberoende eftersom AN BN C = (.

For del (b):

P(ANBNC) = P(C|ANB)P(ANB) = P(C)P(A)P(B)

som Onskat.



7.

(a)

(d)

Antalet grafer sammanfaller med antalet sétt att vilja ut k stycken
bland alla de (%) paren av element man kan bilda fran V. Svaret blir

saledes .
(%)

Hér handlar det om pa hur manga satt de n noderna kan delasin i tva
grupper, lat oss kalla dem “de réda noderna” och “de bla noderna’”.
For varje nod finns det tva alternativ, bla eller réd, si enligt multi-
plikationsprincipen finns det 2™ olika sitt att dela in noderna i réda
och bla noder. Dock géller det att varje fullstiindig bipartit graf kan
upppkomma fran precis tva sddana uppdelningar, som fas fran varan-
dra genom att kalla alla bla noder réda och vice versa. Saledes &r
antalet fullstindiga bipartita grafer 2"~ 1.

Varje n-vig svarar mot precis en permutation av de n noderna varfor
det finns precis n! stycken n-vigar.

Varje n-cykel svarar precis n stycken n-vigar (ty det finns precis n
stillen dér en cykel kan “klippas av” och bilda en vég), varfor svaret
blir n!/n = (n — 1)L

8. Kalla hogerledet f(n), dvs f(n) = n® — 7n® + 6n3 + 4. Eftersom 21 kan
skrivas som produkten av de tva primtalen 3 och 7 géller att 21|f(n) om
och endast om 3|f(n) och 7|f(n), dvs om f(n) = 0 modulo 3 savil som
modulo 7.

Vid rikning i Z7 géller att f(n) =n®+6n%+4=n?—n3+4 (tyn® =1
enligt Eulers sats) si:

f(0)=4

f(1) =4
f2)=4-8+4=
F3)=2-6+4=
fFA) =1-14+4=4
F)=4—6+4=

Vi ser att f(n) =0 mod 7 om och endast om n = 2 eller n = 3 mod 7. Vid
rikning i Z3 géller att f(n) =1-n°+4=5—n=2—n varfor f(n) =0
mod 3 om och endast om n = 2 mod 3. Sammantaget giller alltsa att
21| f(n) da

eller

n =2 mod 3
n=2mod 7

n =2 mod 3
n=3mod 7



En 16sning till det 6ver ekvationssystemet &r n = 2 si enligt kinesiska
restsatsen géller att den allminna l6sningen &r n = 2 + 21lm, m € Z.
Till det andra ekvationssystemet & n = 17 en losning sd den allménna
16sningen dr n = 17 4 21m, m € Z. De n vi soker &r alltsad de n som kan
skrivas som 2 + 21m eller 17 4+ 21m dér m &r nagot heltal.



