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1. (6p) Lat a, b och ¢ vara heltal.

(a) Vad betyder det att a|b?
(b) Visa att a|b och alc om och endast om a|mb + nc for alla heltal

m och n.

2. (6p) Lat A, B och C vara méingder. Bevisa eller ge motexempel till
féljande péstéenden.

(a) AN(B\C) = (ANB)\(ANC),
(b) AU(B\C)=(AUB)\(AuQC),
(c) A\B=DB\A.

3. (6p) Ge exempel pé en funktion f: {0,1,2} — {0,1,2} som é&r

(a) bijektiv,

(b) varken surjektiv eller injektiv.

Forklara ocksé varfor det i just detta fall géller att f &r injektiv om
och endast om f &r surjektiv.

4. (6p) En graf G har noderna a, b, ¢ och d. Vilka kanter G har bestédms
av slumpen pa s sétt att var och en av de sex mgjliga kanterna {a, b},
{a,c}, {a,d}, {b,c}, {b,d} och {c,d} finns med i grafen med sanno-
likhet 1/2 oberoende av vilka andra kanter som finns med. Vad &r
sannolikheten att

(a) Det finna en véig mellan a och b?

(b) G &r sammanhéngande?
(c) G é&r ett trad?

5. (8p) Betrakta predikatet Q(z,v,z2) : z° + 32 > 22. Vilka av féljande

utsagor dr sanna? (I samtliga fall &r det mangden av reella tal som

ar universum for kvantorerna.) Glom inte att ordentligt motivera dina
svar.



) Vo :Vy:Vz:Q(z,y,z2)
) Vo :Vy:3z:Q(z,y,2)
(c) 3z : Iy :Vz: Q(z,y,2),
(d) (z,y,2)
) (z,y,2)

I
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z:
Vz:3y: 3z : Qx,vy,
(e) Vy :Vz: 3z : Q(z,v,
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6. (6p) Pelle och Lisa kdpte marsipangrisar och chokladaskar for 29 re-
spektive 37 kronor styck. Pelle spenderade 533 kronor pa detta medan
Lisa gjorde av med 491 kronor. Vem kopte flest chokladaskar?

7. (6p)

(a) Antag att n olika bollar ska fordelas pé tre urnor pé si sétt att i
de tre urnorna ska det finnas k, [ respektive m bollar (dér, forstés,
k+1+m =mn). P4 hur ménga sitt kan detta ske?

(b) Lat a,b,c € R och n € Z,. Som bekant séger binomialsatsen att
(a+b)" = Z (Z) aky.
(kJ0):k+l=n
P4 liknande sitt galler att
(a+b+c)" = Z A(k,1,m)a*blc™.
(k,l,m):k+14+m=n
Vad ar A(k,l,m)?

8. (6p) Enligt Eulers sats géller att om a och n &r relativt prima positiva

heltal s& ar

a2 = ¢ mod n.

Faktum &r att om n = pqg déar p och ¢ ar tva olika primtal kan man
slopa kravet att a och n ar relativt prima; den givna kongruensen géller
dnda. Bevisa detta.

/Johan Jonasson
Losningar

1. (a) Att b = na for nagot heltal n. (b) Om a|b och a|c betyder detta
enligt (a) att b = ka och ¢ = la f6r tva heltal k och [, varfor det géller
for alla heltal m och n att mb+ nc = mka + nla = (mk + nl)a, dvs
a|mb+nc. At andra hallet: Sétt m = 0,n = 1 respektive m = 0,n = 1.



2. Pastéende (a) dr sant ty for ett godtyckligt element z géller att = €
AN(B\C)ezec ANzeBAzgCeorxe ANz e BAz g ANC &
r€e ANBAz g ANC ez (ANB)\ (ANCO).

Pastaende (b) &r falskt och ett motexempel &r A = B = C = {1}.
Pastaende (c) dr sjalvklart falskt, och spricker sa fort A och B ar olika.

3. En bijektiv funktion &r till exempel f(z) = x, medan en som varken
ar injektiv eller surjektiv ar ges av f(0) = f(1) = f(2) = 0. Om
en funktion med denna mélméangd och denna definitionsméngd inte ar
injektiv finns det z # y sddana att f(z) = f(y). Eftersom det bara
finns tre element i definitionsméngden kan funktionen i sd fall bara
anta hogst tva olika virden, dvs |Vy| < 2. Men malméngden innehaller
ju ocksd tre element och dirfér kan f inte heller vara surjektiv. A
andra sidan om f &r injektiv avbildas 0,1 och 2 pa olika punkter varfor
virdemangden maste bli hela malmangden, dvs f ar surjektiv.

4. Det finns 26 = 64 olika téinkbara utfall och enligt uppgift ar de alla lika
sannolika. Darfér handlar varje deluppgift om att avgora hur manga av
de 64 tdnkbara utfallen for vilka den héndelse for vilken sannolikheten
efterfragas intréffar.

Det ar lattast att borja med (c). Ett trid dr en sammanhéngande graf
utan cykler s ett trdd pa fyra noder méaste innehéalla precis tre kanter
och dessutom vara sammanhéngande. Det finns (g) = 20 utfall med
precis tre kanter och av dessa &r det endast de fyra varianterna som
innehéller en triangel som inte &r sammanhingande. Sannolikheten
att fa ett trad &r alltsd 16/64 = 1/4.

De sammanh#ngande graferna dr, férutom de redan ndmnda 16 tréden,
alla grafer med 4, 5 eller 6 kanter. Dessa &r (2) + (g) + (g) = 22 stycken
sd att sannolikheten att fa en sammahéngande graf ar (22 4 16)/64 =

19/32.

En vig mellan a och b finns det, forutom i alla ssmmanhéngande grafer,
i tvad av de fyra graferna med tre kanter som bildar en triangel, fem
grafer med tva kanter och en graf med en kant, totalt 38+2+5+1 = 46
stycken. Den sokta sannolikheten &r alltsa 46/64 = 23/32.

5. Del (a) ar falsk, tag till exempel z =y = 0 och z = 1. Del (b) &r sann
ty hur man #n viljer z och y giller att 2 +? > 0 s det fungerar fint
att vilja z = 0.

Del (c) ér falsk, ty vad man &n véljer att sitta x och y till finns alltid



ett z som &r for stort, till exempel z = |z| + |y|. Del (d) &r sann, vad
z &n dr kan man till exempel vélja z =y = z.

Del (e) ar sann, vilj till exempel z = z.

. Lat zp och yp vara antalet marsipangrisar respektive chokladaskar som
Pelle képte och 13t 7, och yr, vara motsvarande storheter for Lisa. Vi
far de tva dioofantiska ekvationerna:

29zp + 37yp = 533

och
29x5, + 37y, = 491.

Eftersom sgd(29,37) = 1 &r de tva ekvationerna losbara. Med hjalp
av FEuklides uttkade algoritm finner man att ekvationen 29z + 37y =
1 hér en losning (—14,11) si att en losning till Pelles ekvation blir
(—14-533,11-533) = (—7462, 5863) och till Lisas (—14-491,11-491) =
(—6874,5401). De allménna 16sningarna blir d& (—7462 + 37n, 5863 —
29n) respektive (—6874 + 37n,5401 — 29n) dér n ar ett godtyckligt
heltal. I Pelles fall dr det enda tédnkbara svaret med positiva storheter
(zp,yp) = (12,5) och for Lisa (zr,yr) = (8,7), ur vilket vi ser att Lisa
kopte flest chokladaskar.

. Forst véljer vi ut bollar till urna 1. Detta kan ske pa (Z) olika satt.
Bland de aterstdende n — k bollarna viljs sedan [ bollar ut till urna
2. Detta kan ske pa (";k) olika sétt. Till sist finns det bara ett
val; att lagga de aterstdnde n — k — [ = m bollarna i urna 3. Enligt

multiplikationsprincipen finns totalt

satt att placera ut bollarna.

I del (b) handlar det om att inse att faktorn A(k,l,m) ar antalet sitt
att vilja ut k parenteser att plocka a ut, [ parenteser att plocka b ur
och m parenteser att plocka ¢ ur. Genom att assciera a med urna 1,
b med urna 2 och ¢ med urna 3 i uppgift (a) inser man att A(k,l,m)
blir just svaret i (a).

. Vi behover bara visa satsen for a € {0,1,2,...,pg — 1}. Fallet a =0
ar trivialt s det fallet kan vi ocksd undanta i fortsdttningen.



Den pastadda kongruensen giller enligt Eulers sats for alla a som inte
ar en multipel av p eller ¢, sd antag forst att a = kp for nagot heltal
k. Observera att 1 < k < g — 1 varfor k och ¢ &r relativt prima sa
att &ven kp och g ar relativt prima. Eftersom ®(pq) = ®(p)®(gq) och
(kp)®(@ =1 + rq for nagot heltal 7 enligt Eulers sats, giller

a' M) = kp(kp)*P)D) = kp((kp)®(@))* @)

= kp(1 +1¢)%®).

Om man utvecklar det sista uttrycket kommer alla termer utom kp-
termen att innehélla en faktor pg, varfor hela uttrycket blir just kp
modulo pgq, som Onskat. Fallen d& a istéllet &r en multipal av g be-
handlas analogt, med p och ¢ i ombytta roller.



