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(6p) Beskriv Euklides uttkade algoritm for att till tvaltada ochb finnasgd(a, b)
och tva heltak ochv sddana attu+bv = sgd(a, b). Forklara varfor algoritmen
fungerar.

. (6p) Ge fullstandig l6sning till den diofantiska ekvai#m

28z + 36y = 100.

Ange ocksa inversen till i Zg.

. (6p) Ungefar 1500 enkronor staplas pa ett bord. Nar deslégggar om 10 mynt

blir det 7 mynt 6ver och nér de laggs i hdgar om 21 mynt blir detyht dver.
Hur manga mynt ar det totalt?

. (7p) Folidenfy, f1, f2,... ar given av attfy = 1, fi = 2 och forn > 2:

fn = fano1 + 2fn_o. Det finns ett enkelt explicit uttryck fof,,. Finn detta
uttryck och bevisa dess riktighet.

- (7p)

(a) Rita en graf med 6 noder dar alla noder har gradtal 4. Flehen Eyuler-
cykel i denna graf? Ange i s fall denna genom att satta nanmogérna
och ange i vilken ordning de passeras.

(b) Varfor &r det omajligt att rita en graf med 7 noder dar albaer har gradtal
3?

. (6p) LatU vara en icketom mangd och |&t vara familjen av alla delmangder

till U. Relationen~ pa F &r given av attd ~ B da A C B. Ar relationen~ en
ekvivalensrelation? A« en partiell ordning?

. (6p) Visa att antalet foljder av langd n = 1,2, 3, ..., av nollor och ettor, som

innehdallar ett udda antal ettor 2 —!.

(6p) Finns det nagra heltalsadana att
10" —1
9gn — 1

ar ett heltal? Motivera ditt svar.

/ Johan Jonasson

Lésningar



. Antag atte > b. Skriv med hjélp av divisionsalgoritmen= ¢1b + r1. Upprepa
medb ochr; och fab = ¢gor1 + 7. Forséatt pa detta satt genom att dividera den
forra resten med den nya resten:= qsrs + 73, 72 = qur3 + 74, €tC, &nda tills
du far en rest som ar 0. Da &dg(a, b) den sista nollskilda resten.

Algoritmen fungerar for att det i varje stefg,géller attsgd(ri—1, %) = s9d(qr+17r+
Tht1,Tk) = S9A(Th41, Tk )-

. Om man forkortar ekvationen sa langt det gar far man
Tr 4+ 9y = 25.

Eftersomsgd(7,9) = 1 &r ekvationen I6sbar. Genom inspektion ser man att
till exempel (z,y) = (1,2) &r en I6sning, sa den allménna Iésningen ges av
(,y) =(1+9n,2—"Tn),n € Z.

Inversen till 7 iZg &r 4 ty7 -4 = 28 = 1 mod 9.

. Vivill hitta ett heltalz som &ar kongruent med 7 modulo 10 och kongruent med
2 modulo 21. Det forsta villkoret sager oss att= 7 + 10k for nagot heltal

k. Darfor ger det andra villkoret at + 10k = 2 i Zgy, dvs10k = —51i Zo;.
Inversen till10 i Z; &r -2, sa vi fark = 10 och darmed: = 10 + 21m for ett
godtyckligt heltaln. Den allmanna lésningen blir alltsé= 7+10(10+21m) =

107 + 210m, m € Z. Den I6sning som ligger narmast 1500 ar 1577, sa det var
alltsa totalt 1577 enkronor det rérde sig om.

. Det galler attf, = 2™. For att visa detta anvander vi induktion: Pastdendet
ar uppenbarligen sant for = 1 ochn = 2, sd antag att det ar sant da=
1,2,...,m — 1 for ndgot godtyckligt positivt heltah. D& galler att

fn = fme1 4+ 2fmo=2""142.2n"2 9. 9n"1 = 9n,
Enligt induktionsprincipen &r allts& pastadendet sant fiarra

. Man kan till exempel rita en sexhorning med tva inskriviiariglar. En graf dar
alla noder har gradtal 4 har alltid en Eulercykel ty alla grahed idel jamna
gradtal har en sadan.

Del (b): Om det skulle finnas en graf med 7 noder dar alla nodegladtal 3, sa
skulle summan av gradtalen i grafen bli 21, ett udda tal. Memman summerar
gradtalen i en graf sa bidrar varje kant i grafen med precili @nna summa
varfér summan maste bli jamn, en motsagelse.

. Vi har inte med en ekvivalensrelation att gora ty symmelidller inte; det ar
naturligtvis inte generellt sad® C A sa fortA C B, det racker ju attd ar en
dkta delmangd aw for att fa ett motexempel mot detta.

Daremot s& ar den givna relationen en partiell ordning: Mér.4 galler att
AC A OmA C BochB C Asagallerattd = B. Slutligen omA C B och
B C C sagaller alltid attA C C.



7. Anvand induktion: Uppgiftens psastaende ar uppenbattdsan = 1, sa antag
att det galler aven fon = m darm &r ett godtyckligt valt positivt heltal. Anta-
gandet sager att precis halften av foliderna av lamgihnehaller ett udda antal
ettor. Darfor maste ocksa precis halften av dem innehdligmaint antal ettor.
Nu ar ju antal foljder av langeh 4+ 1 med ett undda antal ettor dels de som bdrjar
med en etta och foljs av en foljd av langd med ett jamnt antal ettor, dels de
som bérjar med en nolla och féljs av en féljd av langdmed ett undda antal
ettor. Summerar vi dessa tva antal faryti—! + 2m~1 = 2™ och det 6nskade
resultatet foljer av induktionsprincipen.

8. Svaret ar nej, ty ndmnaréfi — 1 &r jadmna och téljareh0™ — 1 &r udda.



