Matematik Chalmers

Tentamen till kurserna TMV200, TMV210, TMA245 (del A) och MAD1 00,

=

den 16 augusti 2005, kl. 14.00-18.00
Hjalpmedel: Inga hjalpmedel
Telefonvakt: Marcus Better, tel. 0739-779268
(6p) LOs den diofantiska ekvationen

452 + 50y = 25

fullstandigt.

. (6p) Vad blirg?% + 1341 i Zy5?

. (6p) For vilket heltal: mellan 1000 och 2000 géller att heltalsdivisionaav

med 9 ger resten 8, heltalsdivisionawmed 11 ger resten 9, och heltalsdivi-
sion avz med 13 ger resten 107?

. (6p) Visa att det for alla positiva heltalgéller att
n—1
> (3K +3k+ 1) =n’.
k=0

. (6p) LatG = (V, E) vara en graf och IR, S och T vara relationer p&

givna av att

e zRy omz ochy ar grannar,
e Sy omz ochy ligger i samma sammanh&ngande komponent,
o xTyomd, <d,.

Vilka av relationernaR, S ochT ar ekvivalensrelationer?

. (6p) For varje positivt heltal, lat f,, vara antalet féljder av langdav nollor

och ettor som ingenstans innehaller tva ettor i rad. Visa att thldrestams
av fi =2, fo =3 ochférn > 3,

fn = fnfl =+ fn72~

. (7p) Karin, Petter och Anna ska dela elva karameller mellan sig? Pa hur

manga satt kan de fordela karamellerna? Hur manga satt blir det om man
staller som villkor ingen av dem ska bli helt utan karameller?



8. (7p) Bevisa Wilsons sats: Ett heltal> 2 ar ett primtal om och endast om
(n—1)! = —1 modn.

/ Johan Jonasson
Ldsningar

1. Eftersomsgd(45,50)|25 &r ekvationen losbar. Efter forkortning megt (45, 50)
far vi ekvationen
9z + 10y = 5.

Genom inspektion ser man snabbt att en lI6sning gés ay) = (—5,5) s&
den allménna I6sningen ges @, y) = (—5 — 10n, 5 + 9n) darn kan vara
vilket heltal som helst.

2. Eftersom®(25) = 5 - 4 = 20 galler enligt Eulers sats att® = 1i Zyj for
allaa medsgd(a, 25) = 1. Nu ar ju bade 8 och 13 relativt prima 25, sa den
forsta termen blir 1 och den andra termen br- (13%°)2 = 13 varfér den
sOkta summan blit4 i Zos.

3. Enligt uppgift uppfyllerz de tre ekvationerna = 8 mod 9,z = 9 mod 11
ochx = 10 mod 13. Enligt den forsta av dessa kan vi skriva: 8 + 9k for
nagot heltalk. Genom att stoppa in detta i den andra ekvationen far vi att
8 + 9k = 91 Zq;1. Detta ger vid rékning %11 att9% = 1, dvsk = 51 Zq1,
dvsk = 5 + 91 for nagot heltal.

Vi hadex = 8+ 9k och eftersonk = 5+ 91 far vix = 53+991. Nu sétter vi
in detta i den tredje ekvationen och f&r+99] = 10 Z13, dvs1 +8] = 10,
dvs8l = 9i Z3. Inversentill 8iZ3ar5sadl =5-9 =45 = 6i Z;3,
dvs! = 6 + 13m. Detta gerr = 53 + 99(6 + 13m) = 647 + 1287m som
allmén 16sning och den speciella |Idsning som soks ar den svarat mat,
dvsx = 1934.

4. Anvand induktion: Fon = 1 séger formeln att = 1 vilket ju ar sant. Om
uttrycket ar sant d& = m darm ar nagot godtyckligt uttryck, sa galler
uttrycket aven d& = m + 1, ty

m m—1
S B +3k+1) =) (3k*+3k+1)+3m” +3m+1
k=0 k=0

=m?+3m*+3m+1=(m+1)>

dar den andra likheten féljer av induktionsantagandet. Det vi ville visarfdlje
nu av induktionsprincipen.



5. Relationenk ar ingen ekvivalensrelation, ty den &r inte transitiv: Atér
granne med ochy ar granne med garanterar ju inte att ochz ar grannar.

Inte hellerT ar en ekvivalensrelation, den ar exempelvis inte symmetrisk, ty
om till exempeld, = 1 ochd, = 2 haller juzT'y men inteyT'z.

RelationenS ar daremot en ekvivalensrelation: Varje nod ar naturligtvis i
samma komponent som sig sjalv, och om det finns en vagafrélh y sa
finns det en vag fram till z. Transitivitet: Om det finns en vag frantill y
och en vag frany till z sa finns det en vag frantill z, namligen en via
(och, naturligtvis, eventuellt andra vagar).

6. forn = 1 finns de tva féljdernd och1 och forn = 2 finns00, 01 och 10.
For generalltr finns dels folderna som borjar 9&(f,,—1 stycken), dels de
som borjar pa 0 (f,,_2 stycken). Totlat galler allts@, = f,_1 + fr_2.

7. Om man lagger ut de elva karamellerna i rad och fordelar dem genom att
lagga ut tva stickor som avdelare mellan Karins, Petters, respektivesAnna
hogar, ser man att man har 13 foremal som ska positioneras. Man kan vélja
positioner till de tva stickorna péj) = 78 olika satt. De kan alltsa fordela
karamellerna pa 78 olika satt.

Med bivillkoret ska de tva stickorna placers ut bland de 10 mellanrummen
mellan karamellerna och de far inte placeras bagge i samma mellanrum. An-
talet satt blir alltsg’y) = 45.

8. Antag forst att inte ar ett primtal. Da finns ett heltat € {2,3,...,n—1}
sadant attn|n. Eftersomm finns med i produktefn — 1)! géller attrm|(n —
1)I. Om nu(n — 1)! = —1 modn géaller attn|(n — 1)! + 1 och darmed att
m|(n — 1)! + 1. Detta ger atin = 1, en motsagelse.

Antag nu attn ar ett primtal. Tagn € {2,3,...,n — 2}. Da kan inte
m vara sin egen invers i,, ty om sa vore fallet skulle:m? — 1 dvs
n|(m + 1)(m — 1 och, eftersorm ar ett primtal,n|m — 1 ellern|m + 1 sa
attm = n — 1 ellerm = 1. Saledes galler vid rakning modutoatt varje
produkti(n—1)! utomn—1 slas utavsininvers, varfgn—1)! = n—1 = 1.



