Diskret matematik IT ht 2004: Kryssuppgifter vecka 2

. Lat f : A — B varaen funktion. For en delméangd C av A skriv f for restriktionen av f
till C, dvs den funktion fo : C' — B som ges av

fo(x) = f(x), z € C.
Antag nu att A = A, U A, Ar foljande pastdenden sanna?

(@) Om f4, och f,4, ar surjektiva s ar f surjektiv.

(b) Om f4, och f4, &r injektiva sa ar f injektiv.

. Funktionen f : [1,2] — R @r given av
f(z) =8z — 32° + 1.

Bestam det langsta intervallet I C [1, 2] sddant att restriktionen av f till I &r injektiv. Ange
ocksa f(I).

. Lat A vara mangden av kvadratiska funktioner, dvs funktioner av typen f(x) = az?+bx+c
och Iat R vara en relation pa A given av att a;2% + bz + ¢; Rasx? + byx + ¢ dd a; = ay
och by = bs.

Visa att R ar en ekvivalensrelation och beskriv ekvivalensklasserna geometriskt.
Losningar

. Utsagan (a) &r sann, ty om f,, &r surjektiv géller att

f(A) 2 f(A1) = fAl(Al) = B.

Déremot &r inte (b) sann, lat till exempel A = R, A; = (—0,0], Ay = [0,00) och

f(x) =22

. Eftersom f ar en andragradsfunktion med negativ x2-koefficient vet vi att det finns en punkt
a sadan att f’(a) = 0 och att f &r strikt vaxande till vanster om a och strikt avtagande till
héder om a. (Atminstone om vi latsas att f har hela reella linjen som definitionsméangd
vilket egentligen inte &r fallet hdr, men om det skulle visa sig att a ¢ [1,2] &r f sjélv
injektiv.)

Vi beréknar a: f'(a) = —6x + 8 = 0 ger att a = 4/3 € [1,2]. Det foljer att det sokta
intervallet & [ = [4/3,2] (och restriktionen av f till I &r strikt avtagande och darmed
injektiv.)



3. Att R ar reflexiv, dvs att det for alla a, b och c galler att az? + bx + c Rax? + bz + c,
foljer av att @ = a och b = b. Symmetrin féljer av att om az? + bz + c Rdx? + ex + f s&
galler per definition av R att @ = d och b = e varfor d = a och e = b sa att dz? + ex +
f Rax* bz + c. Slutligen féljer transitiviteten av att om az? + bz + ¢ Rdx? + ex + f och
da® +ex + f R gw? + ha +1i sa galler per definitionav Ratta = d,d = g,b =coche = h
varfor a = g och b = h sd att ax?® + bz + ¢ R g2* + hx + .

Ekvivalensklasserna beskrivs geometriskt av att tva kvadratiska funktioner ligger i samma
ekvivalensklass om bada har samma graf sanar som pa att de ligger pa olika hojd.



