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1. Lat p och ¢ vara tva olika primtal. Visa att ®(pq) = (p — 1)(q — 1).

2. Axel har skaffat sig en RSA-nyckel med alldeles for sma primtal; hans éppna nyckel ar
pq = 8989 och a = 13. En av Axels kompisar skickar ett krypterat meddelande som
du snappar upp. Det krypterade meddelandet &r 1772. Vad &r det riktiga meddelandet?
(Anvand gérna datorhjélp till berdkningarna.)

3. Lét a och b vara tva positiva heltal. Visa att det antingen géller att sgd(a + b,a — b) =
sgd(a,b) eller sgd(a + b,a — b) = 2sgd(a,b).

Losningar

1. ®(pq) &r antalet heltal i {1,2,...,pg — 1} som &r relativt prima pq. Totalt finns det pg — 1
tal i den aktuella mangden och for att fA ®(pq) ska vi alltsd subtrahera antalet tal i den
aktuella méngden som delas av antingen p eller ¢. Det finns ¢ — 1 stycken tal som delas av
p, ndmligen p, 2p, 3p, . .., (¢ — 1)p. Pa samma sétt finns det p — 1 stycken tal som delas av
q, namligen ¢,2¢, 3q, ..., (p — 1)q. Kan nagot tal finnas med i bada dessa uppréakningar?
Nej, ty om det for tva heltal = och y galler att 2p = yq far vi for  och y den diofantiska
ekvationen px — gy = 0 som har den allménna lésningen (z,y) = (ng,np),n € Z, och
inget av dessa tal finns representerat i vara upprakningar.

Vifaralltsd ®(pq) =pg—1—(p—1)—(¢q—1)=pg—p—q+1=(p—1)(g—1).

2. Man ser vildigt snabbt att Axels hemliga primtal maste vara p = 89 och ¢ = 101. Axels
hemliga invers b &r alltsd inversen till 13 modulo ®(pq) = 88 - 100 = 8800. Med hjélp av
Euklides utokade algoritm beréknas denna snabbt till b = 677. For att dekryptera ska vi
alltsa berakna 1772577 mod 8989, vilket man med datorhjélp beréknar till 50. Det riktiga
meddelandet var alltsa 50.

3. Skrivd = sgd(a,b) och ¢ = sgd(a — b, a+b). Eftersom c & en gemensam delare till a + b
och a — b géller dels att ¢|(a + b) + (a — b), dvs ¢|2a, dels att ¢|(a + b) — (a — b), dvs ¢|2b.
Darfor géller att c|sgd(2a, 2b), dvs c|2d.

A andra sidan géller ju att eftersom d|a och d|b sé foljer att d|a + b och d|a — b s att d|c.
Vi har alltsa att d|c och c|2d ur vilket det foljer att ¢ = d eller ¢ = 2d som vi ville.



