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. (6p) Beskriv Euklides utokade algoritm for att till tva heltal a och
b finna sgd(a,b) och tva heltal v och v sd att au + bv = sgd(a,b).
Argumentera for att algoritmen fungerar.

. (6p) Lat S vara utfallsrummet till ett slumpforsok och lat P vara ett
sannolikhetsmatt pa delméngderna till S. Vad betyder det att P ar ett
sannolikhetsméatt? (dvs ange definitionen). Bevisa att om A C B C S
giller att P(A) < P(B) och att P(A) <1 for alla A C S.

. (6p) Lat a, b, ¢, d och n vara heltal. Visa att om ¢ = b mod n och
¢ = d mod n giller att a + ¢ = b+ d mod n och ac = bd mod n.

. (6p) Vilka av foljande logiska argument ar giltiga?
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. (6p) Ishockeylagen A och B méts i en matchserie om bést av fem match-
er. Lag A ar battre &n lag B och vinner varje match med sannolikheten
2/3 oberoende av hur de andra matcherna slutar. Vad &r sannolikheten
att lag A vinner matchserien? Vad blir svaret om man istéllet spelar i
bést av sju matcher?

. (7p) For vilka heltal n géller det att

35n* +n"® +n+ 1?2



7. (6p) Lisa och Pelle spelar foljande spel: Lisa ldgger antingen 20 kr
eller 40 kr i ett kuvert. Pelle, som inte far se hur mycket Lisa lédgger i
kuvertet, gissar sedan vilket av de tva beloppen som Lisa har lagt dar.
Om Pelle gissar ratt far han pengarna i kuvertet och om han gissar fel
far han betala den till synes rimliga summan 30 kr till Lisa. Antag nu
att Lisa later slumpen avgora hur mycket hon lagger i kuvertet pa sa
satt att hon med sannolikheten 7/12 ldgger 20 kr i kuvertet och med
sannolikheten 5/12 lagger 40 kr i kuvertet. Antag ocksa att Pelle har
en strategi som gor att han med sannolikheten p gissar pa 20 kr och
med sannolkheten ¢ = 1 — p gissar 40 kr. Lat X vara Lisas nettovinst
av spelet och berdkna vintevirdet av X. For vem av de tva dr spelet
gynnsamt?

8. (7p) Lat p vara ett primtal. Visa att (p — 1)! = —1 mod p. (Detta
resultat dr kint som Wilsons sats.)

/Johan Jonasson
Losningar
1. Teoriuppgift.
2. Teoriuppgift.
3. Teoriuppgift.

4. Argumentet (a) ar ogiltigt. Tag t.ex. p = F och ¢ = S. Argument
(b) ar giltigt, ty om slutsatsen &r falsk betyder detta att s = F och
om hypoteserna ska vara sanna kréavs att dven r = F' sa for att de tva
implikationerna ska vara sanna kravs att dven p och ¢ ar falska vilket
tvingar det forsta argumentet att vara falskt.

Argument (c) ar ocksa giltigt, ty om w = F och hypoteserna ska vara
sanna foljer att r, s och ¢ alla &r falska vilket tvingar &ven p och ¢
till atta vara falska vilket i sin tur tvingar forsta argumentet att vara
falskt.

5. Lat den stokastiska variabeln X vara antalet matcher som lag A vinner.
I det forsta fallet har X en Bin(5,2/3)-fordelning och lag A vinner om
och endast om X > 3. Vi soker alltsa

Pix >3 = (J)Grgr+ () GG+ Gr



_10-8+5-16+32 192 64

- 243 T 243 8l
I fallet med bést av sju matcher blir X en Bin(7, 2/3)-fordelad skokastisk
variabel och vi soker

P> )= (1) 8rgr+ (D) ErGr+ (5 6re+ Gy

_35-16+21-32+7-64+128 1808
- 2187 2187

. Sétt f(n) = n* +n'3 4+ n+ 1. Eftersom 35 = 5-7 och 5 och 7 ér
relativt prima géller det 35|f(n) om och endast om 5|f(n) och 7|f(n).
Vi vill alltsa veta for vilka virden pa n som f(n) = 0 modulo 5 savél
som modulo 7.

Néar vi rdknar i Zs riacker det om vi betraktar n = 0,1,2,3,4. For
n =0 har vi f(n) =1 # 0. For 6vriga virden utnyttjar vi Eulers sats
som siger att n* = 1. Saledes blir f(n)=n+mn+n+1=3n+1 och
In+1=03n=4<(2-3)n=2-4),dvs n=3.

I Z; behover vi bara betrakta n = 0,1,2,3,4,5,6. For n = 0 géller
f(n) = 1 och for 6vriga n utnyttjar vi aterigen Eulers sats som séger
att n® =1sdatt f(n) =n+n+n+1=3n+1=0&3n=6<n=2.

Vi har kommit fram till att 35/f(n) om och endast om

n =3 mod 5

n=2mod7
Enligt kinesiska restsatsen ar detta ekvationssystem losbart och om nyg
ar en losning sa ges den allménna l6sningen av n = ng + 35k, k € Z.
Man kan med blotta 6gat se att ng = 23 fungerar sa det slutliga svaret
ar att n = 23 4+ 35k dér k kan vara vilket heltal som helst.

. Det giller att X = —20 med sannolikheten 7p/12, att X = —40 med
sannolikheten 5¢/12 och att X = 30 med sannolikheten 5p/12+ 7¢/12.
(Vi har hir antagit att Pelles gissningar &r oberoende av vad Lisa stop-
par i kuvertet; ett uppenbarligen korrekt antagande eftersom Pelle inte
vet vad Lisa lagger i.) Vi far
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dir den nist sista likheten foljer av att p + ¢ = 1. Vi ser att Lisas
forvintade vinst dels inte beror av vilken strategi Pelle anvéinder, dels
att den dr positiv, dvs spelet &r gynnsamt for Lisa.

. Vivill visa att (p — 1)! = —1 om vi réknar i Z,. Eftersom alla talen
1,2,...,p — 1 ér relativt prima med p har de alla en unik invers i Z,,.
Dessutom giller for talen 2,3,...,p — 2 att dessa inte dr inverser till
sig sjdlva, ty om sa vore fallet skulle det for att sadant tal k£ gélla att
k* =11i2Z,, dvs p|k* — 1, dvs p|(k + 1)(k — 1) och eftersom p &r ett
primtal skulle p|k + 1 eller p|k — 1 vilket tvingar k till att vara antingen
1 eller p — 1. Saledes giller att i produkten (p—1)!=1-2-...-(p—1)
multipliceras varje tal utom 1 och p — 1 med sin invers och vi far att
p—-D=p-1=-1i1Z,.



