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1. (6p) Lat a, b och ¢ vara heltal. Visa att a|b och a|c om och endast om
a|nb + mc for alla heltal m och n.

2. (6p) Visa att det finns oéndligt manga primtal.

3. (6p) Formulera binomialsatsen och avgor vad koefficienten framfor 22y°
ar i utvecklingen av (3z + y)8.

4. (6p) Vilka av foljande par av logiska formler &r ekvivalenta? Bevisa
eller ge motexempel:

a) ~ (pAq)och (~p)V(~q),
b) p = q och ¢ — p,
)

(
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(c) p— ¢ ANg—rochp—r.

5. (6p) Pelle sdger till Lisa att han har formagan att med god precision
forutsidga utfallet av en slantsingling med ett symmetriskt mynt. Lisa
ar skeptisk och begir att Pelle demonstrerar sin formaga. Det visar
sig att pa tio forsok far Pelle ritt sju gdnger. Vad var sannoliheten att
Pelle skulle lyckas minst sa bra om han bara gissade? Om du vore i
Lisas klidder, skulle du da ta detta som intidkt for att Pelle verkligen
har en viss profetisk férmaga?

6. (7p) Rita grafen G = G(V, E) dar V = {a,b,¢,d,e, f,g,h,i} och E =
{{a, b}, {a, ¢}, {c, d}, {d, e}, {a, f}.{[, 9}, {a, h},{h, i} }.

En av grafens nio noder viljs pa mafa. Vad ar vintevirdet av avstandet
mellan den valda noden och a? (Avstandet mellan tva noder i en graf
ges av antalet kanter i en kortaste vig mellan de tva noderna.)

7. (6p) Josefin handlade frukt. Applena kostade 3 kronor styck, melonerna,
10 kronor och plommonen 50 6re. Josefin kopte minst en av varje sort
coh totalt 100 frukter och alltihop kostade precis 100 kronor. Hur
manga frukter av varje sort kopte Josefin?



8. (7p) Vilka positiva heltal kan skrivas som differensen mellan tva kvadrater.
Formulera en sats och bevisa den.

/Johan Jonasson
Losningar
1. Teoriuppgift.

2. Teoriuppgift.

3. Binomialsatsen séger att om n > 1 &r ett heltal sa géller for alla x och
Yy att
" (n
@+y) =31, )" "
im0 \K

Satsen foljer av observationen att for att fa en term av typen ™ Fy* i

utvecklingen av (z+y)" ska man vélja y ur precis k£ av de n parenteserna

och z ur de 6vriga. Detta kan ske pa precis (Z) olika sétt.

I det fall som vi &r speciellt intresserade av i denna uppgift far vi att
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En z'2y>-term uppstir d& k = 5 och koefficienten framfor blir alltsa
(8) - 3% = 504.

4. Om Pelle bara gissar har varje gissning sannolikheten 1/2 att lyckas.
Eftersom slantsinglingarna ar oberoende betyder detta att antalet ratt
som Pelle far, sig X, ar en stokastisk variabel som ar binomialférdelad
med parametrar 10 och 1/2. Darfor giller att
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Nu &r ju 11/128 knappt en tiondel sa det verkar betydligt mer rimligt
att tro att Pelle bara hade lite tur snarare dn att han verkligen dger en
viss formaga att skada in i framtiden.



(Detta &r ett exempel pa ett statistiskt test; man vill underscka om
nagon tankt “effekt” verkligen existerar och gor detta genom att skrad-
darsy ett slumpférsék som man liatt kan analysera sannolikhetsteo-
retiskt under antagandet att den tinkta effekten inte finns. Ett under
detta antagande “normalt” resultat tolkas som att effekten inte finns
medan ett pa rétt sitt “extremt” resultat tolkas som att effekten finns.)

. Grafen GG ar ett trdd med a som “knutpunkt” och “armarna” ab, acde,
afg och aha.

Lat nu den stokastiska variabeln X beteckna avstandet fran o till en
i G pa mafa vald nod. Det giller att X = 0 da a viljs, X = 1 da b,
c, f eller h viljs, X = 2 da d, g eller 7 viljs och X = 3 da e viljs.
Saledes blir P(X =0) =1/9, P(X =1) =4/9, P(X =2) = 3/9 och
P(X =3)=1/9sa att
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E[X]=5(0-1+1-442-3+3-1) = .

. Lat x vara antalet dpplen, y antalet meloner och z antalet plommon.
Enligt uppgift har vi de tva ekvationerna:

3z + 10y + 0.5z = 100

z+y+ 2z =100.

Om vi loser ut z ur den forsta ekvationen far vi z = 200 — 6x — 20y
som instoppat i den andra ekvationen ger den diofantiska ekvationen
5z + 19y = 100. Denna ekvation &r lésbar ty sgd(5,19) = 1. Man ser
genom inspektion att en 16sning till ekvationen b5x + 19y = 1 ar x =
4,y = —1 varfor x = 400,y = —100 ar en 16sning till 5z + 19y = 100.
Den allminna losningen &r da x = 400 — 19n,y = —100 + 5n, n € Z.
For z géller da att z = 200—6(400—19n)—20(—100+5n) = —200+14n.
Det enda virdet pa n som gor bade x, y och z positiva dr n = 21 som
ger oss x = 1, y = 5 och z = 94. Josefin kopte alltsa ett dpple, fem
meloner och nittiofyra plommon.

. Sats: Om n &r ett positivt heltal galler att n kan skrivas som differensen
mellan tva kvadrater om och endast om n ar udda eller 4|n.

For att bevisa detta observerar vi att da n = 22 — y? dér x och y &r
heltal giller enligt konjugatregeln att n = (z+y)(z —y). Oberoende av



vad z och y &r giller det uppenbarligen att antingen &r bade = + y och
z—y udda eller s bada jimna. I det forsta fallet blir (z+y)(z—y) udda
och i det andra fallet géiller att 4|(z + y)(z — y). Detta visar “endast
om”-delen. For att klara den andra delen ska vi specificera x och y i
de fall d& n ar udda eller 4/n. Men om n &r udda, sitt = (n +1)/2
ochy=z—-1. Dafarvin=(z+y)(z —y) =n-1=n. Om 4|n sitt
z=n/4+1ochy=n/4—-1



