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1. (6p) Som bekant kan man till varje par av heltal a och b finna tva heltal
u och v s att au 4+ bv = sgd(a,b). Anvind detta till att visa att om ¢
ar ytterligare ett heltal sa géiller att om a och b ar relativt prima och
a|bc sd medfor detta att alc.

Ge ocksa ett exempel som visar att férutsdttningen att a och b ar
relativt prima ar nédvindig, dvs ge ett exempel dér sgd(a, b) > 1, albe,
men a fc.

2. (6p) Det finns en sats som séger att om X och Y dr tvad oberoende
stokastiska variabler géller att Var[X + Y] = Var[X] 4+ Var[Y]. Om
X och Y &r beroende giller det i allménhet inte att Var[X + Y] =
Var[X] + Var[Y]. Ge ett exempel som visar detta och peka pa varfor
beviset av nimnda sats inte fungerar i detta fall.

3. (6p)
(a) Vad siger binomialsatsen om utvecklingen av (a+b)", dir a,b € R
ochneZ,?
(b) Vélj a och b pa ett lampligt sitt for att pa sd sitt visa att
e (p) =2m
(c) Man kan visa likheten i (b) genom ett rent kombinatoriskt resone-

mang om kombinationer. Gor detta. (Tips: Ténk pa att om A &r
en méangd med n element sa har P(A) precis 2" element.)

4. (6p) Vilka av foljande logiska argument &r giltiga?
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5. (7p) Funktionen f har intervallet [0, 00) som definitionsméngd och ges

av
1

f@) =1
Visa att f &r injektiv och bestim malmingden sd att f ocksa blir
surjektiv. Berdkna ocksa inversen till f.

6. (6p) Visa att for alla n € Z, giller att
> (Bk(k—1)+1) =n’.
k=1

7. (7p) Fru Svensson har fatt veta att hennes syster drabbats av en svar
arftligt betingad sjukdom. Det ar kiint att risken att ett syskon till en
drabbad person har arvsanlag som goér att d&ven hon/han kommer att
fa sjukdomen &r 10 %. Fru Svensson genomgar ett genetiskt test for
att avgora om hon bér pa dessa anlag. Testet visar att sa ar fallet. Nu
ar dock inte testmetoden helt tillforlitlig; for en person som inte bar
pa anlagen i fraga dr risken hela 20 % att testet felaktigt visar att man
gor det, medan testet for personer som verkligen har dessa anlag ger
felaktigt besked i 5% av fallen. Vad ar sannolikheten att Fru Svensson
verkligen har anlag fér sjukdomen?

8. (6p) For vilket udda heltal m géller att 403 < m < 696, 3|m och
m = 12 mod 497

/Johan Jonasson

Lésningar



1. Eftersom sgd(a,b) = 1 géller det att det finns heltal u och v sddana att
au + bv = 1. Multiplicera denna ekvation med c och fa acu + bcv = c.
Om man nu kan visa att a delar bigge termerna i vinsterledet foljer att
alacu + bev, dvs alc. Men att a delar den forsta termen &r uppenbart
och att a delar den andra termen foljer av forutséttningen albc.

Om man tar bort forutsittningen att sgd(a,b) = 1 far vi ett motexem-
pelmed a =2,0=2,c=1.

2. Lat X vara en godtyckligt stokastisk variabel med, Var[X] > 0, till ex-
empel likformigt férdelad pa {0,1}. Lat Y = X. Da blir Var[ X +Y] =
Var[2X] = 4Var[X] medan Var[X] + Var[Y] = 2Var[X]. Problemet
i beviset for oberoende stokastiska variabler ligger i att man vill kunna
siga att E[XY] — E[X|E[Y] = 0 vilket i allménhet inte géller for
beroende stokastiska variabler.

3. Binomialsatsen siger att

Om man sétter a = b = 1 foljer att

1+ =3 (Z) 1k1nk

k=0

dvs 2" =377, <Z) I del (c¢) utnyttjar vi att 2" ar antalet delméngder
av A som man kan skriva som summan av antalet kombinationer av
storlek 0, antal kombinationer av storlek 1, ..., antal kombinationer av
storlek n. Denna summa ar just >p_, (Z)

4. Argumentet (a) ar ogiltigt. Tag t.ex. p = F och ¢ = S. Argument
(b) &r giltigt, ty om slutsatsen #r falsk betyder detta att s = F och
om hypoteserna ska vara sanna kravs att dven r = F' sa for att de tva
implikationerna ska vara sanna kravs att dven p och ¢ ar falska vilket
tvingar det forsta argumentet att vara falskt.

Argument (c) ar ocksa giltigt, ty om w = F och hypoteserna ska vara
sanna foljer att r, s och ¢ alla &ar falska vilket tvingar &ven p och ¢
till atta vara falska vilket i sin tur tvingar forsta argumentet att vara
falskt.



5. Att f &r injektiv foljer av att om f(a) = f(b) filjer att 1/(1 + a?) =
1/(14b%), dvs a® = b? och eftersom f bara ir definierad pa [0, o) f6ljer
det av detta att a = b.

Vérdeméangden till f &r (0,1] s& om ska blir surjektiv ar det denna
méngd som ska viljas som malméingd.

Inversen berdknas genom att man loser ekvationen f(x) =y, dvs y =
1/(1+ x?). Losningen &r

dvs inversen ges av
11—z

i) =

xz

6. D4 n = 1 &r bade vinster- och hogerledet 1, sa den &nskade likheten
géiller for n = 1. Vi anvidnder nu induktionsprincipen: Antag att
likheten giller da n = p dar p &ar ett godyckligt valt positivt heltal.

Da giller
p+1

S Bk(k—1)+1)=p*+3(k+1)k+1

=p’+3p°+3p+1=(p+1)°

dvs likheten giller d&ven for n = p+ 1. Den allménna likheten f6ljer nu
av induktionsprincipen.

7. Lat S vara héndelsen att fru Svensson har anlag fér sjukdomen och
lat T" vara héndelsen att fru Svenssons test visar att hon har anlag for
sjukdomen.

Visoker P(S|T) och givet i uppgiften ar att P(S) = 0.1, P(T|S) = 0.95
och P(T|S¢) = 0.2.

Vi far
P(TNS) P(T|S)P(S)
P(S|T) = P(T) ~— P(TnS)+P(TnS
P(T|S)P(S) 0.95-0.1 _ 19

~ P(TS)P(S) + P(T|S9)P(S¢) ~ 0.95-0.1+02-09 55



8. Man ska l6sa ekvationssystemet

=1 mod 2
=0 mod 3
z=12 mod 49

Man inser snabbt att de tva forsta ekvationerna medfor att © = 6m+3
for nagot heltal m och om man anvinder detta i den tredje ekvationen
far man 6m + 3 = 12 mod 49, dvs

[6][m] + [3] = [12]

i Zy9. Detta ger [m] = [9][6]!. Medelst gissning eller Euklides algoritm
inser man att [6] ' = [41]. Déarfor ar [m] = [9][41] = [26], dvs m =
26 + 49n for nagot heltal n. Eftersom vi hade att £ = 6m + 3 far vi
= 6(26 + 49n) + 3 = 159 + 294n.

Om vi till sist tar hiansyn till att 403 < z < 696 ser vi att vi ska vilja
n =1 och far da att x = 453. Svaret ar alltsa

x = 453.



