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1. (7p)
(a) Visa att om p &r ett primtal och a r ett godtyckligt heltal géller
antingen att pla eller att sgd(p,a) = 1.

(b) Visa att om p dr ett primtal och a och b ar heltal sddana att p|ab
giller det att p|a eller p|b.

(c) Visa genom att ge ett motexempel att slutsatsen i (b) inte haller
om man tar bort kravet pa att p ir ett primtal.

2. (6p) Det finns en sats som sédger att om X och Y dr tva oberoende
stokastiska variabler géller att Var[X + Y] = Var[X]| + Var[Y]. Om
X och Y ér beroende géller det i allménhet inte att Var[X + Y] =
Var[X]+ Var[Y]. Ge ett exempel som visar detta och peka pa varfor
beviset av nimnda sats inte fungerar i detta fall.

3. (6p) En relation R pa en mingd A kallas, som bekant,

e reflexiv om Vz : xRz,
e symmetrisk om Vz,y : Ry = yRx,
e transitivom Vz,y,z: xRy ANyRz = zRz.

Ge exempel pa en relation som &r

(a) savil reflexiv, symmetrisk och transitiv (dvs en ekvivalensrela-
tion),

(b) transitiv, men varken reflexiv eller symmetrisk,

(c) symmetrisk, men varken reflexiv eller transitiv.

4. (6p) Lat Aq, Ao, ... vara méngder sidana att det for alla positiva heltal
n giller att |A,| = 3n — 2 och

A mnolAk| —n-1.
k=1



Visa att det for alla n géller att
‘ U Ak‘ = n2.
k=1

5. (6p) Funktionen f har intervallet [0, 00) som definitionsméngd och ges

av
1

)= -—5.

/(@) 1+ 22

Visa att f ar injektiv och bestim malméingden sd att f ocksa blir
surjektiv. Berdkna ocksa inversen till f.

6. (6p) I en nagot annorlunda stafett ingick i varje lag tre 16pare och det
sprangs tio strackor (pa 3 km). Inom laget fick man fordela strackorna
som man ville med restriktionen att varje deltagare skulle springa minst
tva strickor. Ett lag utgjordes av Lisa, Pelle och Kajsa. Lisa tog i
genomsnitt 11 minuter pa sig for sina strickor, Pelle tog 12 minuter pa
sig och Kajsa 15 minuter. Lagets sammanlagda tid blev 2 timmar och
1 minut. Hur manga striackor sparng var och en?

7. (6p) Rita grafen G = (V, E) dar V = {a,b,c,d,e, f,g,h,i} och E =
{{a,b},{a,c}, {c,d},{d, e}, {a, /},{f, 9}, {a, b}, {h,i}}.

En av grafens nio noder viljs pd mafa. Vad ar vintevirdet av avstandet
mellan den valda noden och a? (Avstandet mellan tva noder i en graf
ges av antalet kanter i en kortaste vig mellan de tva noderna.)

8. (7p) Vilka positiva heltal kan skrivas som differensen mellan tva kvadrater.
Formulera en sats och bevisa den.

/Johan Jonasson
Losningar

1. (a) Delarna till p dr 1 och p sd om p inte delar ¢ &r 1 den enda
gemensamma delaren till p och a varfor sgd(p,a) = 1.

(b) Om pla finns inget att visa s antag att p inte delar a. Enligt
(a) galler da att sgd(p,a) = 1 varfor det enligt Euklides utokade
algoritm finns heltal v och v sa att au + pv = 1. Multiplicera
ekvationen med b och fa abu+bpv = b. Det géller trivialt att p|bpv
och enligt forutsittning att plabu och darmed att p|abu + bpv, dvs

plb.



(c) Det giller till exempel att 6|2 - 3, men inte att 6|2 eller 6/3.

2. Lat X vara vilken stokastisk variabel som helst for vilken Var[X] > 0
och 1at Y = X. Da giller att Var|X + Y| = Var[2X]| = 4Var[X]
medan Var[X] + Var[Y] = 2Var[X]. Haken i beviset &r att om inte
X och Y &r oberoende sa géller normalt inte att E[XY] = E[X]E[Y].

3. (a) Till exempel = (Pa vilken méngd som helst.)
(b) Till exempel < (t.ex. pa Z.)
(c) Till exempel # (t.ex. pa Z.)

4. Tydligen &r |A;] = 3-1—2 = 1 = 1% si resultatet man ombeds
visa giller atminstone for n = 1. Vilj nu n godtyckligt och antag att
|UR_; Ak| = n?. Da giller att

n+1

U Axl =AU U Al
k=1

k=1

= [Ansil + 1 U Akl = [Ansa 0 U Al
k=1 k=1

=3n+1)—2+n*—(n+1)—1=n*+2n+1=(n+1)>%.

Det 6nskade resultatet féljer nu av induktionsprincipen.

5. Att f &r injektiv foljer av att om f(z) = f(y), dvs 1/(1 + 2?) =
1/(1 + y?) giller 22 = y? och eftersom f bara dr definierad pa den
positiva halvaxeln medfor detta att x = y. Virdeméngden till f bestar
av alla y for vilka det finns ett = € [0, 00) sddant att f(z) =y, dvs for
vilka det finns en positiv 16sning till ekvationen y = 1/(1 + z?). Sadan
16sning finns om och endast om y € (0, 1] och blir da

For att f ska bli surjektiv ska vi alltsd lata (0,1] vara malméngd.
Inversen fas som just losningen till ekvationen vi nyss 16ste, dvs



6. Lat L vara antalet strackor som Lisa sprang, och lat P och K beteckan
motsvarande for Pelle respektive Kajsa. For dessa ges i uppgiften de
tva ekvationerna

L+P+K=10

och
11L + 12P + 15K = 121.

Fran den forsta ekvationen far man att L = 10 — P — K och genom att
satta in det 1 den andra ekvationen fas den diofantiska ekvationen

P+ 4K =11.

En 16sning till denna dr (P, K) = (3,2) varfor den allménna 16sningen
blir (P,K) = (3—4n,2+n),n € Z, sa att (L,P,K,) = (5+ 3n,3 —
4n,2+n). Den enda l6sningen som uppfyller uppgiftens villkor dr den
som fas for n = 0, sa svaret ar att Lisa sprang 5 striackor, Pelle 3
stradckor och Kajsa 2 striackor.

7. Grafen G &r ett triad med a som “knutpunkt” och “armarna” ab, acde,
afg och ahi.

Lat nu den stokastiska variabeln X beteckna avstandet fran a till en
i G pa mafa vald nod. Det giller att X = 0 da a viljs, X =1 da b,
c, f eller h viljs, X = 2 da d, g eller 7 viljs och X = 3 da e viljs.
Saledes blir P(X =0) =1/9, P(X =1) =4/9, P(X = 2) = 3/9 och
P(X =3)=1/9sa att

1 13
E[X] = (0-1+1-442:3+3-1) =

8. Sats: Om n &r ett positivt heltal galler att n kan skrivas som differensen
mellan tva kvadrater om och endast om n &r udda eller 4|n.

For att bevisa detta observerar vi att dd n = 22 — y? dér x och y &r
heltal giller enligt konjugatregeln att n = (z+y)(x —y). Oberoende av
vad x och y &r giller det uppenbarligen att antingen ar bade x + y och
z—y udda eller s bada jimna. I det forsta fallet blir (z+y)(z—y) udda
och i det andra fallet géller att 4|(z + y)(z — y). Detta visar “endast
om”-delen. For att klara den andra delen ska vi specificera x och y i
de fall d& n dr udda eller 4/n. Men om n &r udda, sitt z = (n +1)/2
ochy=z—-1. Dafarvin=(x+y)(z —y) =n-1=n. Om 4|n sitt
z=n/4+1ochy=n/4—1.



